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Introduction

Le cadre général pour ’ensemble de ce texte consiste en un espace vec-
toriel de dimension finie (c’est-a-dire un module libre de rang fini sur Z)
gradué

E=F®oE®...0F,,

somme de n+1 facteurs directs F,, 0 < a < n, et muni de toutes les sommes
partielles

Er=@ E,, IC{0,1,...,n}.

acl

Pour tout rang r, la grassmannienne
Gr"" ={F — E |dimF =1}

est un schéma projectif et lisse sur SpecZ. Elle se décompose en strates
localement fermées

Gy’ ={F < E |dim(FNE;) =d;, YIC{0,...,n}}
indexées par les familles d = (d;);c fo,....nj d’entiers d; € N qui vérifient
® dy=0,d,.ny=T,
e di+d;<dryy+dins, VI, J.

Dans la littérature mathématique, les familles d = (d;) qui vérifient ces
conditions sont appelées “matroides” de rang r sur {0,...,n} et les strates
associées Grg’E sont appelées “cellules de Schubert minces”. Il faut dire tout
de suite qu’en général I’adhérence d’une cellule de Schubert mince dans Gr™¥
n’est pas réunion de cellules de Schubert minces et qu’on ne sait pas donner
de conditions nécessaires et suffisantes sur un matroide d pour que la strate
GrZ’E ne soit pas vide. La condition

r—= d{O,...,n}—{a} =7Tq <18 E., VOZ,

est évidemment nécessaire mais elle n’est pas suffisante.
Quoi qu’il en soit, chaque strate Grg’E est respectée par ’action du groupe
Aut(Ep) x -+ x Aut(E,) = Aut(E,) et en particulier de son centre GZ.



L’action du tore G se factorise & travers un tore quotient G /(Ghtt),
qui agit librement et on peut introduire le schéma quasi-projectif

Gry” = Gy /(6 /(6H),)

Ce texte a pour objet de présenter et d’étudier un procédé général de com-
pactification équivariante de tous les schémas quotients @Z’E. Pour illustrer
cette problématique, il convient d’examiner quelques exemples :

Exemple 1: Si B, = A", 0 < a <n,etd; =0,VI ¢ {0,...,n}, CG}”
classifie les sous-espaces de dimension r en position générale dans (A")"*+!.
Elle s'identifie & GL"*! /GL, et on a

Gry” = PGL'' / PGL, .

Le probleme de construire des compactifications équivariantes des PGL"**
/ PGL, est celui que I’auteur a rencontré en premier et qui I’a fait s’intéresser
aux cellules de Schubert minces. Il y a été amené en cherchant a résoudre les
singularités des compactifications des champs de chtoucas de Drinfeld avec
structures de niveau. Le premier travail de 'auteur dans ce domaine est la
prépublication [Lafforgue,1998] qui traite le cas de PGL? / PGL,. Le procédé
général de compactification des PGL"*! / PGL, est introduit dans I’article
[Lafforgue,1999].

Il faut signaler que de son c6té G. Faltings a rencontré le méme probleme
de compactification équivariante des PGL?le / PGL, en voulant résoudre les
singularités des modeles locaux des variétés de Shimura en les places de
mauvaise réduction. Cela est déja évoqué dans les remarques de conclusion de
Particle [Faltings,1997]. Postérieurement & l'article de auteur, il a proposé
une construction dans l’article [Faltings,2001]. Comme on va voir, il s’avere
que bien que le principe de construction de Faltings soit tres différent de celui
de l'auteur, les objets auxquels on parvient sont identiques : c’est-a-dire
que coincident non seulement les “structures logarithmiques” ou “champs
toriques” de base mais aussi les compactifications elles-mémes.

Exemple 2 : Sir, =7 — dj,..n} - {a) est égal & 1 pour tout «, on appelle
“espace de configurations du matroide d” le sous-schéma localement fermé
Cy" de (P"1)"*! des familles de n + 1 points Py, Py, ..., P, € P"! tels que
pour toute partie I C {0,...,n}, le sous-espace projectif de P"~! engendré
par les P,, o € I, soit de dimension r — dy,...n} -1 — 1.
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Il est respecté par I’action du groupe projectif PGL, et on introduit 5;’" =
Cy"/PGL,. On a le théoreme facile mais important :

Théoréeme (Gelfand, MacPherson). — Sir, =1 =1gF,, 0 < a <n,
Uapplication

(F;) E = Eo@ @En) — (KGT(F—» Ea) € P(Fv))osagn

induit un isomorphisme

Remarques :

e Comme Ofer Gabber I'a fait remarquer a l'auteur (citant en particulier le
livre [Artin]), il résulte trivialement du théoreme de Thales que tout schéma
integre de type fini sur Z contient comme ouvert un espace 63’" de configu-
rations de points dans le plan projectif. En effet, le théoreme de Thales dit
que la multiplication et 1’addition, donc aussi tout polynome a coefficients
entiers, se modélisent par des relations d’alignement dans le plan.

e [Le mathématicien russe Nikolai Mnév a démontré en 1986 que pour tout
schéma X affine et de type fini sur Z, il existe un entier N et un ouvert
U— )g x AN dont la projection sur X est surjective et qui est de la forme
U=C,".

Il résulte du théoreme de Gelfand et MacPherson et de ces remarques
que déja les @Z’E et a fortiori les @;’E sont universels au sens des motifs
et ont des singularités arbitraires. Il peut donc paraitre déraisonnable de

vouloir étudier les @Z’E en général et plus sage de se limiter aux schémas
homogénes PGL"*! / PGL, et & leurs compactifications. Mais il se produit
que tous les schémas @Z’E sans exception vont apparaitre comme “pierres de
construction” des strates de bord des compactifications des PGL;’Jrl / PGL,
et ne serait-ce que pour cette raison on est amené a les considérer tous.

Toutes les constructions de ce texte sont fondées sur le plongement de
Pliicker
Gr"" — P(A"E).



La graduation de l’espace F induit une graduation canonique de ses puis-
sances extérieures
ANME= P AE,
i€ Smn

indexée par S™" = {i = (ig,...,%,) € N"™' | ig+ -+ 4, = r} et on les
facteurs directs sont les ALE, = A"y ® ---® Ai» E,,.

Sid= (dI)Ig{o,...,n} est un matroide de rang r, on lui associe le polyedre
convexe

SR:{(iOa---,’in)ERi+l‘7;0+"'+7;n=7” et ZiaZd], VI}
acl

et son sous-ensemble S = Sy NNt = S N S™" des points entiers. Dans
le présent texte, les ensembles Sp ou S associés & des matroides d seront
appelés des “convexes entiers” (dans la littérature mathématique sur le sujet
que l'auteur n’a commencé a découvrir que tardivement, on parle plutot
de “polytopes de matroides”). Ils apparaissent dans 1’étude des cellules de
Schubert minces a cause de la proposition fondamentale suivante :

Proposition. — 57 S C S™" est un convexe entier associé a un matroide d,
alors dans la grassmannienne

Gr"" - P(A"E) = {(xz)zesm < Gm\(lzl A B, - {O})} ’

la cellule de Schubert mince Gr;’E est définie comme sous-schéma localement
fermé par
.Z'i = O, VL ¢ S,

Voici les propriétés des convexes entiers qui sont importantes pour ce que
nous allons faire :

(1) Si S et S sont associés a un matroide d = (dy), on a pour toute partie
Ide{0,...,n}

dlzmin{Zz'aM:(iO,...,z’n)ES}

ael



et Sp est le polyedre convexe engendré par ’ensemble fini S.
La théorie des matroides est donc équivalente a celle des convexes entiers
S ou Si. Dans tout le texte, on adoptera le point de vue des convexes entiers

qui est meilleur pour nous (il permet de parler de faces, de pavages, ...) et

E ~T,E . E ~-.FE
on notera Grg~, Grg ... au lieu de Gry", G, ...
(2) Les faces d’un convexe entier sont des convexes entiers.

(3) Un polyedre convexe qui admet un pavage par des convexes entiers
est un convexe entier.

(4) Si § C S™™ est un convexe entier de dimension (= dim Sg) n — p, il
existe une décomposition canonique

{0,....n}=J ... 10J,, r=ro+---+1p,
S=8"%x---x8, Sp=82%x---x8E,

ol chaque S? est un “pavé entier” (c’est-a-dire un convexe entier de dimension
maximale n; = |J;| — 1) dans

ST — {(ia)aeji S NJi | Z lo = Ti} .
a€J;
(5) Tout pavé entier S C S™" contient une base du réseau des points

entiers.

Revenant aux coordonnées de Plucker, la proposition fondamentale ci-
dessus est complétée par le lemme tout aussi fondamental :

Lemme. — 57 S C S™" est un convexe entier et S' est une face de S, oubli
des coordonnées en dehors de S’

G\ [[ (A Es —{0}) = Gn\ ] (A* £, —{0})

1€ES i€ S’

(@i)ies — (Ti)ies
définit un morphisme
Grg? — Gry” .

Quand S' est définie dans S par une seule équation Y. i, = d3, il s’écrit
acl

5



Cette proposition et ce lemme permettent de poser la définition suivante
qui a fasciné 'auteur depuis qu’il s’en est apercu en 1997 :

Définition. — 57 S est un pavage d’un convezxe entier S C S™" tel que pour
toutes cellules S et S”, S'"NS" est une face a la fois de S" et S”, on introduit
le sous-schéma fermé

Grg® = G\ [[ (ALE. — {0})

i€S

des familles de vecteurs non nuls (z; € ALE,);c 5 telles que pour toute cellule
S" de S, la sous-famille (z;);c g définisse un point de Gry”.

On note (d7)rc {o,..,n} I'unique matroide dont provient un convexe entier

, oy , E . . .
S. Presque par définition, les schémas Grg” ont la description modulaire
suivante :

Corollaire. — Le schéma quasi-projectif GrgE classifie les familles (Fsr) de
sous-espaces de E indexés par les cellules S' de S telles que :

L dlm(st N E[) - dfl, VI, VSI,
e 51 S et S" sont deux cellules ayant une face commune définie par une
équation 'Y i, = di =1 —d5 (avec J ={0,...,n} —I), on a les

a€el
€galités croisées

FSIﬂEIIFSH/FSHﬂEJ dans EIZE/EJ,

FSIIﬂEJZFSI/FSIﬂE[ dans EJZE/EI,

entre sous-objets et objets quotients dans les deux suites exactes
0= FsgNEr— Fo —>F51/F510E[ —)O,

O—)FnﬂEJ—>F5H—>F5H/FllﬂEJ—>0.



L’étape suivante dans les constructions consiste a “mettre en famille” les
schémas Grig” associés aux différents pavages S d’un méme convexe entier
S C S™. On commence par “mettre en famille” les pavages eux-mémes en
construisant un “champ torique” A%/ A7 (le champ quotient d'une variété
torique A par son tore A7) dont ils sont les points :

Si S est un pavage de S par des convexes entiers, on note C§ C R® le cone
des fonctions “convexes” -

v:S5—=R

telles que, pour toute cellule S’ de S, il existe une fonction affine £: S — R
vérifiant £ <wvet S'={i€ S| (i) = v(i)}.

Quand Cg n’est pas vide, on dit que S est un “pavage entier convexe”
de S. Si P désigne le pavage trivial de S, Cj est le sous-espace des fonctions
affines £: S — R ; tous les cones C3 sont stabilisés par Cj .

On montre que la famille des cones quotients CZ/Cj C RS /C§ constitue
un éventail et donc définit une variété torique A% de tore le quotient Ag =
G /(GS))g de G, par le sous-tore (G,)y des fonctions affines S — G,,. Les
orbites A% sont indexées par les pavages entiers convexes S de S et, étant

donnés deux pavages S et U, on a A2 C AZ si et seulement si S raffine U.
Comme Valery Alexeev ’a fait remarquer & I'auteur, le livre [Gelfand,
Kapranov,Zelevinsky| contient la construction, pour tout polyédre convexe
engendré par ses points entiers, de la variété torique de ses pavages par
des polyedres convexes engendrés par leurs points entiers. Dans le cas d’un
convexe entier (en notre sens) S, la variété torique A° est simplement un
ouvert dans celle de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky ; son existence résulte
de la propriété (3) des convexes entiers. Valery Alexeev a également appris
a l'auteur que les éventails de fonctions convexes qui définissent les variétés
toriques de pavages ont été introduits des 1908 dans 'article [Voronoi.

Le premier théoréeme de ce texte est qu’on peut mettre en famille les
7 T,E o7 . .
schémas Grg~ associés aux pavages entiers convexes S de S pour obtenir une

compactification de @TSE :
Théoreme. — Dans le schéma produit

A* x G\ [T (A" B, —{0}),

i€S



il existe un sous-schéma fermé Q5F tel que :

i) Q5F est invariant par Aut(E,) = Aut(Eg) X - - - x Aut(E,) et par G, /Gy,
(agissant sur AS via X — X7 et sur le second facteur coordonnée par coor-
donnée).

ii) La fibre de Q5F au-dessus de 1 € Aj C A est

rE
Grg~ .

iii) Plus généralement, la fibre de Q5F au-dessus du point distingué as de
l’orbite Ag associée & un pavage S est

rE
Gri’ )

iv) Le quotient QF de QSF par laction libre de G3 /G, est un schéma
projectif. Il est muni d’un morphisme

o ]

et donc de strates localement fermées QZE qui sont les images réciproques
des points A3/ A7 de A®/Af. Sa strate ouverte est

=S,E —,F
0y~ = Grs" /(65,)e = Gry .

Bien siir, ce théoréme définit le fermé Q¥ de maniére unique comme
ensemble mais a priori pas comme schéma. Pour lever toute ambiguité, on
définit Q5% par des familles explicites d’équations obtenues en “tordant” les
équations de Pliicker au moyen des caractéres de .A°. On renvoie pour cela
au paragraphe I1.3.

Dans le cas particulier des espaces de configurations, c’est-a-dire quand
rgE, =1=1,, 0 <a<mn,on note simplement Q° au lieu de 07,

Tout de suite apres la construction des schémas QS’E, il convient de donner
leurs propriétés fonctorielles dont voici les plus importantes :



Les morphismes de faces : Si S’ est une face de S, on a des morphismes
naturels s’inscrivant dans un diagramme commutatif :

—S.E —S' E
Q — Q

+ +
ASJAS — A5 A8

Le morphisme du haut prolonge Grg’E — Grg’,E et celui du bas associe a tout
pavage entier convexe de S le pavage induit de la face S

Les isomorphismes de factorisation : Si S C S™" est un convexe entier
de dimension n—p avec les décompositions associées {0, ...,n} = JoIl...I1J,,
S =8%x-...x SP, on a des isomorphismes canoniques compatibles :

—S,E ~ —=SOFE <SP E
Q = Q7 x Q7T

1 1
AS/Ag -~y ASO/A@QOX---XAS”/ASP

En particulier, les pavages entiers convexes de S sont les produits de pavages
entiers convexes de S°, ... SP.

Dans le cas des espaces de configurations, les composés des morphismes
de faces et de factorisation compactifient les morphismes d’oubli d’une partie
des points d’une configuration ou de passage a la configuration quotient par
le sous-espace projectif engendré par une sous-famille.

On peut citer aussi :

Les isomorphismes de dualité : SirY =rg E — r, I'isomorphisme

Grf 5 Gy EY
(F— E)~ (F* — EY) =Ker(EY - FY)
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induit des isomorphismes entre cellules de Schubert minces
E ~ vV.EV
GI‘TS’ — GI'TSV’

qui se prolongent naturellement aux compactifications :

=S,FE ~ =SV ,EY
Q — Q

1 1
ASJAS = ASY /A5

La premiere question que pose le théoreme ci-dessus est la suivante :

Question 1. — Pour E=Ey®---® E,, r et S C S™" arbitraires, est-il vrai
ou faux que la strate ouverte ﬁgE = @TSE est schématiquement dense dans

a>F ¢

L’auteur ne connait pas de contre-exemple. Mais il ne sait pas démontrer
que la réponse est affirmative, méme dans les “situations génériques” comme
les compactifications des PGL"*! / PGL, ou des espaces de configurations de
n + 1 points en position générale dans P"~1. Il est clair que le théoréme rend
compte au moins en partie du phénomene selon lequel 'adhérence d’une
cellule de Schubert mince n’est pas en général une réunion de cellules de
Schubert minces (voir le corollaire II.11). En un sens, la question 1 consiste
a se demander s’il en rend compte completement ou non.

Dans ce texte, on montre que ﬁgE = @ZE est schématiquement dense
dans ©%7 seulement dans les cas n < 2 ou r = 2 comme conséquence d’une
propriété beaucoup plus forte :

Théoréme. — Sin+1<3 ou bien sir=2, on a :
(i) Le morphisme de structure % - A5 JAS est lisse.
(ii) Pour toute face S’ de S, le morphisme

=S,E =SB S S
Q77 = Q7 X s a5 AT Ay
est lisse.
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Remarques :

e Si r =2, les variétés toriques A% sont toujours lisses si bien que I’assertion
(i) signifie que les Q> sont lisses sur SpecZ et que leurs bords sont des
diviseurs a croisements normaux relatifs. En revanche, si n + 1 = 3, les
variétés toriques A4° ne sont pas lisses en général et les schémas Q% ont les
mémes singularités qu’elles.

e Sir=2etrgE, =1 =1, 0 < a < n, les espaces de configura-
tions ﬁj = @;E = 6;’” s'identifient aux espaces de modules Mg, 41 de
courbes de genre 0 (isomorphes & P!) avec n + 1 points marqués, et les
schémas projectifs Q° s'identifient aux compactifications MO,M construi-
tes par Grothendieck et Knudsen. Il faut signaler ici que la description
de la combinatoire des strates de bord de M, .1 en termes de pavages de
S = {(la)o<a<n | 0 < iy <1, Vaet Y i, = 2} figure déja dans 'article
[Kapranov|. Plus généralement, Kapranov y construit des compactifications
de tous les espaces de configurations “génériques”, c’est-a-dire classifiant les
familles de n+1 points en position générale dans P!, et montre qu’a chaque
point du bord est associé un pavage (entier convexe dans notre terminolo-
gie) de I’“hypersimplexe” S = {(ig)o<a<n | 0 < in <1, Va et Y iy = 1}
C’est la méme description combinatoire que pour les strates des Q° corres-
pondants mais l'auteur ignore encore quelle est la relation exacte entre les
compactifications de Kapranov et les siennes dans la méme situation.

eSir =2 E, = A2, Yaet S = S 0¥ est une compactification
équivariante et lisse de PGLY™ /PGLy. Ces compactifications sont aussi
construites par une autre méthode dans 'article [Faltings,2001] qui contient
la premieére preuve correcte de leur lissité.

eSin=1,E,=4A", a€{0,1} et S = 9", 0" est la compactification de
De Concini et Procesi de PGL2 / PGL,. On remarque que ces compactifica-
tions font donc partie de la méme théorie que les Mg 1.

eSin=2,E,=A", a€{0,1,2} et S = 5™, Q% est une compactification
équivariante de PGLE’ / PGL, qui est lisse sur le champ torique des pavages
du triangle S™? = {(ig,%1,%2) € N | 49 + i1 + 42 = r}. Munie des 3 mor-
phismes de faces, elle compactifie la multiplication dans PGL,. Cela permet
de compactifier aussi le revétement de Lang de PGL, au-dessus d’un corps
fini. On renvoie au paragraphe II11.3c de larticle [Lafforgue,2002] pour une
application de cette construction a la résolution des singularités des com-
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pactifications des champs de chtoucas de Drinfeld avec structures de niveau
sans multiplicités.

Dans l'article [Lafforgue,1999], on prétendait et on croyait démontrer que
dans le cas des compactifications des PGL"*! / PGL, le morphisme de struc-
ture

Q% o A5/ A3
est toujours lisse. Cet énoncé est encore vrai pour PGL‘; / PGL3 mais il est
faux en général. Le premier contre-exemple est PGL} /PGLy ot le mor-
phisme de structure n’est pas plat (méme sur Q). On peut remarquer aussi

que chaque fois que la strate ouverte d’un 0° est non vide en caractéristique
0 mais que certaines strates de bord n’existent qu’en caractéristique p (ce qui
se produit pour les compactifications des PG‘rL:fJrl / PGL, ou des espaces de
configurations génériques quand r > 3 et que n est assez grand), le mor-
phisme de structure considéré au-dessus de Z, ou méme de F, = Z/pZ ne
peut étre plat.

D’autre part, il résulte du théoreme de Mnév que déja dans le cas des
espaces de configurations de points dans le plan projectif la fibre générique
du morphisme de structure

=S,E
Q7 — A5/ A5
peut avoir des singularités arbitraires.

Cependant, pour que la théorie générale des schémas 0> devienne inté-
ressante, il faudrait certainement pouvoir produire des familles “grandes”
(disons par exemple universelles au sens des motifs) de schémas Q%" dont
on sache décrire et résoudre les singularités. Et 'auteur ne voit pas quelle
autre propriété on pourrait demander que la lissité du morphisme de structure
Q> =4S /A3 considéré au-dessus de Q ou de F,.

Voici une premiere idée simple qu’on peut avoir pour essayer de construire
des schémas Q° lisses sur leur base AS JAj & partir d’un espace de confi-
gurations arbitraire 52’:0 dans le plan projectif P? et d'un point générique 7
de UZ: °. Ajoutons aux configurations de UZ: ® tous les points d’intersection
de paires de droites reliant des points de la configuration, et mettons sur

I’ensemble des anciens et des nouveaux points toutes les relations d’alignement
ou de non-alignement qui sont vérifiées en 7. Cela définit un nouvel espace
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. —=3,n1 . ., , . .
de configurations Cg," qui est relié au précédent par le morphisme d’oubli
des nouveaux points

3,1 3,0 |
Cs, —Cs
ce morphisme est une immersion localement fermée dont I'image contient 7.
N . R . —3,n1 . . .
On peut recommencer la méme construction & partir de C' s, €t obtenir ainsi
une tour infinie
—3,n2 —3,n1 —=3,n0
"'%052 <—>051 (_)CSO
. —3,n .
d’espaces de configurations C skk de plus en plus fins. Tous contiennent 7

mais deviennent arbitrairement petits. Il est clair qu’aprés un nombre fini
de pas ils sont lisses sur le corps de base Q ou F,. Passant maintenant a nos

. . =S =3,
compactifications Q7 des C S, * elles s’ordonnent en une tour

— 0> — o — o>
{ { {
— ARJAT — ASAT — A% JAP

qui prolonge la précédente et ou les morphismes de transition sont des mor-
phismes de faces.

Question 2. — Se placant sur Q ou sur F,, est-il vrai ou fauxr que dans la
construction ci-dessus, la compactification 0% de 62:’“ devient automatique-
ment lisse sur .As’c/Ag’c des que k est assez grand ?

Silaréponse a cette question était affirmative sur F,, cela impliquerait une
forme de résolution des singularités en caractéristique p d’apres le théoreme
II1.10 du paragraphe III.3 auquel nous renvoyons.

Bien que jusqu’a présent nous ne sachions rien dire de la géométrie des
schémas projectifs a>F généraux et qu’en particulier nous ignorions la réponse
aux questions 1 et 2, nous montrons dans ce texte que pour tout convexe en-
tier S, Q%" est solution de deux problémes de modules différents (et méme
de quatre si on tient compte des isomorphismes de dualité) associés & S.
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L’auteur a été amené a ces caractérisations modulaires par ’étude du travail
de Faltings sur les compactifications des PGL:}Jrl / PGL,..

Rappelons quel est le point de vue de Faltings.

1l part d'un point g de PGL"*! / PGL, & valeurs dans le corps des fractions
K d’un anneau de valuation discrete A et il cherche a le prolonger sur A d’une
maniére ou d’une autre. Pour cela, il reléve ce point en un (go,...,gn) €
GL™'(K) et il considére les positions relatives des réseaux M, = g,(A"), 0 <
a < n, dans K". A multiplication pres par des puissances de I'uniformisante,
les réseaux de la forme M = Ao - My + -+ A, - M, avec Ay, ..., A\, € KX,
sont en nombre fini, et les fibrés projectifs associés P(M) sur Spec A ont la
méme fibre générique P(K"). L’adhérence schématique P, de la diagonale
P(K") dans le produit des P(M) est un schéma projectif et plat sur Spec A
que Faltings appelle un “schéma de Deligne”. II montre que P, est semi-
stable c’est-a-dire régulier avec un diviseur a croisements normaux pour fibre
spéciale. Cependant, la formation du schéma de Deligne P, ne commute pas
avec les changements de base A — A’ par des anneaux de valuation discrete
A’ ramifiés sur A. Faltings construit alors un autre schéma P, projectif
et plat sur Spec A qu’il appelle un “modeéle minimal de I'espace projectif”
et qui est une contraction de P, au sens qu’il est muni d’'un morphisme
birationnel surjectif P, — Ppi, dont la restriction au-dessus de Spec K est
un isomorphisme. Le schéma P,;, n’est plus semi-stable et a des singularités
toroidales mais sa formation commute aux changements de base. Mieux,
Faltings construit une compactification Q@ de PGL"*! / PGL, munie d'une
fibration projective et plate P telle que tout modele minimal P,.;, se déduit
de P par le morphisme de changement de base Spec A — € qui prolonge le
point donné Spec K — PGL"*! / PGL,.

Au chapitre V, nous construisons des fibrations projectives et plates
généralisant celles de Faltings sur tous les schémas [N (pas seulement les
compactifications des PGL"™ / PGL,), nous décrivons leur géométrie et nous
montrons qu’elles sont universelles relativement & un certain probleme de
modules.

Avant cela, on introduit et étudie au chapitre IV un autre probleme de
modules, différent mais équivalent en définitive, et qui apparait comme un
intermédiaire naturel pour passer de la premiére construction des > aleurs
fibrations projectives universelles.
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Afin de formuler ces deux problemes de modules, on a besoin d’introduire
une seconde variété torique A plus fine que celle A5 des pavages d’un con-
vexe entier S C S™".

Si S est un pavage entier convexe de S et S’ une facette de S (c’est-a-dire
une cellule ou une face de cellule), on note 5:;5, C R’ le cone des fonctions
convexes N

v:S =R

telles que v € C§ et S" = {i € S | v(¢) = min(v)}. Les cones CNE,S, sont
invariants par le sous-espace RMdes fonctions constantes et on montre que
la famille des cones quotients Cg,s, /R C RS/R constitue un éventail. Elle

définit une variété torique AS de tore j@g = G, /Gy, dont les orbites v‘g,s'
sont indexées par les pavages avec facette distinguée (S, S’).

Proposition. — (i) L’homomorphisme de quotient
Af = G, /G — G, /(G )o = AF
se prolonge en un morphisme équivariant d’“oubli de la facette distinguée”
AS — A5

(ii) Ce morphisme est projectif et plat (de dimension relative dim S) et ses
fibres sont géométriquement réduites.

Comme on va voir, la fibration projective, plate et équivariante AS — AS
formalise en termes de géométrie algébrique le recollement des cellules entre
elles pour constituer un pavage, en plus des relations de raffinement entre
pavages déja formalisées par A°.

Cette fibration est respectée par le tore G agissant via

Gt = (Cn)o (Noye-s An) = (6= (s oo sin) = AP -2 AT

Si S est un pavage de S, la fibre Yy de A5 — A5 au-dessus du point distingué
ag de 'orbite .Ag est un schéma projectif géométriquement réduit muni d’une
action de G™. Voici sa description géométrique :

Lemme. — (i) Ys est réunion finie d’orbites Yg indexées par les facettes S’

du pavage S.
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(i) SidimS' =n—p et {0,...,n} = JoI... 11 J, est la décomposition
associée, le fizateur dans Gt de n’importe quel point de Ysi est le sous-tore

“diagonal”

(G:ln_Fl)S':G;TD:l:GmX"'XGm%GTJr(L)X"'XGTJrf:G?n_H'

(iii) L’adhérence schématique Yg de Yg dans Ys est une variété torique

(normale) projective de tore G /(G ) g Ses orbites sont les Ysn indexées
par les faces S" de S'.

Ainsi, les composantes irréductibles des fibres du morphisme AS — A5
sont indexées naturellement par les cellules des pavages de S. Ce sont les
variétés toriques des faces de ces cellules et elles sont recollées entre elles pour
constituer les fibres suivant les mémes regles combinatoires que les cellules
d’un pavage pour constituer ce pavage.

Revenant maintenant au schéma Q%% au-dessus de .A°, le produit fibré
Q5F x 45 AS est muni d’une action de G5, /G,,, = A5 (qu’on fait agir sur A5
via A — A7!). La premiere caractérisation modulaire de Q> = sE / .,13
repose sur le résultat suivant :

Proposition. — On a un morphisme canonique
Q5F x 45 A5 = Gr™F

qui est respecté par l’action de /Ig et équivariant sous celles de Aut(E,) et
en particulier de Gt .
Si (Fsr — E)gcs est un point de la fibre GrgE de Q5F aqu-dessus de as

et les ag g1 sont les points distingués des orbites Yo — Yg, ce morphisme

envoie chaque ((Fs')s e s; g sr) sur For.

On note £ le fibré équivariant et localement libre de rang r sur Q5% x 4s
AS image réciproque du fibré canonique de la grassmannienne Gr*. On
peut aussi le voir comme un fibré G -équivariant sur

(Q5 x 45 AS) A5 = Q™ x 44 17 AS A3 .
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Pour tout schéma X qui, comme 0°7 = QSF /A2, est muni d’un morphisme
vers le champ quotient A/ Ag (et donc en particulier de strates localement
fermées indexées par les pavages S de S), on note X le produit fibré

X=X X 5,73 A/ AT

C’est une fibration projective, plate et G -équivariante sur X dont les fibres
sont isomorphes (non canoniquement) aux schémas Y.

Le fibré £° ci-dessus est un point & valeurs dans 9> du champ qu’on
peut maintenant définir :

Définition. — Soit Vec ™ le champ algébrique sur As/jg qui associe G tout
schéma X muni d’un morphisme

X — A5/ A5

le groupoide des fibrés & localement libres de rang r et G _équivariants sur
la fibration X qui vérifient la propriété discrete suivante :

En tout point de X qui est dans la strate indexée par un pavage avec
facette distinguée (S, S"), et si{0,...,n} = JyII...11J, est la décomposition
associée o S', laction sur la fibre de € du sous-tore fizateur GBI = (G ) g
— G se fait par les caractéres (Mg,...,Np) — A, 0 < @ < p, chacun
apparaissant avec la multiplicité di’

A cause de la forme particuliere de la condition discrete qui est imposée
4 oy 57,5
dans la définition du champ Vec '™, on a :

Proposition. — Si (X — A5/ A5 &) est un point de Vec™® i valeurs dans
un schéma X, on peut lui associer canoniquement des fibrés £, de rangs
Toq =T — d‘{SO,...,n}f{a}’ 0 < a < n, sur X et un homomorphisme linéaire
Gt -équivariant

E— P pryéa

0<a<n

(ot pry désigne la projection X > X).

5SS . .
On note Vec™® le sous-champ ouvert de Vec~ ol 1’homomorphisme

E— @ pry &, est injectif en tout point de X.
0<a<ln
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.. N e . , =8,E
Voici la premiere caractérisation modulaire des schémas Q7 :

Théoréme. — On a un carré cartésien

Q — Vec™s
1 O 1
H Grra yFEo — H BGLra
0<a<n 0<a<ln

ot la premiére fléche horizontale (qui donc est lisse et surjective) est définie
par E5 et la seconde fléche verticale est € — (Eq)o<a<n-

Cheminant maintenant vers la seconde caractérisation modulaire, on con-
sidére un point (X — A%/ A7, €) du champ Vec™* & valeurs dans un schéma

PP ——,8 , -
X. Par définition de Vec™® comme ouvert de Vec , le fibré £ sur X est
muni d’un plongement canonique

E—= @ pryéa.

0<a<n

On note € louvert de & image réciproque de ] (€, — {0}) puis P(€) le
0

<a<ln

quotient de £ par I’action libre de G'.

Proposition. — Pour £ comme ci-dessus, P(€) est une fibration projective
et plate sur X qui est munie d’un morphisme

P(E) = X /G
lisse de dimension relative r.

La géométrie des fibrations P(£) est décrite dans le paragraphe V.3. Leur
construction est universelle au sens du théoreme suivant :

Théoréme. - Soit Proj™° le champ algébrique sur As/ﬂg qui associe G
tout schéma X muni d’un morphisme

X — A5 A5
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le groupoide des fibrations projectives et plates
p:P—X

vérifiant p, Op = Ox et Rip, Op = 0, Vi > 1, et munies d’un morphisme
lisse de dimension relative r qui reléve p

p:P— X/G

Alors le morphisme
Vec™® — Proj™°

E > P(E)

est une immersion ouverte.

Ce théoreme qui occupe le chapitre V et dernier du présent texte appelle
plusieurs commentaires et questions.

Tout d’abord, I’auteur doit dire qu’il ne sait pas caractériser Vec™ comme
ouvert dans le champ algébrique Proj™°. Mais on peut poser la question
suivante :

Question 3. — Est-il vrai ou fauzr que ['immersion ouverte
Vec™S < Proj™s

est aussi fermée, autrement dit que son image est une réunion de composantes
connezes ?

Quand on réfléchit au sens concret de cette question, le premier cas qui
se présente est celui d’un schéma projectif et lisse sur le spectre d’'un anneau
de valuation discrete A dont la fibre générique est un espace projectif. Est-
il vrai alors que la fibre spéciale est aussi un espace projectif 7 Comme
Fabrizio Catanese 1’a montré a 'auteur, la réponse est oui, méme si A est de
caractéristique positive ou mixte.

Pour démontrer le théoreme ci-dessus, on doit prouver en particulier
qu'un point de Vec™® admet les mémes déformations que son image dans
Proj™3. Pour ce faire, 'auteur a été inspiré par I’étude cohomologique
des déformations des “schémas de Deligne” qui figurait dans une version
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préliminaire de I'article [Faltings,2001] (mais a disparu de la version définitive
publiée). On montre en fait (c’est I'objet des paragraphes V.4 et V.5) que
les complexes cotangents relatifs associés aux deux problémes de modules
Vec™S et Proj™° ont la méme cohomologie non seulement en degrés 0, 1 et
2 comme il aurait suffi mais en tous degrés. On vérifie au paragraphe V.8
qu’au moins sur la strate ouverte un phénomene identique se produit pour les
isomorphismes de dualité : quand deux fibrations de type P(£) sont duales
I'une de I'autre, leurs fibrés tangents logarithmiques ont méme cohomologie
en tous degrés bien que les dimensions de ces fibrations soient différentes en
général.

Cela suggere qu’a la fagon par exemple de l'article [Ciocan-Fontanine,

Kapranov], tous les schémas projectifs %" devraient se relever naturelle-
ment en des “schémas différentiels gradués” qui seraient lisses sur les champs
toriques de pavages A° /Ag . Si d’ailleurs on relit la fausse démonstration

de la lissité du morphisme de structure Q°° — AS /Aj dans l'article
[Lafforgue,1999] (dans le cas des PGL"*! / PGL,), on y trouve un faux calcul

de dimension qui est en fait un calcul de caractéristique d’Euler-Poincaré.

Il doit pouvoir s’interpréter comme un calcul de dimension d’un “schéma
s s 1s . 1. =SE

différentiel gradué” lisse qui releve 277,

Cependant, les remarques et questions qui intéressent le plus 'auteur a
propos du théoreme ci-dessus sont peut-étre celles relatives a la définition
méme des champs Proj™>.

Ces champs sont munis d’'un morphisme de structure sur A° /Ag et a
fortiori sur A%/ Aj si bien qu'ils sont réunions de strates localement fermées

.S . , . .
Projg” indexées par les pavages entiers convexes S des convexes entiers S.

La strate ouverte ’Proj(z’s associée au pavage trivial d’'un S classifie des
variétés projectives munies d’'un morphisme lisse sur le champ quotient
Ys/G! de la variété torique Yy des faces de S par le tore G*''. Cela revient
a classifier des variétés projectives munies de structures logarithmiques d’un
type donné relativement auxquelles elles sont lisses. Autrement dit encore,
on classifie des variétés projectives dont les singularités sont prescrites et qui
sont munies d’une famille de diviseurs dont les intersections mutuelles ont
des singularités prescrites.

Si maintenant S est un pavage entier convexe de S, la strate de bord
Projg’s classifie des schémas projectifs munis d’un morphisme lisse sur le
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champ quotient Ys/G du schéma équivariant Yy des facettes de S par
G, Les composantes irréductibles de ces schémas projectifs sont les images
réciproques de celles Y/ /G de Ys /G| elles sont indexées par les cellules
S" du pavage S, ce sont des points des champs ijg,s' et elles sont recollées
entre elles suivant les mémes régles combinatoires que les cellules S’ pour
constituer le pavage S.

On reconnait 1& une situation fréquente en géométrie algébrique (fibrés
stables, chtoucas de Drinfeld, variétés abéliennes et semi-abéliennes.. ..) ot,
en voulant compactifier des espaces de modules classifiant un certain type
d’objets prescrit par une donnée combinatoire, on voit apparaitre au bord
des strates localement fermées qui classifient des familles d’objets de types
similaires mais prescrits par des données combinatoires “plus petites” et qui
sont recollés entre eux suivant certaines regles.

Dans notre situation, aussi bien les types d’objets classifiés que les regles
de recollement pour les strates de bord et que le passage continu de la strate
ouverte aux strates de bord (ou les singularités prescrites changent) sont
formalisés par le systéme simple des deux variétés toriques 1'une sur l'autre,
celle AS des pavages et celle AS des pavages avec facette distinguée.

Il est frappant de constater que dans la définition des champs Proj™°
le caractere linéaire de la construction initiale des schémas projectifs Q> a
completement disparu et on peut se demander jusqu'ou la théorie peut étre
généralisée pour englober peut-étre certains espaces de modules classiques
de la géométrie algébrique et leurs compactifications. Il semble clair que
la théorie classique la plus proche de celle des Q% est celle des champs
modulaires M, de courbes de genre g avec n points marqués et de leurs
compactifications M, , : les “morphismes de faces” reliant les différents a>*
correspondent aux morphismes d’oubli d’une partie des points marqués ou
aux morphismes “triviaux” consistant a oublier tout sauf tel ou tel point
marqué et les strates localement fermées du bord des M,,, se construisent
en recollant des M » au moyen de ces morphismes.

Question 4. — Fuxiste-t-il une généralisation commune de la théorie des Q>
et de celle des My, ?

En particulier, est-il possible de formaliser la combinatoire des ﬂg,n et
de leurs strates de bord au moyen d’une famille de paires de champs reliés
(C — C) dont les points de l'un correspondraient a des pavages d’un certain
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type d’objets et les points de l'autre d des pavages avec facette distinguée ?

Comme on a vu, la théorie des 0% et celle des M, , ont une intersection
non vide consistant en les M,

Quoi qu’il en soit de la question 4, 'auteur pense que les schémas 0>
ne doivent pas étre étudiés isolément mais reliés entre eux par les différents
morphismes fonctoriels, en particulier les morphismes de faces, et par les
processus de passage aux strates de bord et de décomposition de ces strates,
de méme que la théorie de la “tour de Teichmiiller” consiste a regarder les
ﬂg,n tous ensemble.
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I. Cellules de Schubert minces
et espaces de configurations de matroides

1) Matroides, convexes entiers et cellules de Schubert minces

On considere un rang r > 1 et un espace gradué
E=FE&---®F,

somme de n + 1 sous-espaces vectoriels F,, 0 < a < n.
On note Gr™F la grassmannienne des sous-espaces de dimension r dans
E. On a le plongement de Pliicker

Gr"® — P(A"E)
et la puissance extérieure A"E se décompose en

NE= @ AE

1’6 Sr,n

ou

et, pour i = (ig,...,%,) € S, on a noté
ME, =AN"E,AN"Ei®---® A" E,.

Pour toute partie I de {0,...,n}, on peut considérer la somme partielle
E;= & E, dans E.

acl
On appelle “matroide” de rang r sur {0,...,n} toute famille d’entiers

d7 > 0 indexés par les parties I de {0,...,n} qui vérifie les conditions :
dg = 0’ dfO,...,n} =T,
(M)
df+d§ Sd?ﬂJ+d§UJ’ VIan {Oaan}

Notre point de départ est le résultat suivant :

27



Proposition I.1. — Pour tout point F' de G1™% (& valeurs dans un corps)
représenté par un uplet (z;);c srn dans ( @ At E.)—{O}, I’ensemble non
ie Srn
vide
S=Sp={ie S|z #0}

est un “convexe entier” au sens qu’il existe un matroide (nécessairement
unique) (d3) de rang r sur {0,...,n} tel que

S:{l‘:(io,..., eS| Yiazdf, ¥ }
acl

En fonction du sous-espace F'— E, le matroide (d3) est donné par

di =dim(FNE;), VIC{0,...,n}.

Démonstration. — On rappellera au paragraphe suivant comment démontrer
'unicité du matroide (dY) de rang r qui définit un convexe entier S donné.

Ici, contentons-nous de remarquer que la famille des d7 = dim (F N E}),
I € {0,...,n} vérifie les conditions (M) et montrons que le convexe entier
associé

S:{gesm\ Ziazdf,VI}

ael
coincide avec

Sp = {zesm | xﬁeo}.
Pour toute partie I de {0,...,n}, on a un isomorphisme canonique
NF =AY (FNE)® AN~ (F/F N Ey)

d’ou il résulte

df:min{Zz'a |1'=(2'0,...,z'n), xﬁéo}.

acl

Il suffit donc de prouver que si j = (jo,--.,Jn) est un uplet de S™" tel

que u; = 0, il existe une partie I de {0,...,n} telle que
VL— 7/0’---’ thZZ]aﬁuq—O
acl acl
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Considérons les homomorphismes EY — FVY, 0 < a < n, duaux des F' —
E — E,. L’hypothese sur j signifie que ’homomorphisme A% Ef @ A7 EY ®
-+ ®@ A" EY — A" FV est nul. Autrement dit, chaque fois qu’on choisit 7,
vecteurs dans Ey, ..., j, vecteurs dans EY, la famille des r = jo + --- + j,
vecteurs images dans F' est liée.

Soit alors une famille de n + 1 entiers jj, ..., j, non tous nuls, vérifiant
0 <34 < Joy.--,0 <4 < jn, tels que chaque fois qu’on prend jj vecteurs
dans Ey, ..., j vecteurs dans EY, la famille des j,+- - -+ j/ vecteurs images
dans FV est liée, et qui soit minimale pour cette propriété. Cela signifie
que pour tous entiers ko, ...,k, vérifiant 0 < ky < j§,...,0 < k, < g et
ko+ - -+ k,=3,+- -+, —1, il est possible de choisir ky vecteurs dans
Ey, ... k, vecteurs dans E) tels que la famille des ko + - - + k, vecteurs
images dans F"¥ soit linéairement indépendante.

Soit I le sous-ensemble non vide de {0, ..., n} constitué des indices « tels
que 7., > 0.

En remplacant au besoin le corps de définition de F' par une extension, on
peut choisir j} vecteurs dans Ey, ..., j, vecteurs dans E, de telle facon que
chaque fois qu’on enléve un vecteur & la famille image dans FV, elle devient
linéairement indépendante. Comme cette famille image est liée, elle engendre
dans FY un sous-espace F"V de dimension jj + - -- + j., — 1. De plus, pour
tout a € I, si on remplace I'un des j! vecteurs choisis de EY par un vecteur
arbitraire de E, la nouvelle famille image dans F"Y engendre un sous-espace
de dimension j§ + -+ + ji, — 1 qui est nécessairement F'V. Cela signifie que
F"V est la somme des images de tous les homomorphismes

EY 5 FY, a€l,

et on a pour tout uplet i = (4, ...,4,) de S™"
dig> D> jh=1;=0
acl aecl

et a plus forte raison

ZiaZ Zja:>xi:0.

acl ael

C’est ce qu’on voulait. [ ]
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Un convexe entier S C S™" étant donné, on note Grg’E le sous-schéma
localement fermé de la grassmannienne Gr™* défini par la condition VI,
dim (F N Ep) = d7 soit Sp = S.

De facon plus précise, c’est 'image réciproque par I'immersion fermée

CrF o (Gm\< [ ALE. - {0})

ie Sr.n

e\ [[(AE - {0) < ]I {o}.

1€S i€ S-S

Les Grg’E sont appelés “cellules de Schubert minces”. Quand S décrit ’en-
semble fini des convexes entiers de S™", elles définissent une stratification de
Gr™F qui est respectée par I'action du groupe

Aut (Eo) x Aut (El) X -+« X Aut (En)

et en particulier de son sous-tore central G.

Remarque : On ne sait pas donner de conditions nécessaires et suffisantes

3 T,E c 7 N .
pour que la cellule de Schubert mince Grg~ associée a un convexe entier
S C S™™ ne soit pas vide. Une condition nécessaire évidente est

rg By 2> 1q :T_dfo,___,n}_{a}, Yae {0,...,’!2,}.

2) Propriétés des convexes entiers
A tout matroide (d;)rc{o,..n} de rang r est associé un convexe entier S

qui est une partie de S™" = {1’ = (49, .--,0p) € N*TL ‘ > e = r}.

0<a<ln
De méme, on peut lui associer dans l’espace affine réel R = {@ =
(zg,...,T,) € R ‘0<Z< Ty = 7"} le polyhédre convexe
Sasn

SR:{gz(xO,...,xn)ERr’"‘Z 50 > dy, vr}.

acl

Sizrh" = {g’ = (gy---,1p) € Z" ‘ DO 7"} désigne le réseau des points

entiers dans R"", on a
S=5nz"".
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Les polyedres convexes de R™™ qui sont définis de cette fagcon sont appelés
polyedres convexes entiers.

Leurs principales propriétés sont énoncées et démontrées dans le lemme 2
du paragraphe la et dans les paragraphes 2a et 2b de I'article [Lafforgue,1999]
auxquels on renvoie. Contentons-nous ici de recopier les énoncés.

On a d’abord le lemme facile :

Lemme 1.2. — Soient (d;) un matroide de rang v sur {0,...,n} et Sp =
{i = (o,---,Zn) € R | X x4 > dr, YI; le polyédre convexe entier
acl
asSocié.
Alors, si x = (Zo,...,%n) est un point de Sy et I,J deux parties de

{0,...,n} telles que

Zxazdf et Zxa:dj,

a€l a€J

onadr+dy=dins+digset X xo=ding, > Zo=druy. L]
a€lng aclUJ
Puis on montre les deux caractérisations suivantes des polyedres convexes
entiers :

Lemme 1.3. — Un polyédre convere Sy de R'"™ est entier si et seulement si
pour toute suite Sp = Sy, Stg+1, - - -, On constituée de polyédres convezes Sy,
by < £ <mn, de codimension £ dont chacun est un bord du précédent, il existe
une permutation T de {0,1,...,n}, une permutation o de {1,...,n} et des
entiers di,ds, ...,d, € N tels que, pour tout £, by < ¢ < n, les coordonnées
Zo, - - -, T, des points de Sy vérifient les équations :

( Zr(o(1)) T Zr(o()+1) T+ Trn) = da
Tr(o(2) T Tr(o@)4+1) T+ Tr(n) = da

{ Zr(o(0)) T Tr(o(@)+1) T -+ Tr(n) = de

31



Lemme 1.4. — Soit Sy un polyédre convere de Sg™ de la forme

SRz{(a:O,...,xn)!ZxQZd[, VIQ{O,...,n}}

acl

ow, pour toute partie I, dy = min{ DR ‘ (o, ..., Tp) € SR}.
acl

Alors Sp est entier si et seulement si les d; sont éléments de N et pour

toutes parties Iy D Iy O ... D I, il existe un point (zo,-..,%,) de Sy qui
réalise simultanément les minima de >, Xo, Y. Tay---y 2, Tq- [ ]
acel; a €l a€cly

Ces lemmes permettent de démontrer :

Proposition 1.5. — (i) Si Sg est un polyédre convexe entier de R"" défini par
une famille d’entiers (dy) vérifiant la condition (M), on a pour toute partie
I1cHo,...,n}
dr :min{z xa‘(xo,...,xn) € SR}
acl
si bien que la famille (dy) est uniquement déterminée par Sg.

(ii) Les faces d’un polyédre convexe entier sont encore des polyédres converes
entiers.

(iii) Tout polyédre convexe entier Sy est engendré (comme partie conveze de
R™™) par ses points entiers si bien qu’on peut l'identifier au sous-ensemble
fini S de ceuz-ci.

(iv) Si on appelle famille génératrice toute famille de n + 1 points entiers
qui engendre le réseau Z™" des points entiers, tout pavé entier (c’est-a-dire
tout polyédre conveze entier de dimension mazximale n) contient une famille
génératrice.

(v) Un polyédre conveze qui admet un pavage constitué de polyédres converes
entiers est lui-méme entier.

Démonstration de (v). — Comme dans le cas des pavés que traite [Lafforgue,
1999] (voir la fin du paragraphe 2b), cela résulte de la caractérisation des
polyedres convexes entiers fournie par le lemme 1.3. [ ]

Il résulte de (i) et (iii) qu’il est équivalent de parler d'un convexe entier
S, du polyedre convexe entier Sy qu’il engendre ou du matroide (df ) 1C{0,...m}
qui le définit.
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En particulier, on peut parler de la dimension d’un convexe entier ou de
ses faces qui, d’aprés (ii), sont encore des convexes entiers.

3) Restriction aux faces
La proposition 1.1 est complétée par le résultat suivant :

Proposition 1.6. — Pour S un conveze entier de S™ et S' une face de S,
Doubli des coordonnées en dehors de S’

Gu\[[ (A'E. —{0}) — Gu\]] (A'E, —{0})

ies ies
(Ti)ies = (Ti)ies
induit un morphisme
E E
Grg” — Gryg, .
Quand S est définie dans S par une seule équation de la forme
>t =dj
acl

avec I une partie non triviale de {0, ...,n} de complémentaire J = {0,...,n}
—1, ce morphisme représente le foncteur

Démonstration. — Supposons d’abord que la face S’ est définie dans S par

une équation Y i, = d7. C'est le cas en particulier si S’ est un bord de S
a€l
c’est-a-dire une face de codimension 1.

. B .
Tous les sous-espaces F' de E qui sont dans Grg~ ont avec E; une inter-
. . . , . E .
section de dimension fixée df. On dispose donc sur Grg” d’un morphisme
bien défini & valeurs dans Gr™”

On déduit des isomorphismes canoniques

NF AN (FNE)® N4 (F/FNE)
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qu’il est représenté par ’oubli des coordonnées
(@i)ies = ((Ti)ies, (0)ie srn—s)

et donc il est & valeurs dans Gry” — Gr"F.

Enfin, pour S’ une face quelconque de S, il existe une suite S = Sy, S1, .. .,
S = S’ de faces de S allant de S & S’ et dont chacune soit un bord de la
précédente. Alors la restriction (z;);e s — ()i e s 8'écrit comme un composé
de restrictions a des bords ; d’apres ce qu’on a déja vu, elle envoie Grg’E
dans Gry”. (Remarque : Cette représentation de Gry” — Gr” dépend
d’un choix d’équations associé au choix de la suite S = Sy, S1,...,5: = S’
pour passer de S & S’. On peut donner une représentation canonique de
ce morphisme en utilisant le fait que, d’apres le lemme 1.2, ’ensemble des

parties I C {0,...,n} telles que I'équation ¥ 4, = d7 soit vérifiée dans la
acl
face S’ est stable par intersections et réunions.) n

On rappelle qu’on a appelés pavés entiers ceux des convexes entiers de
S™™ qui sont de dimension maximale n. On peut vouloir décrire la struc-
ture des cellules de Schubert minces Grg’E associées a des convexes entiers S
qui peuvent s’écrire comme des faces c’est-a-dire sont de codimension > 1.
D’abord, on a :

Lemme 1.7. — Soit S un convexe entier de S™" qui est de codimension p.
Alors il existe une unique partition

{0,1,...,72}: H Jz

0<i<p
de {0,...,n} en p+ 1 parties non triviales J;, 0 < i < p, telle que
df:dﬁonl'i_""‘l_dipml', VIQ {0,...,”}.

Si pour tout indice i, 0 < i < p, on note n; = |J;| — 1 et r; = d5,, avec

doncn+1= Y (nj+1)etr=ro+---+1, on peut écrire
0<i<p

S:SOXSlx---xSp

ot chaque S; est un pavé entier de

STt = {(ia)aeh € NJi

> ia:Tz’}

a€J;
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qui est défini par la famille

(df =d?)icy -

Démonstration. — D’aprés le lemme 1.3, il existe une partition de {0,...,n}
en p + 1 parties non triviales J;, 0 < ¢ < p, et des entiers ry,...,r, tels que
Vi=(io,...,%n) €S, Vi€ {0,...,p}, D ia=ri.

a€J;

On a nécessairement r; = dj, V.
Si I est une partie quelconque de {0,...,n}, on peut choisir un point
i = (ig,.--,1n) de S tel que

a7 =" ia.

acl

Pour tout indice 2, 0 < 7 < p, on a aussi >, i, = di et donc d’apres le
acJ;

diﬂ[ = 2 7"04

aceJ;NI

lemme 1.2

d’ou en faisant la somme

df: Z diﬂ]'

0<i<p
En notant S;, 0 < ¢ < p, les convexes entiers des S™" = {(ia)aeji €

Ni| Y 4, = ri} définis par les familles (d7);c s, on a alors automatique-
a € J; o
ment

SZZSbX(SIX--ﬂKS%.
Comme S est de dimension n —p = ng+- - -+ ny, chaque S; est de dimension
n; c¢’est-a-dire est un pavé entier dans S”™i,
Dans l'espace affine R = {g = (zg,...,T,) € R*! ‘ Y Ze = r}, le

0<a<n
sous-espace affine engendré par S est défini par les équations

Zxazri, 0<:<p,
a€J;
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ce qui implique que la partition {0,...,n} = [ J; est uniquement déter-
0<i<p
minée par S. ]

On voit d’apres ce lemme que I'étude des convexes entiers généraux se
rameéne a celle des pavés entiers. Il en est de méme de leurs cellules de
Schubert minces associées :

Corollaire 1.8. — Dans la situation et avec les notations du lemme 1.7, le
foncteur
(F — E) — (Fﬂ EJi — EJi)OSiSP

définit un isomorphisme

EJ1 rvaJp

rE ~ ro,E4, 1,
Grg” — Grg, ™ x Grg, ™' x--- X Grg

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que comme {0, ...,n} = JoII...11J,

et r =ry+---+1,, on a pour tout point /' — E de Grg’E une décomposition

en somme directe

F=(FNE,)®(FNE;,)®---®(FNE,).

4) Morphismes simpliciaux
On consideére ici une application arbitraire
t:{0,1,...,p} = {0,1,...,n}.
Elle induit une application affine
Sgrp Ly grn

j=0slo<s<p + ZZ(iaZ > jﬂ)

(B)=a 70sa<p

qui est une identification de S™ & une face du simplexe S™" quand ¢ est
injective et une projection quand ¢ est surjective.
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. 7 . . Lx
L’image réciproque S’ d’'un convexe entier S de S™" par S™P — S™" est
non vide si et seulement si

s _
dgo,..n} —1m() = 0-

Dans ce cas, S’ est un convexe entier défini par la famille (d§') ou, pour
JCH{0,...,p},on a

Sl

dy = do,..n} - ({00} - J) -

Si maintenant on considere aussi deux espaces gradués
E=FEoE & - ®E,

E=E6Ee® &k,
tels que E'ﬂ = E,p), 0 < B < p, l'application ¢ induit un homomorphisme

E - FE
e=(a)o<a<n € = (€ =reyp))o<p<yp-

Pour chaque élément j = (jglo<p<p € S™P et i = <ia = ¥ jg) €
N - uB)=a 0<a<n
S™™ son image par t,, on a un homomorphisme injectif

AE, - A E!,
et la somme de ceux-ci n’est autre que la puissance extérieure
NE A E.
On a :

Lemme 1.9. — Pour toute application ¢ : {0,...,p} — {0,...,n} comme
ci-dessus, S un convexe entier de S™ et S' son image réciproque par i,
supposée non vide, le morphisme

G \ [T (A* By — {0}) = G5\ TT (ALEL - {0})

2SR jes’
: E B
envoie Grg~ dans Grg, .

37



Si F' est un point de Grg’E et F' le point image dans Grg’,El, le plongement
F'— FE'
est I'itmage de I’homomorphisme injectif composé

F—FE—>E.

5) Le cas ou tous les F, sont de rang r

Un cas particulier est celui ou tous les E,, 0 < a < n, sont des copies du
méme espace vectoriel canonique A" de rang r, avec donc E = (A™)"*1.

C’est le cadre envisagé dans I’article [Lafforgue,1999] ot on a noté Gr™* =
Gr™".

Le groupe GL"*! agit sur la grassmannienne Gr™" et il respecte sa stra-
tification en cellules de Schubert minces Grg" associées aux convexes entiers
S du simplexe S™" = {1 = (g, ..., 0p) € N*T! ‘ Y e = r}.

0<a<n

La strate ouverte Gry" = Grg. associée a S = S™" classifie les sous-
espaces de dimension r dans (A”)"*! = F dont toutes les projections sur les
n + 1 facteurs A" sont des isomorphismes. Elle est homogene sous ’action
de GL"*! et contient comme point distingué la diagonale A™ de (A")"*! ; le
stabilisateur de celle-ci est GL, plongé diagonalement dans GrL:hLl et donc
Gry" s'identifie & GLI™ / GL,.

Son quotient par I'action libre de G*! /G, s'identifie 4 PGL"*! / PGL,..

La famille des cellules Gry™, n € N, munie des morphismes simpliciaux
¢ Gry" — Gry” associés aux applications ¢ : {0,...,p} — {0,...,n}
constitue un schéma simplicial qui s’identifie au classifiant (GL?™ / GL,), >
du groupe GL,.

6) Lien avec les espaces de configurations quand les E, sont
de rang 1

On considere d’abord le cas général d'un espace gradué

E=FEoE & -0k,
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ou les E,, 0 < a < n, sont de rangs arbitraires > 1.

Lemme 1.10. — 57 S est un pavé entier c¢’est-a-dire un convexe entier de di-
mension mazimale n dans S™", l'action de G /Gy, sur la cellule de Schubert
mince Grg" est libre.

Démonstration. — Soit (Ag, A1, - - -, A,) un point de G qui fixe un point F'
de Grg". 1l s’agit de prouver que A\g = A\; = --- = \,.

Le point F' peut étre représenté par un uplet de coordonnées non nulles
dans les ALE,, i € S, qui est bien déterminé & multiplication prés par un
scalaire.

Donc il existe un scalaire A tel que pour tout point i = (iy,...,,) dans
S, on ait

AP AL A =

Comme S est de dimension maximale n, il contient d’apres la proposi-

tion 1.5(iv) une famille génératrice du réseau z™" = {g = (lg,-..,0n) €
Z”“‘ > e = 7"} et pour tout point i = (4, ...,4,) de Z"" on a encore
0<a<n

Ao NIULL N = )
On en déduit aussitot que pour toute paire d’indices «, o', on a
Aa/Aar = 1.
[ |
Si donc S est un pavé entier de S™", on note @;E le schéma, quotient de
Crig? par Paction libre du tore G+ /G,,.

Si S est un convexe entier de S™" de codimension p, on a avec les notations
du lemme 1.7 et du corollaire 1.8 une partition canonique

{0,...,n}=Jo0... 11 J,
et une décomposition

rE _ ro,E7, W
Grs’ —_ GI‘SO >< R X Grsp .
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L’action de G%H /G, sur Grg” se factorise & travers son quotient
Gl /G X G Gy X -+ X GP /Gy

lequel agit librement puisque Sy, S1, ..., S, sont des pavés entiers. Le quo-

. —~—T0,E T, B B . . , ~TE
tient Grg)” " x - -+ x Grg" " de Grg” par cette action libre est noté Grg" .

Supposons maintenant que Fy, F1, ..., E, sont tous de rang 1. Soit S un
convexe entier de S™" tel que, pour tout a, 0 < o < n, on ait

Ta (: r—= dfO,...,n}f{a}) =1.

L’espace de configurations Cg" du convexe entier S (ou du matroide (d7))
est le schéma classifiant des familles de n + 1 points

P07P17"'aPn

de P" ! telles que, pour toute partie non vide I C {0,...,n}, le sous-espace
projectif P; de P"~! engendré par les P,, o € I, soit de dimension

dim(Pr) =7 —1—dfy ;-
Il est muni d’une action du groupe projectif PGL,..

Théoréme 1.11 (Gelfand, MacPherson). — Supposons que Ey, E, . .., E,
sont tous de rang 1 et considérons un convexe entier S de S™™ qui a un espace
de configurations non vide Cg".

Alors laction de PGL, sur C3" est libre si et seulement si S est de
dimension maximale n.

Dans ce cas, le quotient Ursn de C™™ par laction libre de PGL, s’identifie

au quotient Gry" de G’y par Uaction libre de G /Gy,

Démonstration. —Soit P = (P, P4, ..., P,) un point de Cg". Comme dj = 0,
les P,, 0 < o < n, engendrent 1’espace projectif P" ! tout entier. D’aprés
le lemme 1.7, dire que S est de dimension < n équivaut a dire qu’on peut
scinder la famille des P,, 0 < a < n, en deux sous-familles qui engendrent
des sous-espaces projectifs supplémentaires dans P"~!. C’est équivalent &
demander que le point P soit fixé par un sous-groupe non trivial de PGL,.
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Supposons maintenant que S est de dimension maximale n c’est-a-dire
est un pavé entier.

Soit F'— Ey & ---&® E, = F un point de Grg’E. On peut associer a F
les points P,, 0 < a < n, de P(F") qui sont les hyperplans de F' noyaux
des homomorphismes surjectifs F' — FE, ; ils ne dépendent que de 'orbite de
F sous Gt /G,,. Si on choisit une base de F, ils définissent un point de
C3". En effet, si pour toute partie non triviale I de {0,...,n}, P; désigne le
sous-espace projectif engendré par les P,, a € I, on a

r—1—dim(P) = dim(Ker (F — b = @ Ea)): dfo,...,n}—l‘

a€el

L’oubli de la base F revient & considérer le point image dans C'g .

Réciproquement, si P = (P, ..., P,) est un point de C3", chaque P, peut
étre vu comme une droite de A” pour laquelle on peut choisir un isomorphisme
avec EY. On obtient un homomorphisme

EY= @ E.—-~N

0<a<n

dont le dual A" — E est un plongement. Quotienter par GL, revient a
ne considérer que son image F' qui est un point de Grg’E. Et oublier les
isomorphismes P, = EY revient & quotienter par G*.

On a défini deux morphismes

—E —=Tn
Gry —Cyg
L) —TE
Cg — Grg
qui sont inverses 1’'un de 'autre. [ ]

Si S est un convexe entier de S™" qui a un espace de configurations Cg"
mais est de codimension p > 1, écrivons les décompositions canoniques du
lemme 1.7 et du corollaire 1.8 :

{0,...,n}=JoII... 11 J,,

r=ro+-+rp, n+l=(ne+1)+---+(n,+1),
S=8yx x5,
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rE ro,Ez, rp, B,
Grg™ = Grg, ™ x--- X Grsp
Alors 79, ...,7, sont des entiers > 1, les pavés entiers Sy, ..., S, dans 57",
..., 8™ ont des espaces de configurations C0", ..., C’™ et on peut noter

AT ZNT0,10 =Tpilp
CS —_— CS(] X -+ X CSp

avec donc un isomorphisme canonique

AN~ —~E

Cg =Grg .
On a un morphisme naturel

TN ~rn _ —-~T0,10 —~TpsNp
OS, _>CS _CSO X - X CSp

qui consiste & associer & tout point P = (P, ..., P,) de Cg" les configurations
des familles de points (P,)ac s, 0 < ¢ < p, dans les espaces projectifs P,
de dimensions r; — 1 qu’elles engendrent. Il fait du schéma U;’n un quotient
catégorique de Cg" par PGL,.

Dans le contexte des espaces de configurations, la proposition 1.6 s’inter-

prete de la maniere suivante :

Corollaire 1.12. — Soient S un pavé entier de S™ qui a un espace de
configurations Cg" et S" un bord de S (c’est-a-dire une face de codimension
1) défini par une équation Y. i, = d;. Notons

a€el
J=A{0,...,n}—I, no=1|I—-1, na=|J| -1,
rozdf, r=Tr—"p,

avec donc S" = Sy x S1 ou Sy, S1 sont deux pavés entiers dans S™"0, STLIL,
Alors le morphisme

a1 —~rn _ ~—~To,1no ~rn
Cs —Cq =Cg xCg
quotient de Grg™ — Gr'g par Uaction de G consiste & associer a toute

configuration P = (P, ..., P,) dans Cy" la paire (Py, Py) € 6;%’”0 X 6;11’”1
ou
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e P, est la configuration des P,, a € J, dans [’espace projectif P; qu’ils
engendrent,

o P, est la configuration des points images des P,, o € I, dans l’espace
projectif quotient de P™ ! par Pj. [ ]

Exemple. Pour r = 3 et n = 6, considérons les configurations dans le plan
projectif P2 qui sont du type :

e SiI={01,6} onar=1r7r =2 Cq" est trivial et Cg™" est
I’espace de configurations de quatre points distincts sur la droite projective
P'. Le morphisme Cy — C;ll’nl consiste a associer a la figure ci-dessus la

configuration de Ps, Ps, Py, P5 sur la droite qu’ils engendrent.

eSil={6},onar =21 =1 Cg" est trivial et Cg  est 'espace
de configurations de quatre points distincts Py, Py = P, Py = P, P; sur
P'. Le morphisme Oy — 6;%’”0 consiste a associer a la figure ci-dessus la
configuration des images P, 0 < a < 5, des P, sur la droite a l'infini par la
projection de centre Pj.

Enfin, voyons comment les morphismes simpliciaux du lemme 1.9 s’inter-
prétent en termes d’espaces de configurations.
Considérons donc deux espaces gradués

E=FE®---8FE,

E'=E&-- 8k,

par des sous-espaces E, et Ej de rang 1 et ¢ : {0,...,p} — {0,...,n} une
application telle que Ej = FE,5), V 3.

Soit S un convexe entier de S™™ qui a un espace de configurations Cg".
L’image réciproque S’ de S par ¢, : S™P — S™" est non vide si et seulement
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si pour n’importe quel point P = (F, ..., P,) de Cg", la sous-famille des P,,
a € Im(¢), engendre P"~! tout entier.

Dans ce cas, le morphisme C'g" — C'g déduit de Grly" ~— Gr’3 par pas-
sage aux quotients consiste & associer a toute configuration P = (F,..., P,)
la configuration des Pé = P,3), 0 < 8 < p. Quand ¢ est injective, cela signi-
fie qu’on garde p + 1 des n + 1 points de la configuration et qu’on oublie les
autres.

7) Application du théoréme de Thalés

Considérons les espaces de configurations C3" en rang r = 3.

IIs classifient les familles P = (P, ..., P,) de n+1 points P,, 0 < a < n,
dans le plan projectif P? telles que
oVa,B, Po#Pssidfy . (apy =16t Pa=Pssid}y 1 (ap =2
eVa,p,v, P, Pset P, sont alignés si et seulement si d?o,...,n}—{a,ﬂ,'y} > 0.

Les espaces de configurations C’g’" classifient donc les familles finies de
points du plan projectif P? dont toutes les relations d’alignement et de non-
alignement sont spécifiées.

On a:

Proposition 1.13. — Pour tout schéma X de type fini sur 7 et réduit, il existe
un entier n et un pavé entier S de S tel que l’espace de configurations

C3" = 0¥/ PGL,
soit isomorphe a un ouvert non vide U de X.

Démonstration. — On peut supposer que X est affine et integre et qu’il est
défini par un nombre fini d’équations de la forme

P=Q

ou les P, () sont des polynémes en un nombre fini de variables dont les coef-
ficients sont des entiers positifs.

Par conséquent, on peut représenter X en choisissant des variables X, X7,
..., X,, et en posant des équations de la forme
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e Xo=1,
o X, = X, + Xj pour un certain nombre de triplets (o, 3,7) dans {0,1,...,
m}7
e X, = X, Xg pour un certain nombres d’autres triplets (a, 3, 7).
Choisissons une origine 0 dans P2, disposons tous les Xy =1, X1,..., X,
comme des points sur une droite projective P! plongée dans P? et contenant
l'origine 0 et prenons enfin un point auxiliaire A en dehors de P! et deux
points & l'infini sur P* et (0A). La droite qui relie ces deux derniers est la
“droite a I'infini”, figurée en pointillés dans les dessins ci-dessous.
Il résulte du théoréeme de Thales que les deux types de relations

X, =X, + X3 et X, =X, X3
peuvent &tre représentées par des relations d’alignement dans P? :

/—. -~

-~ ~
-~ ~
~




Quant a toutes les autres relations d’alignements ou de coincidences de
points, on demande qu’elles soient vérifiées ou pas suivant qu’elles le sont
ou non au point générique de X.

De prendre le quotient 52’” de notre espace de configurations C's™ par
I’action libre de PGLj3 revient a se débarrasser du choix de l'origine 0, de
l’axe P!, des points bases 1 et A et des deux points & U'infini sur P! et (0A).
Il ne reste plus que les variables Xg = 1, X1, ..., X,, et les équations qui les
relient. [

8) Le théoréme de Mnév

On renvoie a I’exposé [Mnév| pour 'énoncé dans un contexte topologique
et une esquisse de démonstration du théoréme de Mnév, et au livre [Richter-
Gebert] ou a Darticle [Giinzel] pour des démonstrations complétes. Ici, on
présente a nouveau ce théoreme et sa démonstration dans le contexte pure-
ment algébrique de la théorie des schémas.

Théoréme 1.14 (Mnév). — Soit X un schéma affine de type fini sur Spec 7.

Alors il existe deux entiers N et n et un ouvert U C X x AN se projetant
surjectivement sur X tel que U soit isomorphe a un espace de configurations
6;’” d’un pavé entier S de S*" dans le plan projectif P2.

Démonstration. — Le schéma X est défini par un nombre fini d’équations
polynomiales a coefficients dans Z en des variables Y7, ...,Y.

Ajoutons une variable supplémentaire 7' (ce qui revient & remplacer X
par X x Al) et écrivons les équations en fonction des variables

Xo=T, X, =Yi+T,.... Xpe =Y+ T

sous la forme
P=qQ

ou les P et () sont des polynomes en Xy, X1,..., X, a coefficients entiers
positifs. Quitte & ajouter & tous les P et Q une méme puissance X¢ = T
avec d assez grand, on peut supposer que chaque P ou () comprend un
unique monome de degré total maximal > 1 et que ce monome est affecté du
coefficient 1.
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Représentons alors ’expression des polynomes P, () en fonction de X, X7,
..., Xy en introduisant un certain nombre de variables supplémentaires Xy 1,
..., X, et en imposant un certain nombre d’équations de la forme

X, =X, X3,

ou
X, =X, + X3,

ou
X, =Xo+1.

Chacune des variables Xj1,..., X,, a une expression polynomiale a coeffi-
cients entiers en fonction de X, Xi,..., X,, et on peut supposer que dans
chacune de ces expressions polynomiales il y a un unique monoéme de degré to-
tal maximal > 1 et que ce monome est affecté du coefficient 1. Les équations
P = (@ sont exprimées par le fait que certaines des variables X, k <y < m,
ont deux expressions polynomiales en fonction de Xy, X, ..., X,,.

Maintenant, traduisons tout cela en termes de configurations dans le plan
projectif P2.

On choisit d’abord un point “origine” 0 et pour tout a, 0 < a < m, on
représente X, sous la forme d’un birapport

Xa = [07 1a> Pa; Ooa] .

Autrement dit, les oo, sont des points deux a deux distincts qui sont “a
I'infini” c’est-a-dire sur une méme droite co ne passant pas par 0, et pour
tout «, 1, et P, sont deux points sur la droite (0, 00,) tels que 0, 1, P,, 00,
soient deux a deux distincts. On voit la variable X, comme le birapport des
quatre points 0, 1,, P,, 00, sur la droite projective qu’ils engendrent.

Pour chaque équation (e) de la forme

X, =X, X5,
ou

X, = Xo+ X,
ou

X, =X,+1,
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on introduit un point “4 l'infini” (c¢’est-a-dire sur la droite co) supplémentaire
oo, différent de tous les autres, plus deux points 1. et P, sur la droite (0, 0o,) ;
on impose la relation d’alignement

dans le cas X, = X, X3,
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dans le cas X, = X, + Xj
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dans le cas X, = X, + 1. [Dans tous ces dessins, I’arc de cercle en pointillés

représente la droite & I'infini 0o.]

Il est clair que si les co,, 1, puis les oo,, 1, sont choisis les uns apres
les autres de fagon générique, il n'y a pas d’autres relations d’alignement
que celles que nous avons spécifiées et donc pas d’autres relations que les

équations (e).

o s . . 3
Nous avons défini un certain espace de configurations Cg". Le passage

a son quotient 6‘;’” par 'action libre de PGLj3 revient a oublier le choix de
I’origine 0, des deux premiers points a 'infini ooy et ooy définissant la droite
oo et des deux points bases 1y et 1; sur les droites (00og) et (0ooy). En
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revanche, le choix de tous les autres points oo, et oo, sur la droite oo et
14, 1 sur les droites (000,), (000e) équivaut & l'introduction d’autant de
variables affines supplémentaires dans Al.

Ainsi I'espace de configurations 62’” est-il naturellement isomorphe a un
ouvert U d’un produit X x AV .

La projection U — X est surjective car pour tout point de X de coor-
données Yi,...,Y) et pour T générique, toutes les Xg, X1,..., X, (reliées
entre elles par les équations (e) et aux Yy,..., Yy par Xo =T, X; = Y7 +
T,..., X =Y, +T) vérifient

Xo#0, Xo#1, 0<a<m.

Cela résulte de ce que les expressions polynomiales des X, k£ < a < m,
en fonction de Xy, X3, ..., X,, comprennent chacune un unique monoéme de
degré total maximal > 1 et que celui-ci est affecté du coefficient 1. ]

Il résulte du théoreme de Mnév que les espaces de configurations Ui’n et
donc aussi les cellules de Schubert minces Gr‘;’E classifiant des sous-espaces de
dimension 3 d’espaces gradués £ = Ey @ - - - @ E,, présentent des singularités
arbitraires lorsqu’on autorise n a étre arbitrairement grand. Il en est a fortiori
de méme des C'y" et Gr'g” pour n’importe quel 7 > 3.
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I1. Compactifications : Pavages de convexes entiers
et recollement des cellules de Schubert minces

1) Le champ torique des pavages d’un convexe entier

On considére un convexe entier arbitraire
S g S’I‘,TL

défini par un matroide (df)Ig{O,___,n} de rang r sur {0,1,...,n}.

Dans l'espace vectoriel réel de dimension finie des fonctions S — R, soit
C% le cone des fonctions v : S — R telles que pour toute fonction affine
¢: S — R vérifiant £ < v, Pensemble {i € S | £(¢) = v(¢)} est un convexe
entier s’il n’est pas vide.

Appelons pavages entiers de S les familles finies de convexes entiers S’ C S
de méme dimension s que S telles que les polyedres convexes engendrés Sy,
dans R"" forment un pavage du polyedre Sg. Si S est un tel pavage entier de
S, on note C% le cone convexe des fonctions v : S — R telles que pour tout
élément S’ de S il existe une application affine £g : S — R vérifiant fg < v
et S'={ieS|ls(i) =v(i)}

Ceux des pavages entiers S de S pour lesquels C5 n’est pas vide seront
appelés les pavages entiers convexes de S. -

Ezxemples :

o S™ = {(ig,41) € N* | 49 + 4 = 7} est l'intervalle de longueur r, ses
convexes entiers sont ses sous-intervalles de bornes entieres et ses pavages
entiers convexes sont ses partitions en de tels sous-intervalles :

it d d d

e Dans le cas n = 2, 5™ = {(ig, %1,%2) € N° | 49 + i1 + 15 = r} est le triangle
équilatéral de coté r. Ses convexes entiers sont des hexagones (éventuellement
dégénérés) dont les cOtés sont paralleles aux cotés du triangle. Voici un
exemple de pavage entier convexe d'un triangle S™? :
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On remarque que si () désigne le pavage trivial de S, Cj est le sous-espace
de R® constitué des fonctions affines S — R. Pour tout pavage entier convexe
S de S, ona

Ca+Cj=C; dans R°.

On peut recopier dans le contexte général d'un convexe entier S C S™"
la proposition 3 du paragraphe la de D'article [Lafforgue,1999] :

Proposition II.1. — (i) Le cone C° est la réunion disjointe des cones con-
vexes C*g quand S décrit [’ensemble des pavages entiers convexes de S.

(ii) Pour tout S, l’adhérence E§ de C5 dans R® est la réunion disjointe des
Cy ou S' décrit 'ensemble des_pavaggs entiers convexes de S plus grossiers
que S.

De plus, E; est un cone convezxe polyédral rationnel (c’est-a-dire engendré
par un nombre fini de ses éléments prenant leurs valeurs dans 7.) et les faces
de f; sont les ggf indexés par les pavages S’ plus grossiers que S.

(iii) Etant donnés deuz pavages entiers convezes S et S' de S, l’ensemble des
pavages entiers converes de S plus grossiers a la fois que S et S’ admet un
plus fin élément SV S'. L’intersection de @g et fzf est €gale a Egvg.

Démonstration. — C’est la méme que dans le cas particulier S = S™" et nous
renvoyons au paragraphe 2c¢ de 1’article [Lafforgue,1999].

Pour les parties (ii) et (iii), le point le plus important est que, d’aprés la
proposition 1.5(v), un polyédre convexe de dimension arbitraire qui admet
un pavage par des polyedres convexes entiers est lui-méme entier.
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Pour (ii), on se sert aussi de ce que, quelle que soit la dimension s de S,
il existe dans S une famille de s+ 1 points qui est génératrice au sens qu’elle
engendre le réseau des points entiers du sous-espace affine de R engendré
par S. Cela résulte de la proposition I.5(iv) combinée avec le lemme 1.7. m

D’apres cette proposition, la famille des cones convexes polyédraux ra-
tionnels E§ /Cj constitue un éventail dans le quotient de l'espace des fonc-
tions S — R par le sous-espace des fonctions affines. La théorie générale
des variétés toriques telle qu'exposée dans [Saint-Donat,Kempf,§2] associe
A cet éventail une variété torique normale A5 de tore A7 = G5, /(G;,)g ou
(G5)g C G désigne le sous-tore des fonctions affines S — G,,,. (On remarque
que tout choix d’une famille génératrice de s + 1 points de S détermine un
isomorphisme (G2, )y — G5.)

Les orbites dans .4° sont des sous-schémas localement fermés indexés na-
turellement par les pavages entiers convexes S de S; on les note A2. Chacune
a un point distingué ag dont le stabilisateur (G2,)s dans G, est le sous-tore
des fonctions S — G,, dont la restriction a tout élément S’ du pavage S est
affine. L’adhérence d’une orbite A2 est la réunion des A2, pour S’ raffinant
S et la réunion des A% pour S’ plus grossier que S est le plus petit ouvert
invariant contenant A2.

On peut dire aussi que les pavages entiers convexes S de S sont les points
du “champ torique” A%/ A§ quotient de la variété torique A% par son tore
A3. Un point S’ est dans 'adhérence d’un autre S si et seulement si le pavage
S' raffine le pavage S.

Quand S = S™", qui est le cas traité dans Darticle [Lafforgue,1999], on
note C"", Cg", Cy™, A™", AY", Ay" plutét que C37", C3™", C5™", AS™", AT,
A@T’n.

La variété torique A° est affine si et seulement si S admet un pavage
entier convexe plus fin que tous les autres. C’est le cassin =1 (S C S™! est
alors un intervalle et admet pour plus fin pavage celui constitué de tous les
intervalles entiers de longueur 1 qu’il contient) ou si n = 2 (dans le triangle
S™2, S admet alors pour plus fin pavage celui constitué de tous les petits
triangles entiers équilatéraux de c6té 1 qu’il contient) mais ce n’est pas vrai
en général. Montrons :

Lemme I1.2. — Pour tout convere entier S C S™", la variété torique AS est
quasi-projective.
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Démonstration. — D’apres le théoréme 13 de [Saint-Donat,Kempf,§3], il suffit
de construire une fonction
f:C° =R

sur le cone C° C R®, invariante par le sous-espace C@g des fonctions affines
S — R et telle que pour tout pavage entier convexe S de S, il existe une
fonction linéaire rationnelle

(pi:RS/C@G%]R

vérifiant g < f sur C° et

Cs={veC®|psv) = f(v)}.

On rappelle que Sp désigne le polyedre convexe de dimension s engendré
par S dans R™™. Pour toute application v : S — R qui est dans I'enveloppe
convexe Env(C%) du cone fermé C*, on note vy la plus grande fonction convexe
Sr — R qui vérifie vp(i) < v(i), Vi € S. Autrement dit, on a

vg =sup{{ | £: Sy — R affine,/ < v sur S}

et vp est affine sur les polyedres convexes d'un pavage (pas nécessairement
entier) de Sy dont chacun est engendré par un sous-ensemble de S.
On a évidemment

(A-v)e =X v, Yv € Env(C%), VA ERT,
(v+v")g > vg + v}, Vv,v' € Env(C®).

On prétend d’autre part que pour toute v € Env(C?) et tout point i € S,

ve(2) = (D).

On le sait déja quand v € C°. Dans le cas général, écrivons v sous la forme

v =1 + -+ v, avec vq,...,v, € C°. Le point 4 s'écrit quant & lui 2 =
oy -1+ -+ apy - 4, avec ay,...,q,, des coefficients > 0 de somme 1 et
i1, ---,%, des points de S en lesquels vy et v coincident et qui vérifient

veli) = 01 0(iy) + -+ g - (i) -
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Pour 1<k <k,ona
o (2) < oo (8) + o0+ o op ()
d’ou en faisant la somme
v(d) < ar-v(dy) + -+ o V(En) < ve(2)

et finalement v(i) = vg(Z) comme voulu.

C e . =S
Enfin, on remarque que la restriction a chacun des cones convexes Cg de
I'application v — vy est linéaire.

Pour tout choix d’un pavage entier convexe S’ de S, d’un élément S’ de
S’ et d’une famille e de s + 1 éléments de S’ qui ne sont pas liés dans R™",
associons d’abord & toute v € Env(C®) I'unique fonction affine £y g , : Sp —
R qui coincide avec v ou v en les points de e. Soit alors B

fs' 510t Env(C®) — R

la fonctionnelle qui associe & v € Env(C®) I'intégrale sur 1’enveloppe convexe
de e de la différence £y o , — vr. Cette fonctionnelle vérifie les propriétés
suivantes :

e Elle est invariante par le sous-espace C@g .
e Pour toute v € Env(C®) C R® qui est & valeurs rationnelles,
fsr,se(v) €Q.
e Pour toutes v, v’ € Env(C%) et A € RT, on a
fsrs1e(A-v) = A fsr s16(v)

fsisre(V+") < for 56(v) + for .50 6(V')

. ! /
(puisque (v +0')p > v+ vp €t Lg'q , =L o .+ L5 5 .), €t donc for g
est convexe sur Env(C%).

e Pour tout v € Env(C¥), on a

fﬁ’,S’,e(v) >0

et il y a égalité si et seulement si la restriction de vy a 1’enveloppe
convexe de e est affine.
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o . . =5 o
e La restriction de fg ¢ . a chacun des cones convexes Cg est linéaire.

Formons alors la somme de toutes ces fonctionnelles pour définir

f=> fsse: Env(C%) — R.

ﬁ’vslve

C’est une fonctionnelle invariante par Cj. Montrons qu’elle répond & la ques-
tion posée.

Si S est un pavage entier convexe de S, on peut choisir pour tout triplet
S', 8" e avec S’ # S une forme linéaire rationnelle

‘PQ’,S’,e : RS/C(; — R

T . =S
telle que pg ¢ < fo o1 avec égalité sur le cone convexe Cg.
Puis formons

Ys = Z ¥s',se -
(87,5%,e)
S'#S

On a partout
ps < f.

L’égalité en un point v € C° implique les égalités
fss1(v) =0, VS, Ve,

et elle leur est équivalente quand v € 6@. Or celles-ci signifient que pour
toute cellule S’ du pavage S et pour toute famille e de s+ 1 points de S’ qui
ne sont pas liés, la restriction de vg a ’enveloppe de e est affine. Cela signifie
encore que pour toute S’ la restriction de vy & S; est affine, c’est-a-dire

=8
vECi. n

2) Recollement des cellules de Schubert minces

Soit & nouveau un espace gradué
E=FE®---®FE,

somme de n + 1 sous-espaces vectoriels F,, 0 < a < n.
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Pour tout pavage entier convexe S d'un convexe entier S de S™", on note

Grg” = G\ [[ (ALE, — {0})

i€S

le sous-schéma fermé des uplets (z;);ecs tels que pour tout élément S’ du
pavage S, le uplet restreint a S’

(@)ies € Gm\ ] (A*E, —{0})

i€ s’

définisse un point de la cellule de Schubert mince Gri”.
Les Gryg” sont tous munis d’une action de

Aut(Ey) x Aut(Ey) X -+ X Aut(E,)

et en particulier de G (qui se factorise & travers I’action libre de G /Gn—5+1,
en notant comme toujours s = dim S).

Quand S est le pavage trivial de S, on a par définition Grg® = Grig”.
Dans le cas général, les propositions I.1 et 1.6 ont pour conséquence immédiate
la description modulaire suivante des schémas Grig”

Corollaire I1.3. — Pour tout pavage entier convexe S d’un convexe entier
S C 8™, le schéma GrgE classifie les familles de sous-espaces

Fsl"—)E

de dimension r dans E = Ey@---® E,, indexés par les éléments S' du pavage
S et qui vérifient :

e Pour tout conveze entier S' de S et toute partie I C {0,1,...,n}, on a

dim(Fgl N E]) = d?l .

e Pour tous convezes entiers S', 8" de S ayant en commun une face

définie par une équation Y in=d3 =r—d5 (avec J={0,1,...,n}—1I),
ael

FSIﬂEI:FSH/FgHﬂEJ dans EIIE/EJ,
FSHHEJ:FSI/FSIHE] dans EJ:E/E_[

on a
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3) Mise en famille. Projectivité

On considere toujours un convexe entier S C S™".
Le tore G°, /G,, agit composante par composante sur le schéma ambiant

i€S

mais il ne stabilise pas les sous-schémas fermés Grg’E associés aux pavages
entiers convexes S de S. B

D’autre part, il agit sur la variété torique A° via son quotient G2, /(G )g =
A5

On peut composer cette deuxiéme action avec ’homomorphisme A — A1
de passage & I'inverse puis considérer I’action induite de G2, /G,, sur le produit

A% x G, \ [[ (ALE, — {0}).

i€ S
Montrons :

Théoréme I1.4. — (i) Dans le schéma produit

A% x G, \ [[ (A*E. — {0}),

i€s
il existe un sous-schéma fermé Q>F tel que :

o O5F est stabilisé par la double action de Aut(Ey) x ... x Aut(E,) et
du tore G5, /Gy, et donc il est muni d’un morphisme équivariant

QSE 5 A5

e pour tout pavage entier conveze S de S, la fibre de Q°F au-dessus du
point distingué ag de 'orbite .Ag de AS n’est autre que GrgE.

(ii) Le quotient Q7 de Q5E par Uaction libre du tore G5 /Gy, est un schéma
projectif.
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Remarque : A priori, les propriétés de (i) ne caractérisent pas complétement
le schéma Q°%F mais seulement ses fibres au-dessus des points de A°. Au
chapitre IV, on donnera une caractérisation modulaire globale qui définit
sans ambiguité le schéma Q% tel que construit dans la preuve ci-dessous.

Démonstration. — Elle est basée sur les faits suivants :

- d’apres la proposition 1.1, les cellules de Schubert minces GrrS’E définis-
sent une stratification de la grassmannienne Gr"™% ;

- celle-ci est munie d’une action de Aut(Ep) x --- x Aut(E,) et en par-
ticulier de G qui respecte ses strates ;

- c’est un schéma projectif.

(i) Considérons un pavage entier convexe S de S. La réunion des orbites A%,
de A indexées par les pavages entiers convexes S’ de S plus grossiers que S
constitue une sous-variété torique ouverte affine de A°.
Au-dessus de cet ouvert affine, nous allons définir le sous-schéma, fermé
invariant
Q5% — A% x G\ [[ (ALE. — {0})
=
par une famille d’équations, quitte & vérifier ensuite que les sous-schémas
fermés au-dessus des différents ouverts se recollent.
Soit, { P} une famille de polynémes homogenes partout définis sur []
le ST,‘I’L
ALE, = A" E et qui définissent la grassmannienne Gr™¥ comme sous-schéma
fermé de G, \< [1 At E.) —{0}. On consideére les restrictions de ces polyné-
16 S’I‘,’I’L

mes au produit partiel Hs ALE,, les autres paquets de coordonnées étant
ic
fixés égaux 4 0. Comme la grassmannienne Gr™¥ est stabilisée par 1’action
de G, on peut supposer que le tore (G5 )y des fonctions affines S — Gy,
agit sur chacun des polynomes P € {P} par un caractére xp : (G3,)p — Gy,.
Pour tout élément S’ du pavage S, choisissons dans S’ une famille e de
s+ 1 points qui est génératrice (c’est-a-dire engendre le réseau des points en-
tiers dans le sous-espace affine de R™™ engendré par S’ ou S). L’homomorphis-
me
GS

m

— Gt
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de restriction aux points de eg induit un isomorphisme
(G )o — Gt
et définit un scindage

Geg 1 Gy = (G )o, by 2 G /(G )0 — Gy

egr

de la suite exacte
1= (G)y—= G =6 /(G)y—1.

Pour tout polynéme P € {P} et tout élément S’ du pavage S, le polynéme
P s’étend en un polynéme P, sur le produit

Af x T ALE,

i€S

par la formule

Pegi (X, (1)) = Plbeg, (A) - (24))

pour A € A7 =G5 /(GS)p.

Sous ’action du tore G, le polynéme P, o est transformé par le caractere
XP O Qe -

De plus, P, se prolonge au-dessus de I'ouvert affine AS associé au pavage
S. Cela résulte de ce qu’il en est ainsi de tous les caracteres de Ag =
GS /(GS))g qui sont les composantes de

.S /(S s
begi : G, /(G )o — Gy -
En effet, si on raisonne en termes de I'éventail qui définit la variété torique
A% nous sommes en train de considérer le cone des fonctions convexes S — R
dont la restriction a chaque élément du pavage S est affine, & addition pres
d’une fonction affine. Pour tout S’, le scindage déterminé par eg corres-
pond & choisir dans chaque classe d’équivalence 1'unique fonction convexe
S — R qui s’annule en les points de eg, donc sur tout S’. Les composantes
de b, : Gy /(G5)eo — Gj correspondent alors & regarder les valeurs des
fonctions convexes choisies en les différents points de S ; ces valeurs sont

automatiquement positives et c’est ce qu’on voulait.
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On peut maintenant définir le schéma Q%F au-dessus de chaque ouvert
affine de A° associé & un pavage entier convexe S comme le sous-schéma

fermé de
* x G\ [[ (A E, — {0})
i€S

ou s’annulent tous les polynoémes P._,. Cela ne dépend pas du choix de
la famille {P} ni des familles génératrices eg: (si on remplace celles-ci par
d’autres, les polynomes P, se trouvent multipliés par des caracteres de
Aj qui sont bien définis et inversibles sur tout l'ouvert considéré de A%).
De ceci résulte que ces différents sous-schémas fermés sont invariants par
Aut(Ep) X - -+ x Aut(E,) en plus de G, /Gy, et qu’ils se recollent pour définir
O5F au-dessus de A° tout entier.

En le point distingué as de 'orbite A5 indexée par un pavage S, et pour
tout élément S’ de S, les composantes de b, : Af = G, /(G5 )9 — G5, dont
I'indice ¢ appartient & S’ prennent la valeur 1 et les autres la valeur 0 (puisque
toute fonction convexe S — R qui est dans le cone C3 et qui s’annule en les
points de la famille génératrice e vaut 0 sur tout S’ et prend des valeurs
strictement positives en dehors de S'). Comme la famille des polynémes P
définit la grassmannienne Gr™¥ dans (Gm\< ]} AE )—{0} on voit que la

i€ smn
fibre de Q5F au-dessus de ag n’est autre que Grig”

(ii) Il suffit de prouver que le morphisme

F— Gn\ [] (ALE. — {0})

i€S

est projectif et pour cela qu’il vérifie le critere valuatif de propreté puisque
d’apres le lemme I1.2 la variété torique A° est quasi-projective.

Pour S un pavage entier convexe de S, soit (z;);jes un point de ]
o i€S

(AtE, —{0}) & valeurs dans un corps K muni d’une valuation discréte vy et
qui represente un point = du schéma Gryg "E Soit v : S — Z Iapplication qui
a tout indice ¢ € S associe le minimum des valuatlons des coordonnées de z;.

D’apres la définition de 'éventail C° qui définit la variété torique A%, il
s’agit de montrer que pour toute application affine £:S" — R définie sur un
élément S’ du pavage S et vérifiant £ < v, ensemble {i € S’ | £(2) = v(4)}
est un convexe entier des lors qu’il n’est pas vide.
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Comme v prend ses valeurs dans Z, on peut supposer que ¢ prend les
siennes dans Q et méme dans Z, quitte & remplacer le corps K par une ex-
tension finie suffisamment ramifiée. Dans ces conditions, il existe un élément
A € (G2))g(K) dont 'image (););es dans (K*)® vérifie

K(@) = 'UK()‘i)a VL € SI .

Alors le uplet (\;' z;);es définit un point du schéma ] (ALE, — {0}) &
- i€s

valeurs dans I’anneau de valuation A de K et il représente 1'unique point

de Gr"™P(A) qui prolonge le point image de A 'z dans Gry’ (K). Le sous-

ensemble des 7 € S’ ot la spécialisation de A; ! z; n’est pas nulle est, d’apres

la proposition 1.1, un convexe entier de S’ et c’est ce qu’on voulait. ]

Pour tout pavage entier convexe S de S, on peut noter QEE le sous-
schéma localement fermé de Q% image réciproque de I'orbite A3 de A% et

ﬁzE le quotient de QEE par 'action libre du tore G, /G,,. Ayant désigné
par (G3))s le sous-tore de G, stabilisateur du point distingué as, on a aussi

Q5" = Gry” /((G5)s/Cn) -

—S,E . . . p . . SE
Les 25" constituent une stratification du schéma projectif 2°7". Pour tout
- . , . —S.E ,
pavage entier convexe S, la réunion des (g pour S’ raffinant S est un fermé
—S.E . . —S,E B .. ——r,F —S.F
de Q7 qui contient Qg comme ouvert. En particulier, Grg = " =

G1%” /((GS)o/Gm) est ouvert dans @ qui donc en est une compactification
projective (avec cependant le bémol qu’en général on en sait pas si 'ouvert
Gry” est dense dans Q7).

De facon plus synthétique et plus forte, on peut dire que le schéma pro-
jectif 0" est muni d’un morphisme

OF 48 JAG

sur le champ torique A%/A§ quotient de la variété torique .A° par son tore
Ag . Ses strates ﬁgE sont les images réciproques des points localement fermés

A§/ A7 de A%/ AF et en particulier la strate ouverte ﬁg’E = Gry” est I'image
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réciproque du point ouvert dense A3 /A7, Il est également muni d’une action
compatible du groupe

PGL(Ey) x PGL(E) x -+ - x PGL(E,).

Quand tous les E,, 0 < a < n, sont des copies de A" avec donc F =

(A" et S = S™, on note Q™", QF", O", OF" comme dans Darticle
A~ T, r,n = "’"’_ —=S™" FE
[Lafforgue,1999] plutét que Q57" Qg B 0’ E, Qg . Dans ce cas,

Q"" constitue une compactification équivariante sous le groupe PGL"*! de
an = Grg’n = PGL;”r1 / PGL, ; elle est munie d’'un morphisme de structure

O AT AT

Enfin, on rappelle que lorsque tous les F, sont de rang 1 et le con-
vexe entier S est de dimension maximale s = n, @;E s'identifie d’apres
le théoreme 1.11 de Gelfand et MacPherson a 1’espace de configurations

Cd" = Cy"/PGL, .

Le schéma Q> fournit une compactification projective de cet espace ; il ne
dépend pas de I'espace £ somme de n + 1 facteurs de rang 1 et on le notera
simplement Q°. 11 est muni d'un morphisme naturel

=5
Q° — A%/ A
sur le champ torique des pavages entiers convexes de S.
Exemple : Le premier espace de configurations UQ:" non trivial est celui qui
classifie les configurations de 4 points distincts sur la droite projective P!.
Dans ce cas, on an = 4—1 = 3 puisqu’on considere 4 pointset r = 1+1 =
2 puisqu’on est sur la droite projective P'. Le convexe entier correspondant

S est un pavé du simplexe S22 = {(ig, 41, 42,%3) € N? | ig + 41 + 4o + i3 = 2}
que voici :
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Il est défini dans S*° par les inégalités ig, 11, 49,43 < 1. Autrement dit, il
s’obtient en enlevant au tétraédre S de coté 2 les 4 petits tétraédres de
cOté 1 qui se trouvent aux 4 coins :

Il compte exactement trois pavages entiers convexes non triviaux qui con-
sistent a le couper en deux suivant les trois plans abcd, bdef ou acef. En
plus du tore Aj = G%, /G2 , la variété torique associée A° compte donc trois
orbites, toutes de codimension 1, et elle est lisse.

On sait que le birapport définit un isomorphisme de notre espace de
configurations 62’3 sur P! — {0,1,00}. Les trois strates de bord ﬁi de la
compactification Q° de 52’3 associées aux trois pavages non triviaux S de

S consistent chacune en un point. Ce sont les trois points 0, 1, 00 qu’il faut
ajouter & P! — {0,1,00} pour obtenir sa compactification P. On voit que

dans ce cas particulier le morphisme Q° — AS JAG est lisse.
Les démonstrations seront données au paragraphe I11.7.
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4) Restriction aux faces

Soient S un convexe entier dans S™" et S’ une face de S.

La trace dans S’ de tout convexe entier contenu dans S est une face de
celui-ci et d’aprés la proposition 1.5(ii) c’est encore un convexe entier. Par
conséquent, la restriction a S’ des fonctions v : S — R définit une application
linéaire

s — 5.
Pour tout pavage entier convexe S de S, sa trace S’ dans S’ est un pavage
entier convexe et le cone C3 est envoyé dans C g,' En particulier, le sous-espace

C@g est envoyé dans C@gl et on a une application
cs/cy —cv ey

qui respecte les structures d’éventails.
On en déduit que la restriction

G — G

induit un homomorphisme de tores
AS — A5

qui se prolonge en un morphisme équivariant de variétés toriques
A5 — A5

Etant donné un espace gradué £ = Ey & --- @ E,, nous pouvons main-
tenant étendre aux compactifications le morphisme de la proposition 1.6 :

Proposition I1.5. — Pour S un convexe entier de S™ et S' une face de S,
Uoubli des coordonnées en dehors de S’

Gu\ ][ (A*E.—{0}) — G\ ][] (A*E, —{0})

1€8S i€ S’
(Zi)ics — (@i)ies

définit un morphisme
QS,E - QS’,E
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au-dessus de A5 — AS'. Il respecte les actions de Aut(Eg) x --- x Aut(E,)
et des tores G5 /Gy, G /Gy, reliés par la restriction G5 — G2 .

Démonstration. — On considére donc le morphisme produit

S % G\ [[ (ALE. — {0}) = A5 x G\ [[ (ALE. — {0})

i€S i€ S’

qui est évidemment équivariant. Il s’agit de prouver que le sous-schéma
fermé Q5 du schéma de gauche s’envoie dans le sous-schéma fermé Q5" du
schéma de droite.

Si l’on se restreint aux fibres au-dessus des points de AS et A%, cela
résulte de la proposition 1.6 combinée avec le corollaire I1.3. Considérons en
effet un pavage entier convexe S de S et le pavage S’ qu'il induit dans S’. Le
morphisme

G\ ][] (A*Es —{0}) = G\ [] (A*E, —{0})

i€S i€ S’

envoie bien la fibre Gry Fde Q5F au-dessus de ag dans la fibre Gr de Q5"F

au-dessus de ag : Il consiste a associer a tout point de Grs qui est une

famille de sous-espaces (Fs, — E)g, ¢ s la famille ( 5 < E), sies Oll, pour

tout élément S] de S’ et si S; est un élément de S dont la trace dans S’ est
1, Fé est 'image de Fs, par le morphisme
1

Gr —>Gr

de la proposition 1.6.

. & . 7
Ceci prouve déja que 2% s’envoie dans Q°F comme ensembles. Afin de
montrer que cela est méme vrai comme schémas, il faut revenir a la cons-
. s e ! ’ . 7 N .
truction précise de Q% et Q%F dans la démonstration du théoréme I1.4(i).

On rappelle qu’on part d’une famille { P} de polynémes homogenes sur []
1'6 Srn

AL E, qui définissent la grassmannienne Gr™¥ et sont transformés par le tore
(G5 )¢ des fonctions affines S™" — G, suivant des caracteéres xp, P € {P}.

On considére leurs restrictions P et P & [I ALE, et [I ALE, (en fixant
i€s ics

les autres paquets de coordonnées égaux a 0) et enfin on tord ceux-ci par
certains caractéres de G5 et G5 qui prolongent les caracteres de (G2)g et
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(GS')y induits par xp (quand ils existent ; sinon les restrictions P ou P’ sont
nulles).

On peut prendre pour famille { P} les équations de Pliicker. Ce sont des
combinaisons linéaires de mondmes de la forme z; z;, ou z;, z;, sont des
coordonnées sur deux facteurs At F,, A2 E, dont les indices 2;, 2, ont pour
moyenne %11 + %1’2 un point ip € R qui ne dépend que de P.

Considérons un élément P € {P} tel que P # 0. On a nécessairement
ip € Sp. Mais alors, si z; z;, est un mondme qui apparait dans P avec donc
1,1, € S, on doit avoir 3y,1, € S’ puisque %11 + %Q est dans S}, et que S’
est une face de S. Cela signifie que P est I'image réciproque de P par le
morphisme de restriction

II A2E. — ] A*E..
1€S i€ S’

On en déduit facilement ce qu’on voulait. [ ]

Dans la situation de cette proposition, on obtient en passant aux quo-
tients par les actions libres des tores G5, /Gy, et G5 /G, un morphisme en-

. . D =S,E =SB . .

tre compactifications projectives Q7 — qui prolonge le morphisme
—r,FE —,E . . , .

Grg® — Grg, et s’inscrit dans un carré commutatif :

of 50
l I
ASJAS — ASJAS

S'.E

Pour tout pavage entier convexe S de S et si S’ désigne le pavage induit de
S’, on a un morphisme induit entre strates

=S8,E  =S'E
Qi _) Q§I .
Considérons maintenant un convexe entier S de S™" qui peut s’écrire

comme une face, ¢’est-a-dire est de codimension p > 1. Ecrivons les décompo-
sitions du lemme 1.7 :

{0,1,...,n} = J[ /i avec |Ji|=mn;+1,

0<i<p
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rT=r9+ 7y,
S=8yx--+x85,
ol chaque S;, 0 <1 < p, est un pavé entier dans
ST = {(ia)aEJi e N ‘ Z o = Ti} .
a€cJ;

D’apres le corollaire I.8, on a un isomorphisme canonique

’I"E ~ TOvEJO TlvEJl TPVEJp
Grg™ — Grg, ™ x Grg, ™' x--- X Grg

On veut savoir ce qu'’il en est au niveau des compactifications. Tout d’abord,
on a :

Lemme I1.6. — Dans la situation ci-dessus, les pavages entiers convexes de
S sont eractement ceux de la forme

S=8;x8; x--x§

P

avec Sy, 81, . ..,S, des pavages entiers convexes de Sy, Sy, - - -, Sp-
On a deux homomorphismes injectifs canoniques entre tores

GO /Gy X -+ X G [Gpy — G /Gy

s
AT X o x AP s AT

puis un isomorphisme équivariant canonique de variétés toriques

AS s (A% % - x ASP) X AS)/(AS0 x - x AT

Démonstration. — Si vy, vy, . .., v, sont des fonctions dans les cones C%, C51,
...,C% de fonctions convexes sur Sy, Si,...,S, qui induisent des pavages
entiers convexes S, Sy, - - ., S, lafonction v = vo+- - -4v, 1 & = (g, .. .,4,) —

v(2) = vo(ig)+- - -+p(4,) est dans le cone C¥ et elle induit le pavage S = S x
<-x§,deS = 5px---xS5p,. De plus, si on ajoute des fonctions constantes a
Vg, V1, - - -, Up, la fonction v est elle-méme modifiée par une fonction constante.
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Réciproquement, considérons une fonction convexe v € C° et S le pavage
entier convexe de S = Sy x - -+ x .S, qu’elle induit.

Remarquons d’abord que d’aprés le lemme 1.7, tout convexe entier S’ C S
de méme dimension s =n — p que S est de la forme

§'=8yx---x8,

2

ot chaque S}, 0 < i < p, est un pavé entier dans S™™ = {(ia)aeji € N
a € J;

la = 7"2-}. En effet, S’ induit la méme décomposition {0,...,n} = [I J; que

0<i<p
S puisqu’il engendre le méme sous-espace affine de R™". Si alors vg, v1,..., 7,
sont des fonctions sur Sy, S1, ..., S, telles que v et vy +v; +- - - +v, coincident
sur

So x {ig} x -+ x {@},
{igh x S x {ig} x -+ x {i,},

{io} x - x {dh 4} x 8,

pour un certain point i’ = (4, ...,4,) de S, les fonctions vy, v1, ..., v, sont
affines sur Sy, S, ..., et v +v; + - - - + v, coincide avec v sur tout S".
Ayant choisi un point i = (ig,%;,...,%,) de S = Sy x --- x S, notons
V1, ...,V les restrictions de v a {ig} x S1 x {ao} x == - x {ip}, ..., {ip} x -+ X
{ip—1} x Sp, puis vy la restriction de v — (vy +---+v,) & So X {43} X --- X {3, }.
Les fonctions v et vg + v1 + - - - + v, prennent la méme valeur au point ¢. En

utilisant ce qui précede, on montre de proche en proche qu’elles coincident

sur tous les éléments S’ du pavage S. Les fonctions vy,...,v, sont dans
C%,...,C%, elles induisent des pavages S, ...,S, de Sp,...,S, et on a
ﬁ:ﬁox...xﬁp_

Enfin, pour une fonction arbitraire v : § — R, les familles de fonctions
Vg, ..., Up SUr Sy, ..., S, vérifiant v = vy + - - - 4+ v, sont, quand elles existent,
bien déterminées a addition pres de constantes.

En définitive, on a montré que ’application injective

R% /R x - -+ x R°? /R < R° /R
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(Voy -+, 0p) Vg + - F+ Uy

induit une bijection
C% /R x---xC%/R =5 C%/R
qui respecte les décompositions polyédrales. On a encore
Cio/R X - x Cy” /R =5 C§ /R,
C%0/C0 x -+ x C5 [Cy» 5 C5/CF
d’ot la conclusion. [ ]

Considérons a nouveau l'espace gradué £ = Ey @ --- @ E,. Dans la
situation du lemme I1.6 ou

S=8yx--- x5,
on a pour tout point i = (g, .. . ,zp) de S un isomorphisme canonique
Aio E;IO Q.- ®Aip E'-.]p BEASN AZ_E'. .
Nous pouvons énoncer :

Proposition I1.7. — Dans la situation du lemme 11.6, le produit tensoriel
des paquets de coordonnées

G\ [[ (A% EP—{0})x...xGp\ [[ (A% Ej»—{0}) — Gu\ ] (A*E.—{0})

iy € S ip € Sp i€s

((®i)ige sos -+ (Ti))iyes,) = (Ti = Tiyg @ = @ Ty )i (i) €

définit un isomorphisme
((QSO’EJO X - X QSP’EJ”) X G /G ) /(G [Gyy X -+ X G /Gy ) — Q5
au-dessus de

((A% X« x A%) x AF) /(A0 X - -+ X Ag”) 5 A8
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qui prolonge l’isomorphisme du corollaire 1.8

ro,Eg, rp, By, o~ rE
Grso X e+ X Grsp —> Grs -

Il respecte action de Aut(Ey) x --- x Aut(E,) et celle du tore G, /Gy, .

Démonstration. — On a un morphisme bien défini et équivariant a valeurs
dans le schéma produit

AS x G\ J[ (ALE, — {0}).

=

Il s’agit de prouver qu'il se factorise & travers le sous-schéma fermé Q%% et
qu’il induit un isomorphisme sur celui-ci.

Vérifions-le au niveau des fibres. Soient donc Sy, S, ...,S, des pavages
entiers convexes de Sp, S1,...,5, et S =83 xS; X ---x S, le pavage produit
de S =5y xSy X -++xS,. On a bien un isomorphisme induit

ro, B r1,E o, B
GrSOa Jo % Grsly J1 Xoeee X Grsp D - GrT'S,E
20 21 25 2

entre les fibres au-dessus des points distingués (as,, as,,...,as ) et as. Il
consiste a associer a toute famille de sous-espaces

Fs(l] ‘—)EJO,Fsi (—>E¢]1,...7FSL %EJP,

de rangs 7o, 71, . .., 7, et indexés par les pavés Sy € Sy, S} € S;,...,5, €S,
la famille des sous-espaces de rang r

FS/%E:EJO@EJI@"'@EJP

indexés par les éléments 5" = Sj x S X - - - x S, du pavage S qui sont définis
par
FSI :FS(’)@FS’I@@FSL

L’isomorphisme réciproque associe a tout point (Fg — E)g ¢ s de GrgE les
p + 1 familles de sous-espaces (Fs: < Ej)sies,, 0 < i < p, oli, pour tout
élément S! du pavage S; et si S’ désigne n'importe quel élément de S dont
la projection sur S; est S, on a posé

Fsg :FslﬂEJi.
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Cette définition ne dépend pas du choix de S’ d’aprés les conditions de recol-
lement que doit vérifier la famille (Fg» — E)g s dans I’énoncé du corol-
laire I1.3.

Ceci prouve déja que notre morphisme définit une bijection sur I’ensemble
sous-jacent & 2%F. On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’il définit méme
un isomorphisme entre les schémas. De toute facon, ce sera une conséquence
de la caractérisation modulaire globale des schémas Q%% qu’on donnera au
chapitre IV. [ ]

Dans la situation de cette proposition ou
S=5 x---xSp,

on obtient en passant aux quotients par les actions libres du tore G2, /G,, un

. . . . . .. =80,E —Sp By~
isomorphisme entre compactifications projectives Q%770 x ... x Q777 =
=SE . . . ——r0,E S F S—
Q7" qui prolonge l'isomorphisme Grs(:) 0 x e x Grsi P — Grg et
s'inscrit dans un carré commutatif :

=S0,E —~Sp.E ~ —~S.E

Q0 x o QT I Q

S So S Sp_~ S/ AS

AP AL X - x A [A — A° A

Pour tous pavages entiers convexes Sy, ...,S, de Sp,..., S, et si § = 5y X

-+ x S, désigne le pavage produit dans S, on a un isomorphisme induit entre
strates . s B .
NP0, J rase2iad) ~ P
Q§0 OX‘.‘XQEZ p—>Qi .
A titre d’application, on peut donner le corollaire suivant de la proposi-
tion II.5 combinée avec la proposition I1.7 dans le contexte des espaces de

configurations :

Corollaire I1.8. — Soient S un pavé entier de S™" qui a un espace de
configurations Cg" et S"un bord de S (c’est-a-dire une face de codimension1)
qui donc est de la forme

S’ =8y x S;
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ot Sp, S1 sont deux pavés entiers dans des simplexes S™™0, STV quec r =
ro+r, n+1=(ng+1)+(n+1).
Alors le morphisme entre espaces de configurations

el 70,70 ~T1,n1
Cq' =Ty x Ty

qui est explicité dans le corollaire 1.12 se prolonge naturellement en un mor-

. . . =1E _ =S0,B;  =5S1,E o .
phisme entre compactifications '~ — Q"7 x QY qui s’inscrit dans un
carré commutatif :

=7,E —=S50,B1 _ =S1,E
Q — QT Q7

ASJAS  — A0 JAS x AS [AS

5) Morphismes simpliciaux

Comme dans le paragraphe 1.4, on considere une application arbitraire
¢:{0,1,...,p} = {0,1,...,n}
et 'application affine qu’elle induit

bt ST 5 G

i=(jﬂ)0§ﬁ§p*>1':(ia= > jﬂ) :
(B)=a SOSxsn

Soit S un convexe entier de S™" dont I'image réciproque S’ par ¢, n’est
pas vide. Alors S’ est aussi un convexe entier.

Pour toute fonction v : S — R qui est dans le cone C° des fonctions
convexes, son image v’ = v o, : S’ — R est dans le cone C% et le pavage
entier associé a v’ est I'image réciproque de celui associé a v. Autrement dit,
I’application de composition avec ¢,

RS — RS
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envoie C5 dans C¥', Cj dans Cj' et elle induit une application linéaire
csjes —cs ey

qui respecte les structures d’éventails.
Elle correspond & un morphisme de variétés toriques

AS — A
qui est équivariant relativement & ’homomorphisme A5 — A5 induit par
G — G

Considérons maintenant deux espaces gradués
E:Eo@El@@En,

E=E®E & ---&F,

tels que By = E,;3), 0 < 8 < p, et la famille d’homomorphismes injectifs
associés ' . '
AME, <5 A E!

pour les couples d’indices i € S™", j € S™ reliés par i = t,(j).

L’énoncé du lemme 1.9 s’amplifie en :

Proposition I1.9. — Dans la situation ci-dessus ot S' = 1;*(S), le mor-
phisme produit

Grm\l_[S(Ai Ey = {0}) = G\ _HI(AZ E, —{0})
(Tiies = " (T0))jes

définit un morphisme
QS,E - QS’,E’

au-dessus de A% — AS'. Il est équivariant relativement auz homomorphismes
Aut(Ey) x -« x Aut(E,) — Aut(Ep) x -+ x Aut(E) et G5 /G — G /Gy

Démonstration. — Bien siir, quand ¢ est injective le résultat est déja connu
car alors ¢* identifie S™? & une face de S™" et 1’énoncé ci-dessus devient un
cas particulier de la proposition II.5.
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Quand ¢ est arbitraire, on considere le morphisme produit

A5 x @\ [ (AL, — {0)) + A% x 6,,\ [] (ALE, - {0})

i€s§ jes’

qui est évidemment équivariant et on doit prouver que le sous-schéma fermé
7’ . ’ ’ ! !

O%F du schéma de gauche s’envoie dans le sous-schéma fermé Q°°F du
schéma de droite.

On le vérifie au niveau des fibres. Si S est un pavage entier convexe de

. . . E . .
S et S’ le pavage induit de S, on voit que Grg”~ s’envoie effectivement dans
’ S

Grg’,E ", Cela résulte encore une fois du corollaire I1.3 combiné ici avec le
lemme 1.9.

On laisse en exercice la vérification de ce que Q%F s'envoie dans Q5%
comme schémas. Elle est semblable a celle de la proposition I1.5. [ ]

Dans la situation de cette proposition, on obtient ici encore que le mor-
!

. —~E —rE . . .
phisme Grg~ — Grg se prolonge en un morphisme entre compactifications
qui s’inscrit dans un carré commutatif :

—S,E —5' B
Q — Q

\ 3
ASJAS  — AS A

Donnons deux applications de cette construction générale.

Premiere application : Compactification du classifiant de PGL,.

On suppose ici que tous les E, et E/’g sont égaux a A" et que § = S™"
avec donc S’ = S™P,
Alors lapplication ¢ : {0,...,p} — {0,...,n} induit des homomor-

phismes
+1 +1
GL™ — GLE™ |
Gt — ghtt

m

ST STP
G, —G, ,
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(G o= (G5 Do
et les morphismes simpliciaux
A;’n N A65p7
GL" /GL, — GL?™ /GL,,
PGL"™ /PGL, — PGLE™! / PGL,

se prolongent en des morphismes compatibles entre eux et avec toutes les
actions

A" — AP
Qe — QrP
QY
Quand on fait varier n, p et ¢, les familles (A™"), >0, (2")n>0, (0 )ns0
deviennent des schémas simpliciaux. Comme chaque € est un schéma pro-
jectif qui contient comme strate ouverte ;" = Gr,” = PGL'™ /PGL,,
le schéma simplicial ("), > peut étre considéré comme une compactifi-

cation équivariante du schéma simplicial (PGL?*! / PGL,), > classifiant du
groupe PGL,. Il est muni d'un morphisme sur le champ torique simplicial

(A" AG")n>0-

Deuxiéme application : Compactification des morphismes d’oubli partiel
et de répétition des points d'une configuration.

On suppose ici que tous les facteurs E, et Ej sont de rang 1, que le
convexe entier S C S™" a un espace de configurations C'" et que son image
réciproque S’ par ¢, : S — S™" n’est pas vide. C’est la situation envisagée
a la fin du paragraphe 1.6.

Alors le morphisme entre espaces de configurations

~rn 7
cyq" — Cd

B:(PO,;Pn)HBI:(Pé:PL(ﬂ))OSBSp
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. . . =5 =S . .
se prolonge en un morphisme entre compactifications 2~ — €2” qui s’inscrit
dans un carré commutatif :

o — o

2 \J
ASJAS — ASJAS

Quand ¢ est injective et que S et S’ sont de dimensions maximales n et
p (ce qui signifie que pour n’importe quelle configuration P = (P,..., P,)
de Cg", ni la famille des P,, 0 < o < n, ni méme la sous-famille des P,,
a € Im(:), n’admettent de partition en sous-ensembles dont les sous-espaces
engendrés seraient supplémentaires dans P" '), c’est un cas particulier du
corollaire II.8.

Quand ¢ est surjective, le morphisme

——~Tn ——~7n
Cg —Cyg

consiste a répéter certains points et c’est un isomorphisme. On laisse en
exercice la vérification de ce que les deux fleches

ASJAS — AS ) AT
o’ - 0°

sont également des isomorphismes dans ce cas.

6) Restriction d’un pavage a une de ses facettes

On considere un convexe entier S de S™" et un pavage entier convexe S
de S.

On note A% le sous-schéma fermé invariant de la variété torique A° qui
est ’adhérence schématique de l'orbite A2. C’est une variété torique de tore

A(Di =G, /(G3,)s et dont les orbites A%, = A%, sont indexées par les pavages
entiers convexes S’ de S qui raffinent le pavage S. L’éventail qui la définit
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est plongé dans l'espace quotient R’ /C@i de R® par le sous-espace C@i des
fonctions v : S — R dont la restriction & chaque élément S’ de S est affine.
C’est le quotient C’i/Cmi par C(bi du coéne C2 des fonctions v : S — R dont la
restriction & chaque S’ € S est convexe c’est-a-dire est dans C5'.

Pour E = E; ® --- ® E, un espace gradué, on note QF le sous-schéma
fermé invariant de Q5 image réciproque de A2 par le morphisme de struc-
ture Q5 — AS et 0> son quotient par I’action libre de G, /G,,. Le schéma
Q%" est projectif et il contient Q2" = 05” = Gry~ comme sous-schéma
ouvert. Il est muni d’un morphisme de structure

00 L AS A3

sur le champ torique A%/ Ami des pavages entiers convexes S’ de S qui raffinent

, , =SE =SE —~n1E .
S et se décompose en strates localement fermées 0y = Qg = Grg qui
sont les images réciproques des points de ce champ.

Considérons maintenant une facette S’ du pavage S de S c’est-a-dire un
élément de I’ensemble constitué des cellules de S (qui ont méme dimension
que S) et de leurs faces. La restriction & S" C S des fonctions v : S — R
définit une application linéaire

RS — RY,
S s
Cp —Cp
cs = ¢,

et donc
c2jcg — ¢ /ey

qui respecte les structures d’éventails. Elle induit des morphismes compati-
bles de tores et de variétés toriques

AT — A5
AS 5 A5

Le morphisme quotient 42/ Ami — AS' /A3 consiste & associer & tout raffine-
ment S’ de S le pavage induit de la facette S’ de S.

De fagon analogue a la proposition I1.5, on montre :
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Proposition I1.10. — Pour S un pavage convexe entier de S C S™ et S’
une facette de S comme ci-dessus, ['oubli des coordonnées en dehors de S’

G\ [ (A*Es = {0}) — Gu\ [ (A*E. —{0})
i€S ies’
(@i)ies = (Ti)ies
définit un morphisme

QSF - Q5P

au-dessus de AS — AS'. Il respecte les actions de Aut(Eg) x - -- x Aut(E,)
et des tores G5 /Gy, G /Gy, reliés par la restriction G5 — G2 . u

Il suffit d’étudier ces morphismes dans le cas ou S’ est une cellule de
S, le cas général s’en déduisant par composition avec les morphismes de la
proposition II.5.

Dans ce cas ot dim S’ = dim S, explicitons le morphisme Q¥ — QS"F
au niveau des fibres. Si U est un pavage entier convexe de S qui raffine S,
le pavage induit U’ de S’ est un sous-ensemble de U et le morphisme induit
entre fibres au-dessus de ay et oy

o B
Gry~ — Gryy

consiste & associer a toute famille de sous-espaces (Fy — E)ycy comme
dans le corollaire I1.3 la sous-famille (Fy — E)y ey

Dans la situation de la proposition ci-dessus, on obtient en passant aux
quotients par les actions libres des tores G5 /G,, et GJ /G, un morphisme

. . =SE =S.E . .
entre compactifications 77 — Q qui prolonge le morphisme
—FE —E

et s’inscrit dans un carré commutatif :

—S.E —S' E
0= — Q

| |
ASJAS — A5 JAS
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On peut noter la conséquence suivante du théoreme I1.4 :

Corollaire I1.11. — Soient S et S’ deux convexes entiers de S™ et F' un
point de la cellule de Schubert mince Grg’,E qui est dans l’adhérence schématique
de Grz” dans Gr™F (ce qui impose S' C S).
Alors il existe un pavage entier convere S de S dont S’ soit une facette
et tel que le morphisme
Grg” — Gry”
contienne F' dans son image.

Démonstration. — Par hypothese, il existe un point F; de la cellule de Schu-
bert mince GrTS’E a valeurs dans le point générique d'un trait 7" et dont la
spécialisation F, dans Gr™Z soit égale a F.

Le point F;, induit un point Fn de 'ouvert @TQE = ﬁgE de la variété
projective Q%7 1l se prolonge en un point de 0°" A valeurs dans T dont
la spécialisation F'; est contenue dans la strate @;E = ﬁﬁE associée a un
certain pavage entier convexe S de S. B B

Ce pavage S compte nécessairement S’ parmi ses éléments et il répond a
la question posée. [ ]

Remarques :

e Ce lemme implique que pour que Grg’,E rencontre I’adhérence de Grg’E, il
faut non seulement que S’ C S mais aussi que S admette un pavage entier
convexe comptant S’ parmi ses facettes.

e Quand S = {i = (i) € S™ | i, < rgFE,,Va} (et en particulier quand
tous les E, sont égaux a A" et S = S™"), ’hypothése du lemme est au-
tomatiquement vérifiée car alors la strate Gry” est ouverte et dense dans la
grassmannienne Gr™”.

7) Changement des espaces ambiants

On consideére toujours un espace gradué
FE = EO D---P En

et un convexe entier S de S™".
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Pour tout indice «, 0 < a < n, on note

_ S
To =T — d{O,...,n} —{a} -

Les morphismes naturels
Grg? — GrrePe

(F— E)= (F/FNEg, . n} {a} = Ea)

se prolongent en les morphismes simpliciaux

Q% —  GrloPe
I

=S,
Q

associés aux n + 1 applications

{0} = {0,1,...,n}

0— «

par la proposition I1.9.
On a donc un morphisme produit

Q5F 5 Grrofo x ... x GroPn

=S.E

Q

qui est équivariant relativement a l'action de Aut(Ep) X - - x Aut(E,) laquelle
est transitive sur la base.
On prouve facilement :
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Lemme II.12. — Dans la situation ci-dessus, la fibre de Q%F qu-dessus
de tout point (E},... E') de Gr"@®0 x ... x Gr"™"n s’%identifie a Q5F si
E' désigne lespace gradué E' = Ej @ --- @ E|. Cette identification est
compatible avec les projections sur la variété torique A°, avec laction de

G /Gy, et avec les actions du stabilisateur Py X --- x P, de E}, ..., E! dans
Aut(Ep) x---x Aut(FE,) et de Aut(Eg) x---x Aut(E)) reliés par la restriction
des automorphismes Py — Aut(Ey), ..., P, — Aut(E)). u

, , . ’ E ~nE
Il résulte de ce lemme que pour étudier tous les schémas Grg”, Grg ,

=S,E . . . .
Q5F Q77 il suffit de le faire dans le cas ou tous les facteurs E, sont égaux
A A", avec donc E = (A")""l. Mais alors, d’aprés ce qu’on a vu au paragraphe

précédent IL.6, tous ces schémas apparaissent dans 1’étude des Q™" et Q"
qui compactifient les PGL"™ / PGL,.
8) Dualité

Dans ce paragraphe, on fixe une famille d’entiers eg,e;,...,e, > 1 de

somme e = ey + - - -+ €.
Si r est un entier vérifiant 0 < r < e et rY désigne la différence e — r,
I’application affine

. . . . .V _ . . .
i = (d, %1, -,0p) 1" = (g — Gp,€1 —f1,---, €y — ip)
définit une bijection du convexe entier
ST ={i=(ig,...,0n) € S"" | iq < e, Va}

sur
STV,Q — {1 = (2.0’ .. 7271,) [ S’/‘VJL | Zla S eaava} .

On a (rY)Y = r et les deux bijections S™¢ — Srv’g, SrYse — §™e gont, inverses
I'une de Pautre.
Cette bijection S™¢ — S7"¢ échange les convexes entiers de part et

d’autre. Si S est un convexe entier de S™¢ et S son image dans S™ ¢, la
composition de la bijection induite S — SV avec les fonctions v : S¥ — R

définit un isomorphisme linéaire

\% ~
RS =5 RY
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cs' —cp,

Vv
cs —C7,
et donc

¢S/’ —cscs

qui respecte les structures d’éventails. Elle induit des isomorphismes com-
patibles de tores et de variétés toriques

Vv ~
A — A7,
A s AS

Le morphisme quotient associe & tout pavage entier convexe de SV son image
réciproque par la bijection affine S — SV.

Considérons maintenant un espace gradué
E=E&®---®F,
dont les facteurs Ey, ..., F, sont de rangs ey, ..., e,, et son dual
E'=Ej®---®E .

Pour tout point 2 = (%9, ... ,%,) de S™¢ d’image 1¥ = (€g — ig, - -, €n — In)
\%2 . . .
dans S” ¢, on a des isomorphismes canoniques

(A" E.)Y =5 AVEY

ANE, =5 (A'E,) ®@detE ot detE =AE,

et donc . .
AE, =5 (AVEY)®det E .

En faisant la somme sur tous les points z de S™¢, on obtient un isomorphisme

Gm\ J[ (A*E.—{0}) =G\ J] (ALE]-{0}).

i€ sre jesrVe
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Il induit 'isomorphisme entre grassmanniennes

Grf = GrFY
qui consiste & associer a tout sous-espace de rang r de

F—FE
le sous-espace de rang r¥ = e —r de EV
Ft— EY
qui est I'orthogonal de F'
F' =Ker[EY - F"].

Pour tout convexe entier S C S™€, cet isomorphisme transforme la strate
E \% EV \ Vv

Grg” de Gr"F en la strate Grigy” de Gr" ¥,
Ici encore, on prouve :

Proposition I1.13. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus, si S
. P \% . .
est un conveze entier dans S™¢ et SV son transformé dans S™ ¢, l’isomorphis-

G\ [[ (A*E. — {0}) = G\ J] (ALE) —{0})

ics jesv
produit des isomorphismes canoniques
ANE, = (A EY)®detE, i€ S,
induit un isomorphisme
QS,E % ASV,EV
au-dessus de AS — AS". Il respecte les actions de Aut(Ep) x - - - x Aut(F,,)

et Aut(EY) x - x Aut(EY) reliés par (ug, - .., u,) = (tugt, ..., tut) et des
tores G2 /Gy, G5 /Gy, reliés par G5 5 G5 ]

Si S est un pavage entier convexe de S et S le pavage correspondant de
SV, I'isomorphisme induit
GrgE = G‘rrg’Ev

entre fibres au-dessus de ag et agv consiste & associer & toute famille de
sous-espaces (Fg < E)ges comme dans le corollaire I1.3 la famille des sous-
espaces orthogonaux (Fg < EV)gres.
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III. Etude de quelques familles simples
de compactifications

1) Les cas des rangs r =1 et r =2

Quand le rang r est égal & 1, le simplexe S™ = SY" = {(4y,...,1,) €
Nt | 4o+ - -+i, = 1} ne compte pas d’autres points entiers que ses sommets
et donc il ne contient pas de pavé entier plus petit et n’admet pas de pavage
entier non trivial. On a

AP = A" = @ /(6o = {1}
SiE=Ey®---® E, est un espace gradué, on a pour S = St
~SE  =SE  —~1FE
Q7" =Qp =Grg =P(Ep) X xXP(E,).
En particulier, si £ = (A')"*! et S = S™" on a
=1n  =1n ~—1ln =l

A partir de maintenant, nous voulons étudier le cas ol le rang r est égal
4 2. Tout d’abord, nous allons considérer les variétés toriques A° associées
aux pavés S du simplexe S?" et montrer en particulier qu’elles sont lisses.
On commence par :

Lemme II1.1. — Pour n > 1 une multiplicité arbitraire, soit S un convezre
entier du simplexe S*™ qui est de codimension 1 et n'est pas contenu dans
une face de S*™. Alors S est lintersection de S*™ avec I'hyperplan qui le
supporte.

Démonstration. — L'hyperplan qui supporte S est défini par une équation de

la forme Y 4, = 1, pour I une partie non triviale de {0,1,...,n}. Notant
acl

J la partie complémentaire de I et ng = |I| — 1, ny = |J| — 1, l'intersection
de §%2" = {(2’0, ey dy) € NV ‘ > iy = 2} avec cet hyperplan s’écrit

0<a<n

{(ia)aef eN | ia= 1}><{(ia)aej eN | Y ia= 1} = Shmo x ghmt |

acl a€eJ
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Elle est nécessairement égale & S puisque SV et S1™ ne contiennent pas
de pavés entiers plus petits. [ ]

On déduit de ce lemme :

Proposition IIL.2. — Soient S un pavé entier dans le simplexe S*™ de
dimension n et de coté 2 et S un pavage entier convezre de S.

(i) Associons a S le graphe dont les sommets correspondent aux pavés de S
et les arétes aux faces de codimension 1 qui sont communes a deux pavés de
S.

Alors ce graphe est un arbre conneze.

(ii) Si |S| désigne le nombre des pavés de S, le pavage S est le raffinement
commun de |S|—1 pavages entiers convexes consistant chacun en exactement
deur pavés.

Démonstration. — (i) Comme S est convexe, ce graphe est connexe. C’est un
arbre car, d’apres le lemme III.1, ses arétes correspondent & des hyperplans
dans S?" et il n’est possible de passer d’un coté & l'autre d’un tel hyperplan
qu’en traversant l’aréte correspondante.

(i) I s’agit des pavages & deux pavés définis par les hyperplans de S%"
associés aux | S| — 1 arétes de 'arbre de S. u

Puis cette proposition implique :

Corollaire II1.3. — Pour toute multiplicité n > 1 et tout pavé entier S de
S2"  la variété torique A° des pavages entiers convewes de S est lisse.

Ses orbites de codimension 1 sont celles associées aux pavages constitués
de deuz pavés et plus généralement la codimension d’une orbite A3 associée
a un pavage S est égale a |S| — 1. a

Les pavages les plus fins de S sont ceux dont tous les pavés sont minimaux
au sens qu’on ne peut les subdiviser en pavés strictement plus petits.

Démonstration. — Soient S un pavage entier convexe de S et v : S — Z une
fonction qui est dans le cone ?g. Si Hy,...,Hy (avec k = |S| — 1) désignent
les hyperplans correspondant aux arétes de I’arbre de S, on peut alors écrire

V=01 F Vg
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ou pour tout 7, 1 < ¢ < k, v; est une fonction sur S, a valeurs dans Z, qui
est dans le cone C° et dont la restriction & chaque co6té de I'hyperplan H; est
affine.

Ceci prouve que la variété torique A° est lisse. Les autres assertions sont
immédiates. [ ]

Bien siir, si S est un convexe entier dans S?»" de codimension > 1, le
lemme I1.6 s’applique et la variété torique A° est encore lisse.

Considérons maintenant un espace gradué £ = Ey®- - -® F,, et venons-en
aux cellules de Schubert minces.

Lemme I11.4. — Pour tout convexe entier S du simpleze S*" tel que rg E, >
Tq =2— dfo,...,n}—{a}: 0 < a <n, la cellule de Schubert mince associée Gra®
dans la grassmannienne Gr>F vérifie :

(i) Gri’E est non vide, lisse et géométriquement conneze.

(i) Si S" est une face de S, le morphisme Gr?g’E — Grg’,E est lisse surjectif et
ses fibres sont géométriquement connexes.

(iii) Si S' est un conveze entier contenu dans S, Gral est contenue dans
adhérence schématique de Grg~ dans la grassmannienne Gro~.

Vadhé hématique de Gry” dans | jenne Gr®¥

iv) Si S est un pavé minimal, l'action de Aut(Ep) X - - - X Aut(E,) sur Gry
iv) Si S est s minimal, Uaction de Aut(E, Aut(E Gry”
est transitive.

v) Si tous les E, sont de rangs > 2, S est un pavé minimal e est une

Sit les E, td > 2,5 est > minimal et S’ est

face de S de codimension 1 qui n’est contenue dans aucune face de S*™, le

sous-tore
Ker [(G5,)g — (G, )]

des fonctions affines S — Gy, qui valent 1 sur S’ agit transitivement sur les
fibres de Gry” — Gry”.

Démonstration. — Le schéma Gry” classifie la donnée d'un espace F' de
dimension 2 et de n + 1 homomorphismes linéaires EY — FY, 0 < a < n,
tels que

e FV est engendré par les images des EY — FV,
e pour tout a, Ey — FY est nul si dfy . 4 = 2, de rang 1 si

dfo,...,n}f{a} =1 et de rang 2 si dfo’___m},{a} =0,
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e pour tous a, B tels que dy .1 (4 =1 =d{, ) (s, les deux homo-
morphismes de rang 1

EY - F', Ej—F"
ont méme image si et seulement si df; .1 (5 = L.

On en déduit aussitot les assertions (i) et (iii).
Quand S’ est une face de S définie par une équation i, = 0, le morphisme
Cry” — Gry” consiste & oublier I'homomorphisme EY — FV et & garder

mémoire des autres Ef — FV, 3 # a. Quand $' est définie par ZI 1q = 1
ac

et que > i, < 1 [resp. > 1] sur S, tous les homomorphismes E) — FV,
acl

a € I [resp. «a ¢ I] sont de rang 1 et ont méme image F'" et le morphisme
Cry” — Gra” consiste & considérer les homomorphismes induits EY — FV,
o€ Iresp. a ¢ l]et Ey — FY/F", B¢ I [resp. 3 € I]. D'oti Iassertion
(ii).

Quand S est un pavé minimal, deux cas sont possibles : ou bien I'un des
homomorphismes E) — F" est de rang 2 et tous les autres sont de rang 1 et
ont méme image, ou bien tous les homomorphismes EY — F" sont de rang
1 et les droites images sont au nombre de 3 exactement. Cela implique (iv).
Pour (v), on remarque que la face S’ correspond & considérer la droite image
[resp. I'une des 3 droites images| F'Y dans F' et le morphisme Grg’E — Gré’,E

associe & F' comme ci-dessus la famille des homomorphismes induits dans F"V
et FV/F". u

Passant aux recollements GrgE des cellules de Schubert minces, on ob-
tient :

Lemme IIL.5. — Soient S un pavé entier du simpleze S*™ tel que rg E, >
To = 2—d*{g0’___’n}_{a}, 0 < a<mn, etS un pavage entier convezre de S. Alors :
(i) Le schéma GréE est lisse et géométriquement connexe et pour tout pavé

R ., 2 FE 2 E . . .
S' de S, le morphisme de restriction Grg~ — Grg,  est lisse surjectif et ses
fibres sont géométriquement connexes.

(ii) Si S’ est un raffinement de S obtenu en subdivisant un unique pavé de
S en deuzr pavés dont l'un est minimal, le schéma Gr?.;’,E est contenu dans

l'adhérence schématique de QEE dans Q5F.
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Démonstration. — D’apres le lemme 11.12, il suffit de traiter le cas ou tous
les E, sont de rang 2.

Partons de la cellule de Schubert mince Grg’,E associée a un pavé S’ de
S. Ce pavé correspond a un sommet de I'arbre connexe associé a S. On
peut alors recoller I'une apres I'autre les cellules de Schubert minces Gré’f,E
associées aux autres pavés S” de S c¢’est-a-dire aux autres sommets de ’arbre
en progressant le long des branches a partir du sommet initial.

Alors (i) résulte des assertions (i) et (ii) du lemme II1.4 et (ii) résulte des
assertions (iii), (v) et (ii) de ce lemme. n

Nous sommes parés pour prouver :

Théoreme II1.6. — Soient E = Ey®---® E,, un espace gradué et S un pavé
entier du simpleze S*>" tel que 1gE, > 14 = 2 — d7, i 0 a < n.
Al {0,...,n} — {a}

ors :

(i) Le morphisme de structure équivariant
Q5F — A5

. . , . L =8,E
est lisse et surjectif. Par conséquent, la compactification équivariante 0~
—E . .. . .
de Grg  est lisse et son bord est un diviseur a croisements normauz.

(ii) Pour toute face S' de S, le morphisme équivariant
Q5 — Q5F x 4o A5

de la proposition 11.5 est lisse et surjectif.

(iii) Pour tout pavage entier convexe S de S et toute facette S" du pavage S,
le morphisme équivariant

QSF L OFF 5 o AS
de la proposition 11.10 est lisse et surjectif.

Démonstration. — (i) On rappelle que les fibres du morphisme Q5% — A%
au-dessus des points distingués as des orbites de A% sont les schémas GrEE.
Il résulte donc du lemme IT1.5(i) que toutes les fibres de Q5% — A% sont non
vides, lisses et géométriquement connexes.
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Si S est un pavage entier convexe de S et S’ est un raffinement de S
obtenu comme dans le lemme IT1.5(ii), I'orbite Ag, est de codimension 1 dans

adhérence schématique de D'orbite .A§ dans la variété torique A°. Comme
la strate ngE est contenue dans ’adhérence schématique de QEE dans Q5%

la dimension de la fibre Grz’,E est égale a celle de GrgE.

Or, si S est un pavage entier convexe arbitraire de S et S’ est un raf-
finement de S dont tous les pavés sont minimaux, on peut passer de S & S’
par une succession de raffinements oii, a chaque pas, on subdivise un unique
pavé en deux pavés dont I'un est minimal ; cela implique que GrgE et Grg’,E
ont méme dimension et que QE;E est contenue dans ’adhérence schématique
de Q"

On en déduit que tous les GrgE ont la méme dimension que Grg’E et que,
quand S n’admet pas de raffinement, QEE est contenue dans l’adhérence
schématique Q'5F de Q5" dans Q5F.

Le morphisme "% — A% sur la variété torique normale A° est équidi-
mensionnel et ses fibres sont lisses. Il est donc lisse. Son image est un ouvert
invariant de A% qui contient toutes les orbites fermées, c’est A% tout entiere.
Cela impose Q5 = Q5 puisque les fibres de Q%5F — A% sont toutes lisses
de la méme dimension et géométriquement connexes.

Ainsi le morphisme Q5F — A5 est-il lisse et de méme Q7 — A5/ A3
Comme d’apres le corollaire I11.3 la variété torique A% est lisse, la compacti-
fication O de @EE est lisse et son bord est un diviseur a croisements
normaux.

(ii) 11 suffit de traiter le cas ou la face S’ de S est de codimension 1 et ou
tous les F, sont de rang 2.

Comme (i) est déja connu, on a seulement besoin de montrer que si S est
un pavage entier convexe de S qui ou bien est trivial ou bien ne peut étre
raffiné et si S’ désigne le pavage induit de S’, le morphisme Gr?g’E — Gr?’,E
est lisse. - a

Si S est trivial ou plus généralement si S’ est trivial (ce qui est le cas
d’apres le lemme III.1 si la face S’ de S n’est contenue dans aucune face de
521), la lissité de Gry” — Gr%” résulte du lemme ITL4(ii) en recollant les
pavés de S les uns aprés les autres le long de leur arbre en partant de celui
dont S’ est une face.
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Reste le cas ou le pavage S ne peut étre raffiné (donc est constitué de
pavés minimaux) et ou le pavage induit S’ est non trivial.

On peut trouver une face 7" commune 3 deux cellules de S’ et qui est de
codimension 1 dans S’ (ou dans la face de S*™ identifiée & S>"~! qui supporte
S’) puis une face T commune a deux pavés de S, qui est de codimension 1
dans S ou S?" et qui vérifie TN S' = T".

On a un carré commutatif

o1, d’apres le lemme IT1.4(v), les tores (G5, )s et (G3, ) des fonctions S — G,
S" — G, qui sont affines sur chaque cellule de S ou S’ agissent transitive-
ment sur les fibres des deux morphismes horizontaux (lesquels sont lisses et
surjectifs).

Comme I'homomorphisme de restriction

(Gn)s = (G)s

est surjectif et que le morphisme
GrzT’E — Grfp’,E

est trivialement lisse (on est réduit au cas r = 1), on conclut que le morphisme
GrgE — Grg’,E

est lisse et surjectif.
(iii) D’apres (ii), on peut supposer que S’ est un pavé de S.

Ici encore, il suffit de prouver que si U est un pavage entier convexe de S
qui raffine S et U’ désigne le pavage induit de S’, le morphisme

2,F 2,E
Gr(j — GrU’/
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est lisse et surjectif. Cela résulte du lemme II.4(ii) en complétant pas & pas
Iarbre de U’ jusqu’a obtenir celui de U. n

On voit en particulier en prenant E = (A%)"*! et S = S?™ que toutes les
compactifications équivariantes Q™" des @;’n = PGL}™! /PGL, sont lisses
et que leurs bords sont des diviseurs a croisements normaux. Comme on
a dit dans l'introduction, la premiere démonstration correcte de ce résultat
(avec une méthode de construction différente pour les compactifications 52’n)
figure dans l'article [Faltings,2001].

De plus, pour toute application injective ¢ : {0,...,p} — {0,...,n} (qui
identifie S* & une face de dimension p du simplexe S%"), le morphisme
simplicial associé

O O X o 00 AP AR

est lisse.

2) Espaces de configurations en rangs r =1 et r = 2 et leurs duaux

Dans tout ce paragraphe, on considere un espace gradué £ = Ey®---DFE,
ol tous les facteurs E, sont des copies de Al.

Pour » = 1, il y a un unique espace de configurations 6;’” : clest le
classifiant des familles de n + 1 points (nécessairement tous confondus) dans
PY. 11 est égal au schéma trivial réduit & un point.

Pour 7 = 2 et S = {(ig,...,in) € S?" | iu < 1, Va}, @zE s’identifie
a l'espace 6?” qui classifie (& action prés du groupe projectif PGLz) les
configurations de n + 1 points deux a deux distincts sur la droite projective
P'. Clest le schéma M, , .1 classifiant les courbes de genre 0 avec n +
1 points marqués. D’apreés le théoreme II1.6(i), la compactification Q° de
@zE = 6;’” est lisse et son bord est un diviseur a croisements normaux.
Elle est isomorphe a la compactification MO,HH de My, , 11 construite par
Grothendieck et Knudsen. L’indexation des strates de bord par les pavages
de S figure déja dans article [Kapranov].

Le cas r = 2, n = 3, est le birapport

C¥ > p' - {0,1,00}, O° = p!

explicité dans I'exemple & la fin du paragraphe I1.3.
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Voyons maintenant ce que deviennent ces espaces de configurations et
leurs compactifications par les isomorphismes de dualité r <+ (n + 1) — r de
la proposition II1.13.

Quand r = n, le pavé entier {(ig,...,4,) € N*T! | ig +---+ i, = n et
io <1,Va} =5 C S™" ne contient pas de pavé entier plus petit. L’espace

de configurations Cg" classifie les familles de r + 1 points P,..., P en
position générale dans P"!. Etant donnée une telle famille, il existe un
unique élément gp, . p. du groupe projectif PGL, qui envoie %, ..., P, sur

(4,1,...,1),(L,0,...,0),...,(0,...,0,1). On retrouve le fait que le quotient

n,n .. PR TR .
Cg est trivial réduit a un point.
Quand n = r + 1, considérons un pavé entier

S C{(dgy---,in) EN"TH ig+---+i, =7 et i, <1, Va}

dont I'intersection avec la face d’équation 7,, = 0 soit de dimension maximale
n—1=r. L’espace de configurations Cg" classifie les familles de r + 2 points
Py, ..., P., P telles que Py, P,..., P, soient en position générale et que P
vérifie vis-a-vis de Py, ..., P, les relations de dépendance ou d’indépendance
linéaire prescrites par S. D’apres le théoréme II1.6(i) combiné avec la propo-
sition 11.13, la compactification 2" de CJ" est lisse et son bord est un diviseur
a croisements normaux.

On a:

Lemme IIL.7. — Quand n=1r+1 et S C {(ig,... 1) € S | in < 1, Va}
est un pavé entier comme ci-dessus, la fleche

(P07 ey P’I‘) P) = gPo,...,PT(P)
définit un isomorphisme de U;’n sur un ouvert d’un sous-espace affine de
A
1l se prolonge en un morphisme partout bien défini

S _
Q> pt.

Démonstration. — La premiere assertion résulte de la définition méme de
I'espace de configurations C§" puisque C’;’n est son quotient par l’action
libre de PGL,.

93



Comme C" est un ouvert dense dans Q° qui est lisse, le prolongement
Q° = Prest unique s’il existe. Son existence n’a besoin d’étre vérifiée que
localement.

Considérons donc un pavage entier convexe S de S et restreignons-nous
a Pouvert invariant A’ de A° qui est la réunion des orbites associées aux
pavages plus grossiers que S et a I'image réciproque de A’/ Ag dans 0.

La face S’ de S définie par ’équation 4,, = 0 est de dimension maximale
n—1 = r. Elle est égale au pavé {(ig,...,%,) € Nt | ig+---+4, =7
et i, < 1, Va} qui ne contient pas de pavé plus petit. Donc le pavage de
S’" induit par S est trivial. Il existe dans S un unique pavé Sy qui admet
S’ comme face. Choisissons dans Sy une famille eg, de n + 1 points qui est
génératrice (c’est-a-dire engendre le réseau des points entiers Z"" dans R™™).
Elle définit un scindage

Qe - Gy, = (G5, bes, : G, /(Gy)o — G,
de la suite exacte
1= (G =G =G /(G — 1.
Pour tout point z € S, on note
b, o AG = Cn/(G)o — G

le caractere de Ag qui est la composante d’indice i de beSO. Sur l'ouvert
considéré A’ de A, il se prolonge en un morphisme équivariant

A — Al

qui est a valeurs dans G,,, siz € Sp.

Pour 1 < a < r, on note i, le point de S’ C S™" dont toutes les coor-
données valent 1 sauf celles d’indices a et n = r + 1 qui valent 0. Et on note
J,, le point de S™" dont toutes les coordonnées valent 1 sauf celles d’indices 0
et a qui valent 0. Comme Sj est un pavé dont S’ est une face, I'un au moins
des points Jol1<a<r est dans Sp.

Comme tous les E,, 0 < o < n, sont des copies de A', chaque A E, i € S,
s’identifie & Al et la fleche

bz, (A) - 2;

-

A,J@i — 7
O ies) > | G2

1<a<lr
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(ot on pose ngO(/\) -x; =081 i ¢ S) définit un morphisme

A x G\ [[ (ALE, — {0}) — P!

i€s

qui est invariant par le tore G, /G, .
Il induit un morphisme

ﬁs XAS/Ag AI/Ag — ]P’r_l

.. N =5 =rmn .. . sy .
dont la restriction a I'ouvert dense 2y = C'g" coincide avec celui qu’on s’était
donné.

D’ot la conclusion. [ ]

Donnons aussi ’énoncé dual du lemme II1.7 avec cette fois r = 2 et n
arbitraire. On considére donc un pavé entier S C {(ig,...,4i,) € N*T! |
ig+ -+ +i, =2 et i, <1, Va} dont 'intersection avec la face d’équation
i, = 1 soit de dimension maximale n — 1. L’espace de configurations 03’”
classifie les familles de n + 1 points P, ..., P,_1, Py telles que Py, ..., P,_1
soient différents de P, et vérifient entre eux les relations d’égalité ou de
différence prescrites par S. Comme S est un pavé, Py,..., P,_1 ne peuvent
étre confondus avec Py et on peut supposer par exemple que S prescrit P; #
bB.

On note P +— [Py, P1, P, Py] le birapport qui a pour valeur 0 si P = P,
1si P=P et oosi P=P,. Voici I’énoncé dual du lemme III.7 :

Corollaire II1.8. — Etant donné S C {(ig,...,,) € S*" | i, < 1, Va} un
pavé entier comme ci-dessus, la fleche

(POapla---aPn—I;Poo) — ([P07P17Paapoo])2§a§n—1

, . . . —2,n
définit un isomorphisme de C'y" sur un ouvert d’un sous-espace affine de
ATL*Z
1l se prolonge en un morphisme partout bien défini

=S

Q> P2,
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Considérons maintenant deux entiers arbitraires r et n et un pavé entier
S C {(igy---,in) € S™™ | i < 1, Va} dont l'intersection avec la face définie
par i, = 0,V a > r, soit de dimension maximale r. L’espace de configurations

C3" classifie les familles de n + 1 points P, ..., P, dans P"~! vérifiant les
relations de dépendance ou d’indépendance linéaire prescrites par S et tels
en particulier que P, ..., P, soient en position générale.

Pour tout a, r < a < n, notons S la face de S définie les équations
ig = 0 pour tous les § > r avec § # a.
On a des morphismes induits

1 o) —r,r+1
Cq" = O™ ou CO§" — Cla

qui consistent a conserver les points P, ..., P, et P, et a oublier les autres.
D’apres le théoreme II.9, ils se prolongent naturellement en des mor-
phismes

2’ - a”

au-dessus de A5/ A5 — A5/ A5".
Mais on a construit dans le lemme III.7 des morphismes partout bien
définis ga

Q —pt.

En les composant avec les précédents, on obtient finalement un morphisme
Q% — (.

Notons Py, Pi, ..., P, les points de P" ! de coordonnées (1,1,...,1), (1,0,...,
0), ..., (0,...,0,1). Et pour tout point (P,1,...,P,) de (P"" 1" et toute
partie I de {0,1,...,n}, notons P le sous-espace projectif de P"~! engendré
parles P,,a €. On a:

Proposition II1.9. — Pour S C {(ig,.--,in) € S™" | in < 1, Va} un pavé
entier comme ci-dessus, le morphisme

QS N (]P,r—l)n—r

identifie Uowvert C'q" au sous-schéma localement fermé de (P"~1)"" constitué
des familles (Pyy1,. .., P,) telles que

VIC{0,...,n}, dim(P;)=r—1-— d*{go’___’n},I.
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De plus, si I est une partie de {0,...,n} et d > 0 est un entier, l’image
réciproque dans Q° du sous-schéma fermé de (P"~1)"" défini par

dim(P;) < d

est de la forme

Q X.AS/.A(“; A/A@
avec A un sous-schéma fermé invariant de la variété torique AS.

Démonstration. — La premiere assertion résulte de la définition de I'espace de
configurations C¢" (dans le discussion qui précéde ’énoncé du théoréme 1.11
de Gelfand et MacPherson) puisque ég’" est son quotient par 'action libre
de PGL,.

Pour la deuxieme assertion, nous allons d’abord nous placer au-dessus de
I'ouvert invariant affine A’ de A% réunion des orbites A2, indexées par les
pavages plus grossiers qu'un pavage entier convexe fixé S de S.

Comme S’ = {(ig,...,0n) € S™ | 4o < 1, Va et i, =0,Va > r} ne
contient pas de convexe entier plus petit de méme dimension, S’ est une face
de S et le pavage de S’ induit par S est trivial. Dans S, il y a un pavé Sy qui
admet S comme face. Il est unique car s’il y en avait un autre .S), il existerait
des décompositions non triviales r = s + ¢, {0,...,n} = JII J' telles que

(Z.(),...,Z.n)ESoi Ziazs,
aedJ

(G0, 1in) €Sp = D Ga >
acJ
#(JIN{0,....r}H) >s+1,
#(J'n{0,....1}) > +1

ce qui est impossible.
Comme dans la démonstration du lemme IIL.7, considérons alors une
famille génératrice eg, dans Sy et le scindage

beso = (6%50)165 L Af = an/(an)@ — Grsn
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qu’elle induit pour la suite exacte
1= (G)y =G =6 /() —1.
Pour tout i € S, le caractére bl sy € prolonge en

IriO:A'—>A1.

€s

Il reste & valeurs dans G, siz € Sp.

Sil < a<r,on note i, le point de S" dont les coordonnées valent 1 en
les indices de {0,...,7} —{a} et O ailleurs. Et sil <a<r,r+1<8<n,
on note i? le point de S™ dont les coordonnées valent 1 en les indices de
{BYU{1,...,r} —{a} et 0 ailleurs.

Alors la restriction du morphisme

o e
QS,E S50 = (]P’T 1)n r
A louvert Q57 x 45 A" de Q%F plongé comme sous-schéma fermé dans

A x G\ [[(ALE, — {0}) = P~ ?

i€s

s’écrit

B
bla ()\) - T.8
(A (@i)ies) = (Pﬂ = (% :
beso( )'l’ia 1<a<r/ r11<8<n
Mais si on revient 3 la construction du schéma Q%F dans la démonstration
du théoréme I1.4, on voit que la famille de coordonnées

bi (N -z € ALE,, i€ S,

850

complétée par 0 en les indices z € S — S, définit un point de la grassman-
nienne
Gr"¥ < P(A"E).

Il en résulte que dans 25 x 4s A’ la condition fermée
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est équivalente a

Vi=(igy--s0n) €8, D ia2d+2= b (N)-2;=0.
acl
Comme les coordonnées x; sont toujours non nulles, ce sous-schéma fermé est

I'image réciproque du sous-schéma fermé invariant A’ N A de A’ défini par

les équations b, (A) =0, Vi = (i, ...,i,) € S vérifiant > i > d+2. Ce
acl
sous-schéma fermé A’ N A ne dépend pas du choix de la famille génératrice

es, dans Sy car si on remplace celle-ci par une autre, tous les b 5 5€ trouvent
simplement multipliés par des caracteres de Ag qui se prolongent sur A’
et restent & valeurs dans G,,. Il en résulte aussitot que les A"’ N A sur les
différents ouverts affines A’ de A° se recollent pour définir un sous-schéma
fermé invariant A < A% qui répond & la question posée. [ ]

Sin>retSC{(ig,...,0n) €S| iy <1,Va} est un pavé entier, il y a
plusieurs parties I ¢ {0,...,n} de cardinal r + 1 telles que, pour n’importe
quel point (P,...,P,) de l'espace de configurations 62", la sous-famille
(P,)acr soit en position générale dans P™~*,

Ces parties induisent chacune un morphisme

QS s (Pr—l){o,...,n}—I

qui vérifie les propriétés de la proposition II11.9 mais en général ces mor-
phismes ne peuvent étre transformés les uns dans les autres par des auto-
morphismes de P" L,

3) Un lemme de Chow pour les espaces de configurations

On se place toujours dans le cadre des espaces de configurations C'g et
de leurs compactifications a°.

Comme conséquence de la proposition II1.9, nous allons prouver le résultat
suivant qui complete la proposition 1.13 :

Théoreme II1.10. — Soient X un schéma réduit, de type fini et propre sur
SpecZ et Zy,..., 7, une famille finie de sous-schémas fermés de X.
Alors il existe un entier n > 3, un pavé entier S de S*™ ayant un espace

de configurations 03’”, un morphisme Q° = X dela compactification Q° de
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—3,n . ;. . Py
C§" sur X et des sous-schémas fermés invariants Ay, ..., Ay de la variété
torique A° tels que :

e e morphisme O° = X induit un isomorphisme de 6;’" = ;’n/ PGL;
sur un ouvert non vide de X,

e les sous-schémas fermés de Q° 1mmages réciproques de 2y, . .., Ly coinci-
dent avec les images réciproques de Ay/Aj, ..., A,/ A par le mor-
phisme de structure

0° = A5 A5

Démonstration. — D’apres le lemme de Chow, on peut supposer que X est
projectif sur SpecZ et il n’y a pas de restriction a supposer également que
c’est un schéma integre.

Choisissons un plongement

X — pm!

qui ne se factorise & travers aucun sous-espace non trivial de P !. Notant
Xi,...,X,, les coordonnées homogenes dans P™ !, considérons une famille
finie {P} de polynémes homogenes en les variables X7i,..., X, telle que
chacun des sous-schémas fermés X et Zi,..., 7, de P! soit défini par une
sous-famille de {P}.

Pour tout P € {P} et tout indice 7, 1 < 7 < m, notons P; le polynome

en les variables X]’: =3H1<j<m,j # 1, qui est obtenu en remplacant les

X;, 1 <j <m, par les i—% Chaque P; s’écrit
Pi=Qi— R

ou Q; et R; sont des polyndmes a coefficients dans N. Ceux-ci peuvent étre
construits en introduisant un nombre fini de variables supplémentaires X! =
et X]Z:, 7 > m, et de relations de la forme

X; == X;/ + X;Il ;

ou
X; - X;/ . X;H .
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Maintenant, représentons tout cela en termes de configurations dans le
plan projectif P2.

Commencgons par choisir une origine 0, deux points “a l'infini” distincts
oo and 004 et un troisiéme point, A, sur la droite (0 004).

Voyons les variables homogenes Xi,..., X,, comme des points deux a
deux distincts sur la droite (0 c0) —{0, 00}. Pour tout i, 1 < ¢ < m, ces points
représentent aussi les variables X]’:, 1 < 5 < m, si on décide de considérer
X; comme l'unité. Puis introduisons les autres variables X3, j > m, sous la
forme d’autres points sur la droite (0c0).

Pour 1 < ¢ < m, on introduit encore le point A* défini par les relations
d’alignement suivantes :

1
o/ /xi:xi

Et on représente toutes les relations choisies

X.; = X;/ + X;Il 3

ou
X; - X]Z/ X‘;Il

comme dans la démonstration de la proposition 1.13, mais en faisant jouer
au point X; = X} le role de I'unité sur la droite (0 0o) des variables.

Quant a toutes les autres relations d’alignement ou de coincidence de
points, on demande qu’elles soient vérifiées ou pas suivant qu’elles le sont ou
non au point générique de X.

Si m + 1 désigne le nombre total de points de P?> qu'on a introduit, on a
défini un espace de configurations Cg’” associé a un certain pavé entier S de
S3m,
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En associant a toute configuration comme ci-dessus la famille des birap-
ports
([0’ Xz'za Xgl'v Oo])l <jis<m>
on définit un morphisme
oo o pml
qui ne dépend pas de 7, 1 <7 < m. Il est clair que c’est un isomorphisme de
C3" sur un ouvert non vide de X < pmL.
Il reste & prouver que cet isomorphisme se prolonge naturellement, en un
morphisme
Q° —pml
et que pour tout polynéme homogene P € {P}, le sous-schéma fermé de Q°
ou P s’annule est de la forme

QS X.AS/.Ag A/Ag

pour un certain sous schéma fermé invariant A de A°.
Notons 6?’, I’espace de configurations des points 0, oo et X;,1<:<
m, en position générale sur la droite projective (00oo) et Q° sa compactifi-
cation.
D’apres le corollaire I1.8, le morphisme
—2,m+1

ot T

d’oubli des points autres que 0,00 et X;, 1 < ¢ < m, se prolonge naturelle-

ment en un morphisme
=5 =5
Q" —=Q

au-dessus de A5/ A5 — A% /A5
Son composé avec le morphisme
=5 _
Q0 —pmt

du corollaire IT1.8 est un morphisme

=95

Q —-pmt
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qui prolonge I'immersion localement fermée
—3, _
Oy = X —pmt.

. . 1. =S =S o,
Pour tout 7, 1 < ¢ < m, considérons 'ouvert 2; de Q° constitué des

points dont I'image dans P! a sa coordonnée d’indice ¢ non nulle.
Considérons aussi I'immersion localement fermée

oy — (PP
qui est définie en envoyant les points A’,0, 00,004 sur les points de coor-
données (1,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) dans P?2. Comme on a vu dans la

discussion qui précede I’énoncé de la proposition I11.9, elle se prolonge na-
turellement en un morphisme

T Q% = (P2

Par ce morphisme, la composante X; = X} est envoyée sur le point de P?
de coordonnées (1,1,0). L’ouvert QZS se définit donc en demandant que les
images des composantes X; = X; (qui sont nécessairement sur la droite
passant par (1,0,0) et (0,1,0)) soient distinctes du point (0,1,0). D’apres
la proposition II1.9, il existe un ouvert invariant A° C AS tel que ﬁf soit
I'image réciproque de A?/A§ par le morphisme de structure Q° — A5/ A3

Si P est un polynéme homogeéne de la famille { P}, I’équation P = 0 sur
Q° est équivalente sur chaque ouvert ﬁf a P, = 0 ou encore Q; = R;. Or,
d’apres la proposition II1.9, toutes les relations d’alignement qu’on a posées
pour définir ’espace de configurations 6;’” sont encore vérifiées par les com-

n=3_ Cela implique que sur 'ouvert

posantes du morphisme 7 : Q° — (P2)

ﬁ-s, I’équation ); = R; équivaut a la coincidence de deux des composantes
? .

dans P? du morphisme 7¢. Toujours d’aprés la proposition IIL.9, le fermé

qu’elle définit est de la forme
o° i s
Q X.AS/.AS (A ﬂA)/A@
pour A N A un sous-schéma fermé invariant de A’

On peut supposer que A’ N A est minimal parmi tous les sous-schémas
fermés invariants de A* vérifiant cette propriété.
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Alors les différents A* N A, 1 < ¢ < m, se recollent pour définir un sous-
schéma fermé invariant A de A° tel que I’équation P = 0 définisse dans o°
le sous-schéma fermé image réciproque de A/A3.

Cela termine la démonstration. [ ]

La tour des raffinements successifs d’une configuration :

On remarque qu’a partir du moment ot on a un espace de configurations
C3"™ et sa compactification Q° vérifiant les conclusions du théoréme II1.10
relativement & un schéma X, alors on en a une infinité qui s’ordonnent en
un systeme projectif au-dessus de X.

Considérons en effet un entier n > 3 et un pavé entier S C S*" qui a un
espace de configurations 52’” qui est un schéma quasi-projectif integre.

Ajoutons & la configuration que définit S un nombre fini n' —n de points
du plan projectif qui sont des intersections de paires de droites reliant des
points déja tracés. Puis imposant a 1’ensemble constitué de ces nouveaux
points et des anciens toutes les relations d’alignement ou de non-alignement
qui sont vérifiées génériquement. Cela définit un type de configurations c’est-
a-dire un pavé entier S’ dans S*". L’oubli des nouveaux points définit un
morphisme ,

ot oY
qui, par construction méme, est une immersion ouverte. D’apres la proposi-
tion IL.9, il définit aussi un morphisme entre compactifications projectives

o =0
qui prolonge le précédent et s’inscrit dans un carré commutatif :
o = Q
\J \J
AS'/ .A0' — ASJA3

S

Bien siir, on peut reproduire & partir de S’ le méme type de raffinement qu’on
a appliqué a S, et cela une infinité de fois si I'on veut. ..
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- ~3 =S .. . S . N
Si Cy™ et Q7 vérifient les conclusions du théoréme II1.9 relativement & un
schéma X, il en est de méme de tous les nouveaux espaces de configurations
qu’on peut construire par le procédé de raffinements successifs ci-dessus.

4) Conséquences de ’action du groupe Aut(Ej) x - -- x Aut(E,)

Pour £ = Ey®E1®- - -®E, un espace gradué et r > 1 un entier arbitraire,
les cellules de Schubert minces Grig” et les schémas Q57 Q%% sont munis
d’actions naturelles du groupe Aut(Fp) x --- x Aut(FE,) qui respectent les
morphismes de structure Q€ — A4S, %% — AS /A3

Dans ce paragraphe, nous allons tirer quelques conséquences générales de
I’existence de ces actions. Cela permettra en particulier de montrer que dans
le cas de multiplicités n+1 < 3 les morphismes de structure Q% — A% sont
lisses. Cela raménera aussi dans une large mesure 1'étude des compactifica-
tions Q7 & celle des espaces de configurations U;’,n .

On commence par des résultats préliminaires.

Pour S un convexe entier de S™" défini par le matroide (df Jic {0,...n}, ON
note Sy et S° ses faces inférieure et supérieure c’est-a-dire les convexes entiers
des simplexes

{(ih R Zn) €N Z lo =T — dfﬂ}}: Sr_d{so}’n_l

1<a<n

(i e | 3 tamdyy}e §5mr

1<a<n

qui sont définis par
(i1, -, in) € So & (dfgy 71, -,0n) €S,

et
(i1, 0n) € S° & (r—dfy 01, -,0n) €S

On a:

Lemme II1.11. — 57 S est un convexe entier défini par les familles (df); C{0,..n}s
les convexes entiers Sy et S° sont définis par les familles

di° = diy o —dfyy, 1CA{1,...,n},
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et .
di" =d7, 1C{1,...,n}.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme 1.4. [ ]

Si F— FE=FEy®---® F, est un point de la cellule de Schubert mince
Gr”, on note de méme

FOZF/FﬂEo%El@@Ena
F'=FNEu,. = Eq.m=FEi& - &FE,.
On remarque :

Lemme IT1.12. — Pour tout convexe entier S de S™", la donnée d’un point
F de la cellule de Schubert mince Grg® est équivalente d celle de

e un sous-espace Fygy de Eq de dimension dfo}:
7dk{§0}’E{1 ..... n}

e un point de Grr;0 c’est-a-dire un sous-espace Fy de E1®- - @
E, tel que, pour toute partie I C {1,...,n}, Fo N E; soit de dimension

dfo} ul — dfo}:

e un homomorphisme
u : FO — E()/F{O}

tel que, pour toute I C {1,...,n}, le noyau de la restriction
(I FO N E] — EO/F{O}

de uw a FyN E; soit de dimension d}g.

Démonstration. — Dans cette équivalence, on a Fygy = FNEy, Fy = F/FNE,
et FCEQF CEy®E &---® E, =FE est 'image réciproque du graphe
de u par la projection Ey @ Fy — Ey/Fyo) @ Fy. [

Faisons maintenant agir le groupe Aut(E)) :
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Proposition II1.13. — Soient S un pavé entier de S™ (c’est-a-dire un
conveze entier de dimension mazimale n) et F un point (a valeurs dans un
corps) de la cellule de Schubert mince Gr'”.

Alors Uorbite de F sous Uaction de Aut(Ey) dans Grg® — Gr"F contient
dans son adhérence un point F' de Gr™F dont le conveze entier associé S’
est un pavé qui vérifie

Aoy +dYy y=r—1.

Démonstration. — Représentons F' sous la forme (Fioy, Fo,u : Fo — Eo/Floy)
du lemme II1.12.
Comme S est un pavé, on a dfo} + d?l,...,n} < r — 1. Supposons dfo} +
df1,...,n} <7 — 2 ; cela signifie que I’homomorphisme u est de rang > 2.
L’hypothese que S est un pavé est équivalente a dire que pour toutes
parties I, J # @ avec I11J ={1,...,n} et Fy = (FyNE)® (FyNE;), ona

F()Q (FOHE[)GB(F()HEJ)

qui s’écrit encore
u#0 sur FoNE;S. (P)

Faisons agir sur u le sous-groupe de Aut(Ey) qui préserve le sous-espace
Fyoy. L’adhérence de 'orbite de u est le sous-espace linéaire des homomor-
phismes Fy — Ey/F{o; dont le noyau contient celui de w. Il contient certaine-
ment un homomorphisme u' de rang 1 qui continue & vérifier la propriété (P).

Alors le sous-espace F' de E = Ey&® --- @ E,, qui correspond au triplet
(Froy, Fo,u' - Fy — Ey/Foy) répond a la question posée. [ |

On déduit de cette proposition :

Corollaire I11.14. — Soient S un convexe entier de S™", S un pavage entier
convere de S et F un point (¢ valeurs dans un corps) du schéma associé
Crg?.

On suppose que l'adhérence dans Q5F de l'orbite de F sous la double
a(:;téon de Aut(Ey) x -+ x Aut(E,) et de G5 /Gy, est contenue dans la strate
Qg
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Alors tous les hyperplans d’équations i, = dy (0 < a < n, d*{ga} <d, <
Tog =T — dA{S'O,...,n}f{a}) dans S sont des réunions de faces du pavage S.

Démonstration. — D’apres la proposition I1.7, on peut supposer que S est un
pavé.
11 suffit de prouver que tout pavé S’ du pavage S vérifie

Ay +df Ly =7—1.

Le point F' de Grg’E consiste en une famille de sous-espaces Fg € GrTS’,E
indexés par les pavés S’ de S.

Pour chaque S’ et d’apres la proposition I11.13, il existe un point G de
Gr™F A valeurs dans un trait T (dont on note 7 le point générique) tel que

e la générisation G, de G est dans Porbite de Fg dans Gr” sous
laction de Aut(Ey),

e le convexe entier S” associé a la spécialisation G%, de Gg est un pavé
contenu dans S’ qui vérifie

df(’)’} + dff,...,n} =r—1.

Comme le morphisme de restriction Grg” — Grg” est équivariant sous
Paction de Aut(Eyp) x - -+ x Aut(E,) et qu’il envoie F' sur Fe, le point G se
releve en un point G" de GrgE a valeurs dans 7 qui est dans 1’orbite de F' sous

Paction de Aut(Ep). Le quotient 0 de Q5 par I'action libre de G, /Gy
étant projectif, il existe un point A de G2, /G,, & valeurs dans 7 tel que le
point - G" € Q5F(n) se prolonge en un point de Q%% & valeurs dans le trait
T. Le pavage de S associé a la spécialisation de ce point est un raffinement
S' de S qui comprend S” parmi ses pavés.

Or, d’aprés ’hypothése du corollaire, on a nécessairement S’ = S et donc
S" =5". D’ou la conclusion. [

Si S est un convexe entier de S™", on notera S, (“c” pour “coordonnées”)
le pavage qui est défini en découpant S suivant tous les hyperplans de co-
ordonnées i, = d, (0 < a < n, dfa} <dy <To =71 —do,..n}-1{a}). Clest
un pavage entier convexe de S. On notera A5 l'orbite de la variété torique
A% qui correspond & ce pavage. L’adhérence schématique 715 = A2 de A3
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dans A° est la réunion des orbites associées aux pavages entiers convexes de
S qui raffinent le pavage S, par les hyperplans de coordonnées ; ces pavages
seront appelés pavages a tranches, ce sont ceux qui vérifient la conclusion du
corollaire III.14.

Pour tout espace vectoriel E' de rang fini, on note Dr” la variété des
drapeaux de E'. Et si 7/, 7" sont des entiers vérifiant 0 < v’ < " < rg F',
on note DIl ™I E' 1a variété “de drapeaux partiels” qui classifie les familles
de sous-espaces de E’ de rangs r',r' + 1,...,r" emboités les uns dans les
autres. On sait que toutes sont homogenes sous l'action de Aut(E’) et on a
des morphismes d’oubli équivariants Dr” — Drl" ™"} E",

Les strates ﬁﬁE indexées par les pavages a tranches S sont naturellement
fibrées au-dessus de telles variétés de drapeaux :

Proposition I11.15. — Soit S un convexe entier de S™, avec ro, = r —
dfo,...,n}_{a}; 0<a<mn. Alors :

: ) . =SE
(i) Le sous-schéma fermé de 2

S,

est naturellement muni d’un morphisme

— S
QﬁcyE _> H Dr[d{a},Ta],Ea

0<a<n

équivariant sous laction de Aut(Ep) x - -- x Aut(E,).

(ii) Si S est un pavage a tranches de S, les fibres du morphisme équivariant

9o I Difhres
0<a<n

sont isomorphes a un sous-schéma fermé du tore
S /(S
G,/ (Gp)s

(ot on rappelle que (GS))s désigne le sous-tore de G5, stabilisateur du point
distingué ag de A3).
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(iii) Si S est un pavage entier convexe de S tel que la strate QEE soit fermée

dans QS’E, S est un pavage a tranches et QZ’E est un revetement fini, plat et
équivariant de

H Dr[d"{ga}a"'a]a Eo

0<a<ln

Démonstration. — (i) Pour tout élément j = (jo,...,jn) de S, le point {j}
est une facette du pavage S,. D’apres la proposition 11.10, la fleche

Gu\ [] (A*E. —{0}) = G \(ALE, — {0})

ics
(i)ies — Zj
définit un morphisme équivariant
o%f gl
Mais d’apres la proposition I1.7, on a un isomorphisme canonique

quhP ~, qlichBo qlinhBr _ qpdoBo o s QpinEn

Pour tout a, 0 < a < n, et tout entier d, € [dfa},ra], on a donc une
famille de morphismes équivariants

02 _y QrdarPa

indexés par les éléments j = (Jo, ..., jn) € S tels que j, = d,.
On doit prouver les deux assertions suivantes :

(1) Ces morphismes ne dépendent pas de j.

(2) Pour tout «, 0 < o < n, le morphisme induit

Q=" — 11 Greorte
dfa}gdagra

N . , a3 | ,ra], E
se factorise & travers le sous-schéma fermé Drl%ay:7al Ba.
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Pour (1), considérons n’importe quelle facette S’ du pavage S, qui est
contenue dans ’hyperplan d’équation ¢, = d,. D’apres le lemme 1.7, elle est
de la forme S’ = {d,} x S” ou S” est un convexe entier de

cer| ¥ ipmroa)esen,
« 0<B<n
B#a

D’apres les propositions I1.10 et I1.7, on a un morphisme
0Sef _ 8 F _qldebBa G5 E/Ba _ (1 dasEa )5 B/ Ba

do,Eo

. . . =SB . ,
a travers lequel se factorisent tous les morphismes 27" — Gr indexés

par les points j € S’, et ceux-ci sont donc égaux.

Pour (2), considérons un entier d, vérifiant dfa} < d, < re. On peut
certainement relier les deux hyperplans d’équations ¢, = d, et i, = dy + 1
par une facette S’ de S, de dimension 1. D’apres le lemme 1.7, il existe un
indice o' # a tel que cette facette soit de la forme

S'=8"x I {is}
0<A<n
B#a,al
avec
S" ={(das o), (da + 1, jor — 1)}
Toujours d’apres les propositions I1.10 et I1.7, on a un morphisme

ﬁﬁcaE N ﬁS”,Ea @Eal

. . . =S.,E =S B
A travers lequel se factorisent les deux morphismes Q" — Grie-fo %7
Griet1Ba  Mais comme S” est un segment de longueur 1 et n’admet pas de
pavage non trivial, on a
QS”,EQ SE, _ ﬁg”,EaEBEa/ _ mda—kja/,Ea@Ea/
—_— - SII
Dr[dayda + 1}7Ea X Dr[ja’vja’ - 1]7Ea’ X

Le résultat s’en déduit aussitot.
(ii)) Comme Aut(Ep) x --- x Aut(E,) agit transitivement sur la base

II Drl%ey 7al Ba

0<a<n
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toutes les fibres de QEE sur celle-ci sont isomorphes entre elles. On a un
diagramme commutatif naturel

5" = Gr" /(@0)s/6n) = (©0)s\ TL(A B~ {0)

1 1

II Drl%ay 7ol Fa — P(ALE,)

0<a<n 1ES

ou les deux fleches horizontales sont des immersions fermées. On conclut
en remarquant que la deuxiéme fleche verticale est un torseur sous le tore

G/ (G)s-
(iii) Le pavage S est a tranches d’aprés le corollaire II1.14. D’apres (ii), les
fibres du morphisme

05 I D
0<a<n
sont isomorphes & un sous-schéma fermé de G /(G5 )s. Si la strate O
p m m i. i

est fermée dans ﬁS’E, ce sous-schéma est projectif donc fini puisque le tore
G /(GS)s est un schéma affine. ]

Le corollaire II1.14 fait que beaucoup de propriétés des schémas Q5F se
lisent sur celles de leurs strates qui sont associées a des pavages a tranches :

Proposition IT1.16. — Soit S un convexe entier de S™". Alors :

(i) Pour que le morphisme de structure
O%F - A5

soit lisse, il suffit que pour tout pavage a tranches S de S, le schéma Grri

. Ve Ve hd S E
soit contenu dans l'adhérence schématique de la strate ouverte Q5™ de O5F
L. " . . E
et soit lisse de méme dimension que Gryg".

(ii) On suppose que Q5EF — A5 est lisse et que S' est une face de S telle que
QS E — A5 est lisse.

Pour que le morphisme de restriction a la face S’

'
QS,E — QS E XAS’ AS
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soit lisse, il suffit que pour tout pavage a tranches S de S induisant un pavage
S’ (nécessairement a tranches) de S’, le morphisme

b B
Gry~ — Gry

soit lisse.

(iii) Soient S un pavage entier convere de S et S’ une facette de S tels que
les morphismes de structure Q5F — AS et Q5"F — AS" soient lisses.

Pour que le morphisme de restriction a la facette S’
QSF 5 05 F x o AS

soit lisse, il suffit que pour tout pavage a tranches U de S qui raffine S et
induit un pavage U’ de S', le morphisme

E E
Gry” — Grp
soit lisse.

Démonstration. — (i) Par hypothese, le schéma Grg’E est équidimensionnel
d’'une certaine dimension d. Si Q'*F désigne 1'adhérence schématique de la
strate ouverte Qg’E dans Q%% toutes ses fibres au-dessus de A% sont donc
de dimension > d en tout point. D’autre part, d’apres le corollaire I11.14
et 'hypothese, tous les GrgE sont de dimension < d. Donc Q5F — A5 est
équidimensionnel et méme universellement ouvert puisque A% est normal.

Soit A5 le sous-schéma fermé réduit invariant de A% réunion des orbites
A% associées & des pavages S qui n’ont pas de raffinement non trivial (et en
particulier sont & tranches). Puis, pour k > 1, soit .A¢ le sous-schéma fermé
réduit invariant de .A° réunion des orbites A3 associées & des pavages S dont
tout raffinement non trivial correspond & une orbite de A7 _;.

Nous voulons montrer par récurrence sur k > 0 que Q5 x 45 A7 est lisse
de dimension d sur A5 et contenu dans Q'5¥. On le sait déja pour k = 0
d’apres les hypothéeses.

Si k > 1, supposons le résultat déja connu pour £k — 1. Ainsi le schéma
O5F x 45 A7 et son sous-schéma fermé Q'5F x s AP coincident-ils au-dessus
de A7 ;. Comme Q5% — A5 est universellement ouvert et que A5 — A3
est une réunion finie d’orbites ouvertes dans A3, on obtient que Q5% x 4s
A7 — A? est universellement ouvert puis que son ouvert de lissité contient
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Q5F x 45 A7_;. Cet ouvert de lissité est stable par la double action de
Aut(Eg) x - - - x Aut(E,) et de G5, /Gy, si bien que, d’apres le corollaire I11.14,
il contient les strates Q37 associées aux orbites A3 C AS — A5 | telles que le
pavage S ne soit pas & tranches. Et d’aprés I'hypothése il contient aussi les
strates au-dessus de A7 — A7 | qui sont associées & des pavages & tranches.
Ainsi, Q57 x 45 A7 — A7 est lisse et il en est de méme de Q'5F x 45 A7 —
A3, Cela implique que Q5% x 45 A? est un sous-schéma a la fois ouvert et
fermé de Q%% x 45 A7. La différence est un sous-schéma fermé de Q5F qui
s’envoie dans Ay — A7 ;. D’apreés le corollaire I11.14, les pavages associés &
ses points sont nécessairement a tranches si bien que I'hypothese implique
que cette différence est vide c’est-a-dire que Q% x 45 A7 est contenu dans
Q/S,E.
(ii) Par hypothese, les deux schémas Q5F et Q5 F x 4o A sont lisses sur la
variété torique normale A2. Le lieu de lissité du morphisme

!
Q§,E - QS ,E X g5t Ai

est un ouvert de 25F qui est stable par la double action de Aut(Ey) x - -+ x
Aut(E,) et de (G )g/Gy,. D’apres hypothese, il contient les fibres Gr};” as-
sociées a tous les raffinements U de S qui sont a tranches. Le corollaire TTT1.14
implique qu’il est égal & Q% tout entier.

(iii) se prouve comme (ii). u

5) Lissité pour les multiplicités n+1 <3

On considere toujours dans ce paragraphe un espace gradué F = FEy, @
---@ FE,. Nous allons prouver que lorsqu’on a n < 2, tous les morphismes de
structure Q5% — A% sont lisses.

On commence par les faits suivants qui sont propres aux multiplicités
n+1<3:

Lemme I11.17. — Considérons un rang r arbitraire, un entier n < 2 et un
conveze entier S dans S™" = {(ig, ..., 1) € N"T! |49+ ---+4, =71} Alors :

(i) Le convexe S est défini par des inéquations de la forme

do <ia <7o, 0<a<n.

114



Le sous-espace affine de R™ qu’il engendre est l'intersection des hyper-
plans de coordonnées qui le contiennent.

(ii) Le pavage S, de S par les hyperplans de coordonnées raffine tous les autres
pavages entiers converes. En particulier, il est le seul pavage a tranches.

Le sous-tore (G5,)s_ de G, stabilisateur du point distingué o de Uorbite
fermée Agc — A5 est égal a GS, tout entier.

Démonstration. — (i) Cela résulte de ce que dans {0,1} et {0,1,2}, toute
partie non triviale est de cardinal 1 ou a un complémentaire de cardinal 1.

(ii) La premiere assertion est conséquence immédiate de (i). Les cellules du
pavage S, sont des simplexes : des segments de longueur minimale 1 si S est
de dimension 1 et des triangles équilatéraux de c6té minimal 1 si S est de
dimension 2. Comme (Gj,)s_ est le sous-tore des fonctions S — G, dont la
restriction & chaque cellule de S, est affine, il est égal & G, tout entier. m

On illustre (i) dans le cas n = 2 en disant que dans le triangle équilatéral
S™? les convexes entiers sont les hexagones (éventuellement dégénérés) dont
les cotés sont paralleles a ceux du triangle :

Il résulte de (i) que pour n < 2 les variétés toriques A° sont toujours
affines. Elles sont lisses si n = 1 (ou n = 0) mais elles ne le sont pas en
général si n = 2.

Puis passons aux cellules de Schubert minces et a leurs recollements :
Lemme II1.18. — Pour n < 2 et r un rang arbitraire, soient S un conveze
entier de S™" et S, son pavage par les hyperplans de coordonnées. Si E =

Ey®---® E, est un espace gradué tel que r — d‘{SO,...,n}f{a} =r, <rgk,,
0<a<sn,ona:
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(i) Le morphisme équivariant canonique

Grg’ =05 = [ Dilfleyreh®e
0<a<ln
est un isomorphisme.
(ii) Les schémas Gry” et Gr'g” sont non vides, géométriquement connexes et
lisses de la méme dimension.
(iii) La fibre Grch est contenue dans l'adhérence schématique de la strate

ouverte QSE de Q5E.

Démonstration. — (i) D’apres la proposition I11.15(ii), les fibres de ce mor-
phisme sont isomorphes & un sous-schéma fermé de G5, /(G;,)s,. On conclut
d’apres le lemme II1.17(ii).

(ii) I suffit de traiter le cas ou n = 2.

Notons do = df,y et 7o = 7 — d{ 19y 1, les minima et maxima des
coordonnées i,, 0 < a < 2, des points de S, avec donc S = {(4¢, i1,12) € N |
g +i1+ia =71et dy < iy <71y, Va}. Etnotonse, =rgF,, 0<a<n.

Pour construire les points F' de Grg’E, il faut d’abord construire les in-
tersections F'* = F'N E, et les projections F, de F' sur les F,, 0 < a < 2.
Ce sont des sous-espaces de dimensions respectives d, et r, et qui vérifient
F* C F,. Cette construction est représentable par un schéma, projectif, lisse
et géométriquement connexe, de dimension

Z [Ta(ea — Ta) + do(re —dy)] = Z [To€a + dore — 12 —d2].
0<a<2 0<a<2

Choisir F' revient alors & choisir dans Fy/F° @ F;/F! & Fy/F? un sous-
espace de dimension r — (do + di + d3) dont 'intersection avec chacun des
facteurs soit triviale et dont la projection sur chacun des facteurs soit surjec-
tive. Cette construction est représentable par un morphisme quasi-projectif,
lisse et a fibres géométriquement connexes de dimension

[’I“—(d0+d1+d2)][7"0+7“1+7"2—7”]:—T2+T2(da+’l"a)—2da7”[j.
« a’/@

Ainsi la cellule de Schubert mince Grig” est-elle géométriquement connexe et
lisse de dimension

—1P 4> eara+T Y (dot1a)— D> darg— > (d2+712).

a?B a
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D’autre part, le quotient @;E de Grch par laction libre de (G?,) s, /G, =

GS /Gy, est isomorphe &
H Dr[dayra]aEa

0<a<2

. E . , L. . .
si bien que Grg” est lisse géométriquement connexe. La dimension de  []
Ze 0<a<?

Dylderral, Fa ggt
Z [Ta(ea—ra)+(7“a—1)+(ra—2)+...+da]

0<a<2
To(ra —1)  do(de —1

Pour calculer le cardinal de S, on écrit S comme la différence entre un
grand triangle équilatéral de c6té r — (do + dy + da) et trois petits triangles
de cotés respectifs r — (do +dy + da) — (1o —do) = 1,0 < a < 2:

On obtient
#S _ (’I“—(do+d1+d2)+2)(’r—(do+d1+d2)+1)
2

(r—(rat+ X dg)+1)(r — (ro+ X dg))

- Z B#a B#a

0<a<?2 2

= —7“2+7'<d0+d1+d2)+7‘(7”0+’l“1+?"2)— z doﬂ”g

a#p

1 1 1 1
—= 32— oS A+ (rg+ 1) — = (do+dy +d) + 1.
24 24 2 2
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. . B 4 . . .
La dimension de Grg est égale & la somme de la dimension de ]
= 0<a<2

Drlde:rel:Ba ot de (#S — 1). Elle vaut

—1? 4> eaTa+Td (dot+1a)— > darg— > (d2+712)
« a a#p a
qui est aussi la dimension de Grg’E calculée précédemment.
(iii) D’apres le corollaire I11.14, ’adhérence schématique de Qg’E dans Q5%
doit rencontrer au moins une fibre GrgE associée a un pavage a tranches S

de S. Mais d’apres le lemme II1.17(ii), S, est I'unique pavage a tranches
de S donc cette adhérence rencontre GrgE. Elle le contient car GrgE est,

7 7. . ~ . . B .
géométriquement connexe et lisse de méme dimension que Grg~ (ou bien
parce qu’il est homogene). [ ]

Les deux lemmes précédents II1.17 et II1.18 permettent d’appliquer telle
quelle la proposition IT1.16 et on obtient :

Théoreme II1.19. — Soient n un entier < 2, r un rang arbitraire et S un
convexe entier de S™" tel que r — d‘{SO,...,n}f{a} =714 <18E,, 0 < a < n.
Alors :

(i) Le morphisme de structure
Q%% — A8

est lisse surjectif et ses fibres sont géométriquement connexes.
. . =8E , =T,E . .
La compactification Q7 de Grg  est lisse sur son champ torique de base

ASJAS.

(ii) Pour toute face S' de S, le morphisme de restriction a S’
Q%F - Q%F x 45 A°

est lisse surjectif et ses fibres sont géométriquement connexes.

(iii) Pour tout pavage entier convexe S de S, le schéma GrgE est non vide,
géométriquement conneze et lisse d’une dimension qui ne dépend que de S.
51 S' est une facette de S, le morphisme de restriction a S’

!
QE,E N QS,E X 4" Ai
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est lisse surjectif et ses fibres sont géométriquement connexes.

Démonstration. — (i) Il suffit de dire que Q5F — A5 est surjectif car il est lisse
et son image contient I'unique orbite fermée. Ses fibres sont géométriquement
connexes car elles le sont au-dessus de 1’orbite associée a I'unique pavage a
tranches.

De méme pour (ii) et (iii). n

Quand on prend E = (A")"™ et S = S™", on obtient en particulier pour
les schémas Q™! et Q™2 (dont on rappelle que les fibres au-dessus des points
unités de A" et A™? s’identifient & GL? / GL, et GL? / GL,) :

Corollaire I11.20. - (i) Les morphismes Q™' — A" et QO™? — A™? sont
lisses surjectifs de dimensions respectives r* et 272,
(ii) Pour toute application injective ¢ : {0,1} — {0,1,2}, le morphisme sim-
plicial induit

Qr,2 —}QT’I X gro1 Ar,2

est lisse de dimension relative r2. ]

Ainsi, la compactification équivariante Q"' de PGL? / PGL, est-elle lisse
sur le champ torique A™!/ A6’1 des pavages de l'intervalle S™! = [0, r]. Cela
signifie qu’elle est lisse et que son bord est un diviseur a croisements normaux
qui compte 7 — 1 composantes. Elle n’est autre que le cas particulier G =
PGL, des compactifications de De Concini et Procesi des groupes algébriques
G semi-simples de type adjoint.

De méme, la compactification Q" de PGL? / PGL, est lisse sur le champ
torique A™?/ A3’2 des pavages entiers convexes du triangle S™? équilatéral de
cOté r. Mais il faut faire attention a ce que, en dehors du cas r = 2, ce champ
torique n’est pas lisse.

Application a la compactification de ’isogénie de Lang de PGL,

Nous pouvons rappeler 'application du précédent corollaire a I'isogénie de
Lang qui est faite dans le dernier paragraphe 3d de l'article [Lafforgue,1999].

On se place sur un corps fini F,.

On note pg, p1, p2 les trois morphismes simpliciaux A™? — A™! ou Q"2 —
Q™! qui sont induits par les trois identifications (49, 1) — (0, 0, 21), (%0, 0, 71),
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(40,71,0) du segment S™ = {(ip,%1) € N | 49 + 41 = r} aux trois cotés du
triangle S™2.

Soit alors A™" la variété torique qui est le noyau du diagramme

dans la catégorie des variétés toriques normales. Le tore de A" est le sous-
T 7,2 ,2 N
tore A" = G5 /Gy, de AF? =G5 /(G5 )g ot :

o S"7 = {(lo,i1,42) € N | ig + iy + g = 7,49 # 0} ¢ S?,

ST , Sr,2 _
e G, est plongé dans G,,” par (Xigi,.ir)io20 = (Nig,ir,is) AVEC Xy iy =
q s g —
)\’il,o,i2 sitg #0et Aoy =1,

e G,, est plongé dans G5 et G5 par A — (Nigyin i = AT 21),

La variété torique A™" est la normalisation de I’adhérence schématique
de Ay" dans A2

Le morphisme équivariant A™" — A™? induit une injection de I’ensemble
des orbites de A™" dans I’ensemble des orbites de A™2. Par conséquent, les
points du champ torique quotient A™"/Ay" s'identifient a un certain type
de pavages entiers convexes du triangle S™? qu’on peut appeler g-convexes.
En voici quelques exemples (lesquels apparaissent méme dans la résolution
des singularités des compactifications des champs de chtoucas de Drinfeld de
rang r avec structure de niveau N sans multiplicités qui est construite dans
le paragraphe IIL.3c de [Lafforgue,2002]) :
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/[ / /\/

/ 7\
7N A

On a dessiné ici 6 pavages entiers g-convexes qui induisent la méme parti-
tion du coté inférieur du triangle c’est-a-dire se projettent via ps sur le méme
point de A"/ AF" = A1 /G-, On remarque d’autre part que comme tous
les pavages entiers g-convexes, chacun des 6 induit la méme partition des
cotés gauche et droite du triangle (qui correspondent & p; et pg). Cependant,
I'ensemble des pavages entiers g-convexes n’est pas symétrique (on ne peut
échanger les indices 0 et 1 dans la relation py = Frob o p;) et on voit que les
6 dessins présentent une sorte d’orientation commune.

On obtient comme conséquence immédiate du corollaire I11.20 :

Théoréme II1.21. — Soit Q™7 le sous-schéma fermé de Q™2 X 4r2 A™T défini
par l’équation
po = Frobop,
dans QL.
Il est muni d’actions du groupe algébrique GL,, du groupe fini GL,(F,) et
du tore G5" commutant entre elles et d’un morphisme équivariant

QT,T _) A’I",’T
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qui est lisse de dimension relative r2.
Sa fibre au-dessus de l'unité du tore Ay" s’identifie d

Po

Ker|GL? /GL, — 5 GL?/GL,|.

Frob o py

Enfin, le quotient Q" de Q"7 par Uaction libre du tore G est projectif.

Démonstration. — Le morphisme Q™7 — A" est lisse car Q™2 X 42 A™7 est
lisse sur A" et le morphisme

Do 02 X e AT 5 QP X n AT

est lisse et donc transversal au morphisme Frob o p;.
Le quotient Q" est projectif car le morphisme Q" — Q0 est fini et 0
est projectif. m

On peut considérer les deux morphismes

D2

r,T r,1
o Q.
po =Frobop;

Au-dessus des éléments unités de A" et A™!, py = Frobo p; est un isomor-
phisme sur GL% / GL, = GL, tandis que p, s'identifie & 'isogénie de Lang

GL, — GL,
g+ Frob(g) tog.

, ’ . . 7T . .
En ce sens, le schéma équivariant 2 muni de ses deux morphismes

=r7 7 =71

o7 0

compactifie I'isogénie de Lang de PGL,.
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6) Relation entre strates des compactifications et produits fibrés
d’espaces de configurations

On considére & nouveau un rang r, un entier n et un espace gradué F =
Ey®---® E, qui sont arbitraires.

On rappelle que pour S un convexe entier de S™" et S un pavage entier
convexe de S, on a construit la strate ﬁzE du schéma projectif 0> en deux
temps : D’abord on a formé le produit fibré GrgE des cellules de Schubert
minces GrTS’,E associées aux facettes S’ du pavage S puis on a défini ﬁ;E

comme le quotient de GrgE par l'action libre du tore (GS,)s/Gy, des fonctions
S — Gy, (modulo les fonctions constantes) dont la restriction & chaque cellule

de S est affine.

On peut songer a intervertir ’ordre de ces deux opérations : Pour toute
facette S’ de S, on considere d’abord le quotient @TS,E de la cellule de Schu-
bert mince Grig” par I’action libre du tore (G5 )y/Gy, des fonctions affines
S" — G, (modulo les constantes). Si S” est une face de S’, on a un mor-

phisme induit Gryg  — Grgr. Cela permet de définir le produit fibré des

. ~.E RUSREN —nE
schémas Grg, associés a toutes les facettes du pavage S ; on le notera Grg .
On a un morphisme canonique

ﬁ;E — @E
qui respecte les actions du groupe Aut(Ey) X --- x Aut(F,).

Lemme II1.22. — Pour tout pavage entier convexe S d’un convexe entier S
de S™™, le morphisme équivariant

=95,F —~E
est une immersion fermée.

Démonstration. — Montrons d’abord que c’est une immersion localement
fermée.
. . E
11 suffit de prouver que si z et y sont deux points de Grg~ & valeurs dans

un anneau artinien A qui ont méme image dans @n, ils different par un
élément de ((G3))s/Gm)(A).
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Les points z et y se représentent par des uplets (z;); e s €t (yi); e s d’éléments

des . N
(A*E, —{0})(4) .

Tout ¢ € S est élément d’au moins une cellule S’ de S et comme z et y ont
meéme image dans @;,E , on voit que z; et y; different d’un élément A; de
G (A).

De plus, pour toute cellule S’ de S, et comme z et y ont méme image dans
@;E , la fonction S’ 5 i — \; € G, (A) est affine ce qui signifie exactement
que le uplet (\;);c s est un point du sous-tore (G2,)s de G5..

Il reste a prouver que le morphisme QZE — @;E est propre. Pour
cela, considérons un point T de @;E a valeurs dans un trait 7" et dont la
générisation 7" se reléeve en un point x” de ﬁgE Comme ﬁgE est la strate
ouverte du sous-schéma fermé Q0°7 < Q°F qui est projectif, le point 2" de
ﬁ;E se prolonge en un point = de 0> 3 valeurs dans 7. La spécialisation

=S E =S R .

z® de z est dans la strate (X5 = 0y associée a un pavage entier convexe
S’ de S qui raffine S et on a seulement & montrer S’ = S. Cela résulte de

. ~SE  —~1E
ce que pour toute cellule §’ de S, le morphisme Qg° — Grg, se prolonge
. =S, E  =S'.E S . .

en un morphisme Q%" — Q" au-dessus de A/ A5 — A% /AF qui envoie
nécessairement x sur la composante d’indice S’ de 7. [ ]

Un convexe entier S de S™" sera dit “petit” si pour tout indice a €
{0,...,n}, on a

dfa} + dfo,...,n}f{a} =r—1 ou r.

Il est clair que les faces d’'un convexe entier petit sont également petites.
D’autre part, il résulte de la définition qu’'un pavage entier convexe S d’un
convexe entier S est “a tranches” si et seulement si toutes ses cellules (et
méme toutes ses facettes) sont petites.

Un convexe entier S C S™" est petit si et seulement si il s’écrit sous la
forme

S=(do,....dy)+S

ot dy, ... ,d, sont des entiers et S’ est un convexe entier de S™°" (avec 1’ =
r— (do +---+dy,)) qui vérifie

r'— d?(;,...,n}f{a} =1, Va,
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c’est-a-dire pour lequel on peut parler d’espace de configurations associé
7
5"
On a nécessairement

da:T_dfo,...,n}—{a}_1:Ta_1’ OSOJSTL,

ce qui signifie que I'écriture ci-dessus est unique quand elle existe. Dans ce
cas, le lemme 1.7 induit pour S et S’ la méme décomposition de {0,...,n}

{0,...,n}=JoIl---1LJ,.

S:S()X51X"'Xsp
§'=8yx 8 x--x8,

7

ou pour tout i, S; et S; sont des pavés entiers de S™"™ et ST (avec |J;| =
n; + 1) translatés 'un de ’autre. La réunion des J; tels que n; = 0 est égale
a l'ensemble des o € {0,...,n} tels que

S S _
Aoy + Ao n} (o} =7
On rappelle que par définition
—r';n —rin; —rtn;
o= 1 T = 1 05"
0<i:<p 0<i<p
- n;>1
On convient de noter encore
—r,n —r',n
CS - CS’
avec donc une égalité
~Tn TN
CS - H Csi .

0<i<p
n;>1

Dire qu'un convexe entier S de S™" est petit est équivalent a dire que son
pavage S, par les hyperplans de coordonnées est trivial. Dans ce cas, on a
d’apres la proposition II1.15 un morphisme équivariant canonique

0<a<n
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ot les intervalles [df,,, 7 — dfy .1 1,y] SOnt tous ici de longueur 0 ou 1.
On déduit du théoreme .11 de Gelfand et MacPherson :

Proposition I11.23. — Pour tout conveze entier S de S™™ qui est petit, le
morphisme équivariant

. s e
GrgE — H Dr[d{a}’r d{O ..... n}_{a}]an

0<a<n

se releve en un isomorphisme canonique

—E ~_ 2 L, r—d?
Grg 5 C4" x [ Drl%er %o m— @b P

. . <3z . ds |, r—df ,E
Démonstration. — Considérons un point de T[] Drl%ey ™~ %0,.my - oy} Bo
0<a<ln
Il consiste en une famille de sous-espaces emboités

0CFCF,CE,, 0<a<n,

avec dim F* = df,, dim Fy, = r —d}, .1 (o et donc dim F,,/F* =1 ou 0.
La fibre au-dessus de ce point du morphisme

0<a<ln

classifie les sous-espaces F* de dimension 7 — (dfy, +- - - +dy,,) dans Fo/F°®
Fi/F'®---& F,/F" tels que

VIC{0,...,n}, dim(Fﬂ (@ Fa/Fa)): a7 — > diy .

acl acl

D’aprés le théoreme 1.11, son quotient par 1'action libre de (Gy,)p/Gm
s'identifie & Cy . ]

Si S est un convexe entier de S™" qui est petit et S’ est une face de S,
nécessairement petite, on a un morphisme canonique

—~Tn —~Tn
Cg —=Cg
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entre espaces de configurations associés.

Par conséquent, si S est un pavage entier convexe a tranches d’un convexe
entier arbitraire S de S™", on peut considérer les espaces de configurations
ég” associés a toutes les facettes du pavage S ; ils s’ordonnent en un systeme
projectif dont on note la limite 6;’”.

On a comme conséquence immédiate de la proposition précédente

Proposition I11.24. — Pour £ = Ey & --- @& E, un espace gradué, S un
convexe entier de S™" avec r — dfO,...,n}—{a} =71, <18F,, 0 < a<n et
S un pavage entier convexe de S qui est a tranches, on a un isomorphisme
canonique

~T1E ~ —=rn d3 . ,ral, E
Gry —Cg x ][I Drl%ay el Fo
0<a<n

équivariant sous l'action de Aut(Ep) x - -- x Aut(E,).
De plus, le morphisme de la proposition 111.15

0o [ Dihres
0<a<n

est le composé de ['tmmersion fermée du lemme 111.22
QZE < Gry",
S
de l’isomorphisme ci-dessus et de la projection sur [] Drl%ay el Fa
0<a<n
Démonstration. — Pour toutes les facettes S’ du pavage S, on écrit isomor-

phisme

- E ~ R SI - SI
Grg. =5 Cg' x [ Drl%er” %om-@bFe
0<a<n

La limite projective @EE des Gry est égale au produit de la limite projective
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7) Les pavés entiers petits en dimension n = 3

De fagon générale, si S est un convexe entier petit d'un simplexe S™", la

dimension
S
T — Z d{a}
0<a<n
est toujours comprise entre 0 et n. Cela signifie qu’a translation pres S est
contenu dans le simplexe S™" de coté n.

Appelons minimaux les pavés entiers petits qui n’admettent pas de pavage
entier convexe non trivial et appelons maximaux ceux qui ne sont contenus
dans aucun pavé petit strictement plus grand c’est-a-dire sont définis par une
famille d’inégalités

dagiagdoﬁ—la Ogagn

En dimension n = 3, nous allons dresser la liste de tous les pavés entiers
petits et rappeler quels sont leurs espaces de configurations associés. Tous
sont contenus dans le tétracdre S*° = {(i, 11, 2, 93) € N* | ig+1i1 +ia+iz = 3}
de coté 3 que nous dessinons :

Quand r = 1, il y a dans S*® un unique pavé entier petit St qui est & la
fois minimal et maximal. C’est le tétraedre :
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Son espace de configurations classifie la donnée de 4 points (nécessairement
confondus) dans 'espace projectif de dimension 0 ; il est trivial.

Quand r = 2, le simplexe S?® compte 4 pavés entiers petits de type St
aux quatres coins. Leur complémentaire est le pavé petit maximal Sy que
voici :

f &= =NC

Il compte exactement trois pavages entiers non triviaux Sy qui consistent,
a le couper en deux suivant les trois plans abed, bdef ou acef. Les pavés
entiers S7; de ces pavages sont minimaux.

Au pavé petit Spp est associée la cellule de Schubert mince Grg, qui
classifie les sous-espaces de dimension 2 en position générale dans (A')?%. Les
coordonnées de Pliicker dans A?(A!)* définissent un isomorphisme

Gray =2 {(Aay Aoy Aes Ads Aey Af) € Go /G | Aude — Mg + AcAs = 0}

Le quotient C'g,, de Grg,, par 'action libre de (G¢, )y /G, = G2, /G,y est I'espace
des configurations de 4 points en position générale dans P!. Il est muni des

6 isomorphismes
Cs, — P' - {0,1,00}
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définis par les 6 birapports

Dade Mda MAd Adr A Ay
MA A AN AMAd T XA Ao

Les 6 cellules de Schubert minces Grg; associées aux 6 pavés petits mi-
nimaux Sj; de Sy sont isomorphes aux 6 sous-schémas localement fermés

de
{(Aa, Aoy A, Aay Ae, Ag) € (A° —{0}) /G | Made — XoAa + AeAs =0}

définis par la condition que I'une des 6 coordonnées soit 0 et les autres soient
non nulles. Leurs quotients par 1'action libre de (G¢,)y/G,, = G /G,, sont
des espaces de configurations de 3 points en position générale dans P; ; ils

sont triviaux. D’apres le lemme I11.22, les strates Qzﬁ de la compactification

&% 1. 7~ . - : N :
Q™" de Cg,, sont triviales a fortiori. Elles s’interprétent comme les 3 points

limites 0, 1, oo de B
]P’l — {0, 1, OO} L) CSH .

On remarque enfin que toutes les faces de Sy sont des simplexes si bien
que leurs espaces de configurations associés sont triviaux.

Quand 7 = 3 enfin, le tétraédre S>3 compte 10 pavés petits de type Sy et
4 pavés petits de type Si et leur complémentaire est un pavé petit a la fois
maximal et minimal Sy de la forme :

C’est un simplexe donc son espace associé Cs,, (qui est 'espace des con-
figurations de 4 points en position générale dans P?) est trivial.

On déduit de cette analyse :
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Proposition 111.25. — En dimension n = 3 et pour tout rang r, tout pavé
entier S de S™ et tout pavage entier convexe a tranches S de S, l’espace de
configurations Ug% associé a S est isomorphe a un produit de facteurs

P! —{0,1, 0}
indexés naturellement par les pavés de S qui sont de type S [ ]

Comme les espaces de configurations 6§H associés aux trois pavages non
triviaux Sy des pavés Sy s’interprétent comme les 3 points limites 0,1, 0o
de Cs,, = P! — {0,1,00}, on obtient méme par combinaison avec la proposi-
tion II1.15 et le corollaire I11.24 :

Corollaire I11.26. — En dimension n = 3, considérons un pavé entier S
d’un simpleze S™ et son pavage S. par les hyperplans de coordonnées.

Pour tout espace gradué E = Ey ® E1 @ Ey @ Es tel que rygE, > 1y =
r—df0’1,2’3}7{a}, 0 < a <3, le sous-schéma fermé Q% de 0°F s’identifie a
un sous-schéma fermé invariant par Aut(Eq) X Aut(E;) X Aut(Es) x Aut(E3)
du produit

(Ipl){sn} > H Dr[dfa},ra],Ea
0<a<3

ot {Su} désigne l’ensemble des pavés entiers petits de type Sy contenus dans
le pavé S. [ ]

Quand E = (A")"*! et S = S™" le sous-schéma fermé F de 0°F =
Q" associé au pavage S, de S par les hyperplans de coordonnées pourra étre

noté aussi <
=S ,FE —=T,n
e _ )
Q =0, .

8) Examen des rangs r = 2,3 et 4 en dimension n =3

Nous allons nous servir des résultats du paragraphe précédent pour étudier
les compactifications 07°, 0> et 0 de PGL; /PGLy, PGL3 /PGL3 et
PGL} / PGLy,.

En dimension n = 3 et pour tout pavage entier convexe a tranches S d’un

pavé S C S™3, le sous-tore (G3,)s de G, est constitué des familles de scalaires
(Mi)ies € G, qui vérifient les relations suivantes :
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Pour tout pavé entier petit de type Sy contenu dans S,

a e

on a les deux équations
Aade = A = Ay

si ce pavé est une cellule de S et si au contraire il est coupé en 2 par S par
exemple suivant le plan abcd, on ne garde plus que la seule équation

AaAe = ApAg .

Quand r =2 et S = 5?3, le cardinal de S est 10. Il y a dans S un unique
pavé petit de type Sy si bien que

1g (G5 )s/Gp =10 —2—1=17
si ce pavé est dans le pavage a tranches S, et
1g (G5 )s/Gpr =10—1—1=8

si au contraire il est coupé en deux par S.
D’autre part, ﬁi’?’ < 0" est un sous-schéma fermé invariant par l'action
de PGL3 du produit
Pt x (Dr*’)4
qui est de dimension 1 +4 = 5.

Mais on doit avoir
. =2,3 2
74 dim Q. > nr® =12

d’ou on conclut que
2

Q2 =p! x (Dr*")?*
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et que ﬁi’g est contenu dans 'adhérence schématique de 53’3 dans 0°°. De
plus, pour tout pavage a tranches S, Grg’?’ est lisse de dimension 12 = nr?.
D’apres la proposition I11.16(i), cela donne une nouvelle démonstration de ce
que 0% — A3 est lisse.

Quand r = 3 et S = S*3, le cardinal de S est 1 + 3 + 6 + 10 = 20.

Il y a dans S exactement 4 pavés petits de type Sy et il est facile de se
convaincre que pour tout pavage a tranches S de S les relations qui définissent
le sous-tore (G,)s de G5, ne présentent pas de redondance si bien que

1g (G5 )s/Gmn =20 —4—5s—1=15—35
ol s désigne le nombre, compris entre 0 et 4, de pavés de type Sp que compte

le pavage S.

D’autre part, la strate ﬁzs est un sous-schéma fermé de
(P! — {0,1,00})* x (Dr*")*

lequel a pour dimension s +4 x 3 =12 + s.

.. =33 . R 3,3 . .
Mais si €25” rencontre I'adhérence schématique de €2;”, on doit avoir

rg (G5)s/Gp + dim 05° > mp? = 27

d’ol1 on conclut que
§3,3 _ (P1)4 % (DI“AS)4,

03’ = (' — {0,1,00})° x (Dr*)*,

et que 53’3 et les ﬁg?’ sont contenus dans l’adhérence schématique de 53’3.

Pour tout pavage a tranches S, Grg?’ est lisse de dimension (15—s)+(12+s) =
27 = nr? et d’apres la proposition IT1.16(i), on obtient, :

Proposition I11.27. — Pour n = 3 et r = 3, le morphisme de structure
033 — A33 est lisse de dimension relative 27.

Autrement dit, la compactification équivariante 0> de 53’3 = PGL‘;/
PGL; est lisse sur le champ torique A>®/ Ag’?’ des pavages entiers converes
du tétraédre 53’3 = {(io, il, ’ig, ig) € N4 ‘ io + il + iz + ’i3 = 3} |
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Enfin, examinons le cas ou r =4 et S = S§*3.

Le tétraedre S de coté 4 compte 1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 35 points et il
contient 1 + 3 + 6 = 10 pavés entiers petits de type Si.

Il est facile de se convaincre que pour tout pavage entier convexe a
tranches S de S, les relations qui définissent le sous-tore (G2 )g de G5, présen-
tent au plus une unique redondance. Celle-ci apparait quand dans la figure
suivante

les 6 parallélogrammes 1245, 2367, 3189, 491'2', 872’3’ et 6531’ sont chacun

contenu dans un pavé de type Sy de S ou égal a une face commune de 2
pavés de type Sj;. Il y a une redondance car le produit des 6 équations

AL A2 Az

15 g AAT g A3

— — =1
Aoy " A3e " Mg ’
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Med _ | Aeds U vk
Mo dh D dahs

est égal a 1 = 1.
Ainsi, si s désigne le nombre de pavés de type Sy contenus dans le pavage
a tranches S, on a

g (G2 )g/Gp =35 —10—5—1=24—s
quand il n’y a pas redondance, et
18 (Gp)s/Gm = 25— s

quand il y a redondance.

D’autre part, ﬁg?’ est un sous-schéma fermé de
(' = {0.1,00})° x (Dr**)*

lequel est de dimension s +4 x 6 = 24 + s, et ﬁi’s est un sous-schéma fermé
du schéma de dimension 34

(]P,l)lo « (DrA4)4 )
Les 6 quotients

AAs Aedr Asdg A s Az ds Avdg
A A3de T Mg Ardg T Ae AT Az s

définissent 6 birapports c’est-a-dire 6 morphismes de ﬁi’g dans 6 des facteurs
de
(P1)10 )

Ces 6 birapports 1, o, i3, M4, [5, ftg Vérifient entre eux la relation
H1 p2 3 fha s fte = 1

ce qui définit un sous-schéma fermé intégre de codimension 1 dans (P*)!° que
nous noterons P.

.. =43 , .
Ainsi, €. est un sous-schéma fermé de
Af\4
P x (Dr*)*.
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Or on doit avoir
15 + dim Q,° > nr? = 48 = 15 + dim (P x (Dr*")%)
et on conclut que
Q% =P x (Dr*")*
et que §§,3 est contenu dans ’adhérence schématique de 53’3 = PGLj; /PGL,4
dans Q7.

Trois cas sont possibles pour un pavage entier convexe a tranches S de
S = §43 .
(1) Si la relation g o p3 g pus g = 1 définit dans le schéma

(P! — {0,1,00})?

un sous-schéma de codimension 1 (ce qui ne se produit que si S présente une
. . 43 . . .
redondance), celui-ci est lisse et la fibre Grg” est lisse de dimension 48.

(2) Si cette relation n’est jamais vérifiée dans
(Pl - {0> 1a oo})s ’
4a3 3 93 4,3 4,3 3 ) 3 4a3
Grg” est vide et I'image de 2%° — A%° ne contient pas I'orbite Ag".
(3) Si cette relation est toujours vérifiée dans
(Pl - {0> 1a oo})s )

on a i

— 4

Qg = (P! —{0,1,00})% x (Dr*")*,
et la fibre Grlé3 est lisse. Sa dimension vaut 48 si S ne présente pas de
redondance mais elle vaut 49 si S présente une redondance.

En conclusion, on a montré :

Proposition IT1.28. — Pour n = 3 et r = 4, le morphisme de structure
Q4’3 - A4,3

n’a pas une image ouverte, a fortiori il n’est ni lisse ni plat. Au-dessus des
orbites associées aur pavages entiers convezes de S*3 qui sont & tranches,
ses fibres non vides sont toutes lisses mais certaines ont la dimension 48 et
d’autres la dimension 49.

[ |
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IV. Le fibré équivariant universel
sur la variété torique des facettes des pavages

1) Le champ torique des pavages avec facette distinguée

On considére un convexe entier arbitraire

SCST"—{' (ig, - . ., 4,) € N**! Z ia:r}

0<a<n

défini par un matroide (df);c o, ) de rang r sur {0,1,...,n}.

On rappelle qu'on a noté C° g RY le come des fonctions “convexes” v :
S — R telles que, pour toute fonction affine £ : S — R vérifiant ¢ < v,
le sous-ensemble {i € S | £(i) = v(i)} soit un convexe entier s’il n’est pas
vide. Il a une décomposition C¥ = I1CZ en cones convexes CZ indexés par
les “pavages entiers convexes” S de S et qui sont invariants par le sous-
espace C@S des fonctions affines £ : S — R. Dans 'espace quotient R® /C@S ,
les C3/Cy constituent un éventail qui définit la variété torique A% de tore

AS =G5, /().

Soit alors C5 C C5 C RS le cone des fonctions
v: S =R

qui sont “convexes” c’est-a-dire éléments de C°, sont & valeurs > 0 et sont
telles que ’ensemble {i € S| v() = 0} ne soit pas vide.

Pour tout couple (S, S") formé d’un pavage entier convexe S de S et d’une
facette S’ de ce pavage, on note C35 s le sous-cone convexe non vide de cs
constitué des fonctions v : § — R+ telles que S soit le pavage associé & v
c’est-a-dire v € C5 et que ' = {1 € S | v(z) = 0}.

En particulier, si () désigne le couple formé du pavage trivial de S et de
son unique cellule S, le cone Cj est le point {0} dans RS.

De fagon analogue a la proposition I1.1, on a :

Proposition IV.1. — Pour S C S™" un convexe entier arbitraire, on a :

(i) Le cone CS est la réunion disjointe des cones convezes CE,S, quand
(S,S") décrit ’ensemble des pavages entiers converes S de S avec facette
distinguée S'.
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(ii) Pour tout (S,S"), Uadhérence C§ g de C5 g dans RS est la réunion
disjointe des CEU ou U décrit I’ensemble des pavages entiers convezres de S
plus grossiers que S et U l'ensemble des facettes de U qui contiennent S'.

De plus, Cg,s' est un cone conveze polyédral rationnel dont les faces sont

5 A S ~S
les adhérences Cy; 1, de ces Cg 7.

(iii) Etant donnés deuz pavages entiers convezes S; et Sy de S avec deux
facettes distinguées S et Sz, l'ensemble des pavages avec facette distinguée
(U,U) tels que U soit plus grossier a la fois que Sy et S, et que U contienne
a la fois Sy et Sy n'est pas vide et il admet un plus petit élément (Uy, Up).

5 . S 59 . v AS
L’intersection de Cg s, et Cg s, est égale a Cg_ .

Démonstration. — (i) résulte de la proposition IL.1(i) et de la définition des
cones C3 gr.

(ii) L’adhérence 55,5' de C~§,S, dans R® est constituée des fonctions v : S — R

qui sont convexes, éléments de @ (cest-a-dire dont la restriction a chaque
cellule ou facette de S est affine), & valeurs > 0, et telles que S' C {i € S |
v(z) = 0}. Ainsi (ii) résulte-t-il de la proposition IT.1(ii).

(iii) Cet ensemble n’est pas vide car il contient le couple formé par le pavage
trivial de S et son unique cellule S. Notons (U;,Uy), . .., (U, Uy) ses éléments
et choisissons des fonctions vy, . . ., v dans les sous-cones associés de R°. Les
pavages entiers convexes Uy, ..., U, sont plus grossiers que S; (ou S,) donc
d’apres la proposition 1.5(v) toutes les cellules du pavage U, défini par inter-
section des cellules de U,,...,U, sont encore des convexes entiers. Le cone
Cﬁo contient la fonction vy = vy + - -+ 4+ v et donc U, est un pavage entier
convexe de S.

On a vg > 0 et le sous-ensemble Uy = {i € S | vp(i) = 0} est une facette
du pavage U, qui contient & la fois S; et Sy. Par construction, (U,, Uy) est
le plus petit élément de I'ensemble {(U,,U),. .., (U, Uk)}-

La deuxieme assertion est conséquence immédiate de la premiere et de la
partie (i) déja démontrée. u

D’apres cette proposition, la famille des cones convexes polyédraux ra-

tionnels Cis, constitue un éventail dans I'espace R° des fonctions S —
R. La théorie générale des variétés toriques telle qu'exposée dans [§aint—
Donat,Kempf,§2] associe & cet éventail une variété torique normale A" de
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tore A =G5 . On a :

Lemme IV.2. — Pour tout conveze entier S C S™", l'identification

se prolonge en un morphisme équivariant de variétés toriques partout défini
AS 5 (ahS — {0}
dont les composantes sont des caractéres notés
it A=A, ies.
Le tore Gy, agit librement sur A'S.

Démonstration. — On a un morphisme équivariant partout défini
./Z’S - (Al)S _ {0}

car le come C° C R® qui définit la variété torique A’® est contenu dans celui
des fonctions v > 0 qui s’annulent en au moins un point de S.
La deuxieme assertion est conséquence immédiate de la premiére. [ ]

On note AS la variété torique normale de tore ﬂg = G5, /Gy, qui est le
quotient de A’S par l’action libre de G,,. Elle est munie d’un morphisme
équivariant

A5 — p((A1)%).

Les orbites dans AS sont les quotients par G,, de celles de A"S. Ce sont des
sous-schémas localement fermés indexés naturellement par les couples (S, S’)
formés d’un pavage entier convexe S de S et d’une facette (dite “facette
distinguée”) S’ de S ; on les notes ﬂg’s,.

Chacune a un point distingué as s dont le stabilisateur (G2, )s s dans G,
est le sous-tore des fonctions S — G,, dont la restriction & toute cellule du
pavage S est affine et dont la restriction a la facette S’ est constante.

L’adhérence d’'une orbite .Zlg,s, est la réunion des /NllS,U pour U raffinant

S et U une facette de U contenue dans S’. La réunion des ﬂﬁU pour U un
pavage plus grossier que S et U contenant S’ est le plus petit ouvert invariant
contenant AZ g ; il est affine.

139



On peut dire aussi que les pavages entiers convexes S de S avec facette
distinguée S’ sont les points du champ torique A%/ A5 quotient de la variété
torique AS par son tore fig . Un point (U, U) est dans ’adhérence d’un autre
(S,S") si et seulement si le pavage U raffine le pavage S et la facette U est
contenue dans S’

Quand S = S, on pourra noter ™", Cg's:, A™", AJ' plutét que C*,

S AS AS
C§,Sl, A 5 Ai’sl.

2) Le morphisme d’oubli des facettes distinguées

On considere toujours un convexe entier S C S™".
L’homomorphisme de passage au quotient

R® — R°/Cjy

envoie le cone C* sur le cone C5/C§ et il respecte les structures d’éventails.
Par conséquent, il définit un morphisme de variétés toriques

A5 — A5
qui est équivariant relativement a 'homomorphisme
A§ =G /G — Gy, /(G )o = Af -

Pour tout pavage avec facette distinguée (S, S’) de S, ce morphisme envoie
orbite A3 o sur 'orbite A3 et plus précisément le point distingué ag s sur
ag. Le morphisme induit entre champs toriques

ASJAS — A5 AS
représente donc 'oubli de la facette distinguée S’ dans les couples (S, S").
Remarquons qu’on a un homomorphisme surjectif
Gt = (G
Aoy -5 M) = (S 24 = (Ggy- .- ydp) = AR ... AR

Montrons :
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Proposition IV.3. — Pour tout convexe entier S C S™" de dimension s, on
a:

(i) Le morphisme produit
AS = A5 x P((a1)5)

est une immersion fermée si bien que la variété torique A° est quasi-projective.

(ii) Le morphisme d’oubli des facettes distinguées
AS — A3

est projectif et plat de dimension relative s.

Ses fibres sont géométriquement réduites.
(iii) Si (S, S") est un pavage avec facette distinguée, le tore (G, )p ou Gt
agit transitivement sur Uintersection de l'orbite A2 & et de la fibre au-dessus
de ag. -

Si p est la codimension de S' dans S™™ et {0,...,n} = JoII... 11 J, est
la partition de {0,...,n} canoniquement associée ¢ S' dans le lemme 1.7, le
stabilisateur du point distingué ag s dans GLM est le sous-tore diagonal

(G )s =GB =Gy X -+ X Gy S G X - X Gp =Gt

Démonstration. — (i) On sait déja d’apres le lemme I1.2 que la variété torique
A% est quasi-projective. Il suffit donc de prouver que le morphisme

A — A% [(a1)* — {0}]

est une immersion fermée.

Tout d’abord, il vérifie le critere valuatif de propreté par définition méme
des cones C° /C@q et C5 auxquels sont associées les variétés toriques A° et
A5 : toute fonction v : S — R qui est convexe ¢’est-a-dire est élément de C5
et qui est > 0 et s’annule en au moins un point est dans le cone C5 C RS.

Placons-nous au-dessus d’un ouvert affine invariant arbitraire A4 de A ;
c’est la réunion des orbites associées aux pavages plus grossiers qu'un certain
pavage entier convexe S de S. Et pour z un point de S, considérons 1'ouvert
affine (A')7 de (A')® — {0} défini par la condition que la coordonnée d’indice
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1 soit non nulle. Si S’ est la plus petite facette de S qui contient ¢, I'image
réciproque de A x (A')? dans A'® est 'ouvert affine A’ qui est le plus petit

ouvert invariant contenant ’orbite ﬂg,s,. Ainsi, le morphisme
A — A x (a)?

est fini puisqu’il est affine et propre. Notant A" le sous-schéma fermé de
A x (Al);_-g qui est son image schématique, le morphisme induit

A A

est fini et birationnel ; il s’agit de prouver que c’est un isomorphisme.

Il suffit de vérifier cela en codimension < 2. On peut donc supposer que
la facette S’ de S est de dimension s ou s — 1 ou bien que S est le pavage
trivial de S et que S’ est une face de S de codimension 2.

Soit x : Ai¥ — G, un caractére du tore A° = G5, qui se prolonge en
x : A" = Al. On doit montrer que y est bien défini déja sur A”.

Si S’ a la méme dimension s que S, elle contient une famille eqs =
{eg,...,es} de s + 1 points qui est génératrice du réseau des points entiers.
Cette famille définit un scindage

beg: + A = G /(G )o — G, = AF
de la suite exacte

1= (Gp)o = Gy, — Gy /(G )o — 1
qui se prolonge en un morphisme partout défini

be, : A— A

egr

En effet, si on associe & tout élément de C°/C§ C R® /C§ qui est dans le cone
de A son unique représentant v : S — R dans R® qui s’annule en les points
de eg et donc de ', ce représentant v est dans le cone de A

Alors XY = x o b, est un caractére de .Ag qui se prolonge a A.

Notons p la projection de A" ou A" sur A et pour tout point e de S,
désignons par y. le caractere de jg = G qui est le projection sur la coor-
donnée d’indice e. On peut écrire



pour certains entiers ny,...,n, € Z. Les caracteres Xe,, - - ., Xe, S¢ prolongent
sur A" et restent inversibles puisque les points eg, ..., e, sont dans S’. Cela
prouve que x est bien défini sur A”.

Si la facette S’ de S est de dimension s — 1 et n’est pas contenue dans
une face de S, elle est face commune & exactement deux cellules S} et S}

de dimension s du pavage S. On peut trouver des points eq,...,e, de S’
et des points ej, ef de Si et Sy tels que les familles esr = {eg, e1,..., e} et
es, = {e2,e1,...,es} soient génératrices du réseau des points entiers. Elles

déterminent deux sections

. A
bes,l,bes,2 A=A
de la projection p : A' — A.
Alors X; = x 0 be,, et Xy = x ©be,, sont deux caractéres bien définis sur
1 2
A et on peut écrire

— n(l) nl nl
X =(X10P) - X Xei -+ Xe:

— ng n? n2

X = (X20P) - Xe3 Xei -+ Xel
ou ni, ni nl et n2 n? n? sont des éléments de Z qui vérifient n2 =
toni, ..., nt 2 n2, ... n? qui vérifient n2 =
—ng (si bien que ng ou ng est > 0). Tous les caractéres xe, - . . Xe, sont bien
définis et inversibles sur A” et les deux autres Xel: Xz sont bien définis sur

A". Donc y est bien défini sur A"

Si S’ est contenue dans une face de S et a pour dimension s — 1, elle est
face d’exactement une cellule S] du pavage S. On peut trouver des points
e1,...,¢e; dans S’ et un point e de S tels que la famille es; = {eq, e1,..., €}
soit génératrice.

Alors le composé ¥ = x o bes,1 de x avec la section associée bes,1 A= A

est un caractere bien défini sur A et on peut écrire
X =(X°Pp) - Xeg Xer - Xe

avec ng, N4, ..., N, € Z. Le caractére x est un élément de 1’espace dual de R®.
Il doit prendre des valeurs > 0 sur les fonctions v : S — R qui sont affines,
a valeurs > 0 et s’annulent sur S’. Cela impose ny > 0. Les caracteres
Xeos - - - s Xe, Sont bien définis sur A" et, sauf peut-étre le premier, ils sont
inversibles. Donc y est bien défini sur A”".

143



Voyons enfin le cas ou le pavage S est trivial et S’ est une face de S de
codimension 2. Elle est face commune & exactement deux faces S}, S] de S de
codimension 1. On peut trouver des points es, ..., es de S’, un point ey de S,
et un point e; de S tels que la famille eg = {eg, €1, . .., €5} soit génératrice.

Alors ¥ = x 0 b est bien défini sur A et on peut écrire

X=(X°D) Xeo Xey -+ Xe:

avec ng, M1, ..., N, € Z. Le caractére x, vu comme forme linéaire sur R®, doit
prendre des valeurs > 0 sur les fonctions affines v : § — R qui sont & valeurs
> 0 et s’annulent sur S ou bien sur Sj. Cela impose ng > 0 et n; > 0. Les
caracteres Xe,, - - -, Xe, Sont bien définis sur A" et, sauf peut-étre Xeo €6 Xeys
ils sont inversibles. Donc y est bien défini sur A"
Cela termine la preuve de (i).

(iii) Si S est un pavage entier convexe de S et S’ une facette de S, le stabilisa-
teur dans G, du point distingué ag de A’ est le tore des fonctions S — Gy,
dont la restriction a chaque cellule de S est affine, et le stabilisateur du point
distingué ag g de A5 est le sous-tore de ces fonctions S — G, qui valent
1 sur §'. Par conséquent, Iintersection de la fibre de A% au-dessus de ag
et de l'orbite ﬂg o de ag ¢ est munie d’une action simplement transitive du
quotient (G)y/G,, par Gy, du tore (G )y des fonctions affines S’ — G,,. Or
I’homomorphisme composé

G = (G)e — (G5)o/Gn,

est surjectif. Avec les notations de ’énoncé, il reste seulement & prouver que
son noyau est, le sous-tore

(@) = 6.
D’apres le lemme 1.7, on peut écrire
S§'=85yx 8 x--x8,

ol, avec r =19+ ---+ 1, et n; = |J;| — 1, 0 < i < p, chaque S; est un pavé
entier (c’est-a-dire un convexe entier de dimension maximale n;) dans

Z ia:r,-}.

Srimi — {(ia)aeji - NJi
a€J;
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De plus, d’apres la proposition 1.5(iv), chaque S; engendre le réseau Z"#" des

points entiers dans R = {z = (z4)acs, €ER' | ¥ x4 =r;}. On conclut
acJ;
en remarquant que le noyau de ’homomorphisme

G 3 (Aa)acss — ( II A;a)

a€J; i=(ia) €27i,3iq =0
est G, plongé diagonalement.

(ii) On sait déja d’aprés (i) que le morphisme A5 — AS est projectif et
d’apres (iii) qu'il est équidimensionnel de dimension relative s. Comme A%
est normale, on n’a plus qu’a montrer que ses fibres sont géométriquement
réduites ou, ce qui est équivalent, celles de A"S — AS.

Comme dans la preuve de (i), on peut se restreindre & deux ouverts affines
invariants A’ et A de A'S et AS. L’unique orbite fermée de A correspond
a un pavage entier convexe S de S et on peut supposer que l'unique orbite
fermée de A’ correspond au couple formé de S et d’une facette de dimension
0 c’est-a-dire un sommet ¢ de S.

On considere un caractere x de /T(DS = G5 partout bien défini sur A. Il
s’agit de prouver que s’il s’annule sur toutes les orbites de A’ associées aux
cellules S’ de S qui contiennent z, alors il est dans I'idéal engendré par 1’idéal
de A qui définit I'orbite fermée AZ2.

D’apres (i) déja démontré, le caractére x est de la forme

X=(X°P) Xi " Xer - Xem

ol Y est un caractere partout défini sur A qu’on compose avec p : A — A,
n est un entier dans Z et ey, ..., e, sont des points de S différents de .

Si le caractere ¥ : A — Al s’annule sur 1'orbite fermée A2, on a terminé.
Sinon, on est dans 'un des deux cas suivants : ou bien il y a parmi les points
e1,--.,en deux points e et €' tels que {e, e’} ne soit contenu dans aucune
cellule du pavage S, ou bien il y a parmi ey, ..., e, au moins un point e qui
n’est contenu dans aucune cellule de S qui contienne ¢ = €’.

Il suffit de prouver que le caractére

Xe Xe' - j’ — Al

est divisible par un caractére de A qui s’annule sur Ag. Notons " le milieu
du segment [e,e']. C’est un point de Sp C R dont les coordonnées sont
dans %Z.
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Pour toute fonction v : S — R qui est dans le cone CE (dont le quotient
par le sous-espace C@g définit la variété torique affine A), on désigne par vy :
Srg — R son unique prolongement en une fonction sur Sy dont la restriction
a Sg, pour toute cellule S’ de S, soit affine.

Alors I'application

v 2ug(e”)

est une fonctionnelle linéaire qui prend des valeurs entieres en les v : S — Z.

Bien siir elle prend des valeurs > 0 sur le cone C~§ (i) qui définit la variété

torique affine A’. 1l lui est associé un caractere x' : A" — Al, bien défini &
multiplication prés par un caracteére inversible sur A’.
La fonctionnelle linéaire

v v(e) +o(e) — 2vg(e”)

prend aussi des valeurs entieres en les v : S — Z, elle s’annule sur le sous-
espace C@g des fonctions affines et elle prend des valeurs > 0 sur le cone C2
et méme > 0 sur son intérieur C5 (puisqu’il n’existe pas de cellule de S qui
contienne & la fois e et ¢'). Il lui est associé un caractere ¥ : A — Al, bien
défini & multiplication prés par un caractere inversible sur A et qui est dans
I'idéal de définition de 1'orbite fermée A3.

La conclusion résulte alors de 1’égalité

XeXe = (X' op) X',

vraie & multiplication prés par un caractere inversible sur A.
On a terminé la démonstration de la proposition. ]

3) Le fibré équivariant canonique

On considere maintenant un espace gradué
E=FEoFE & - -®FE,
et un convexe entier arbitraire

S C{i= (o, in) € S | iq < 1g Ea, Va}.
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On rappelle que le schéma Q% sur la variété torique A° a été construit
comme sous-schéma fermé du produit

5% G\ 11 (ALE, — {0}).
i€S
En faisant un changement de base par le morphisme équivariant
AS = A5,
on voit que le produit fibré
Q5 x s AS

est un sous-schéma fermé dans le produit

S x G\ T (AE. — {0}).

i€eS

Il est invariant par la double action du tore ,Zg = G,/G,, (que l'on fait
agir sur le deuxieme facteur composante par composante et sur le premier
facteur via 'homomorphisme A — A~! de passage & l'inverse) et du groupe
Aut(Eg) x -+ X Aut(E,).

Rappelons qu’on a notées x; : AS — Al i € S, les composantes du
morphisme équivariant A’S — (A1)S — {0} du lemme IV.2. On peut les voir
aussi comme les composantes homogenes de A5 — P((A!)5).

Considérons enfin la grassmannienne Gr™¥ plongée comme sous-schéma

fermé de
PE) =G\ ( [ A°E.)—{0}

1€ ST

et munie de l'action de Aut(Ep) x --- x Aut(E,).
On a:

Proposition IV.4. — La fleche

S % G\ [ (ALE —{0}—>G\<H AE ) (0}

A (@i)ies) = (i(A) - Ti)ies, (0)ie srn—s)
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définit un morphisme
AS X g8 QS’E — GI‘T’E

qui est respecté par l’action de /Ig = G° /G,, sur la source et commute aux
actions de Aut(Ey) x --- x Aut(E,).

Au-dessus de l'ouvert dense .ZS, il s’envoie dans la cellule de Schubert
mince Grg” et se reléve en un isomorphisme

AQ) XAS QSE (GS/G )XGI‘QE

Démonstration. — Cette fleche définit un morphisme équivariant
A'S % 45 Q5T — P(AE)

et on a seulement & montrer qu’il se factorise a travers le sous-schéma fermé
Gr™E.

On sait d’aprés la proposition IV.3(ii) que le morphisme A x 4s Q5% —
Q5% est plat et que ses fibres sont géométriquement réduites. Il suffit donc
de prouver qu’il y a factorisation au-dessus d'un ouvert de A’S x 45 Q5F qui
soit dense fibre a fibre. On peut se placer au-dessus d'un ouvert affine A’
de A'5 qui est le plus petit ouvert invariant contenant 1'orbite associée au
couple formé d’un pavage entier convexe S de S et d’une cellule (de méme
dimension que S) S’ du pavage S.

Soit \A le plus petit ouvert affine invariant de A% qui contienne 1’orbite
A$. La projection A'S — A5 ge localise en p : A’ — A.

Dans la cellule S’, on peut choisir une famille esr de dim(S) + 1 points
qui est génératrice du réseau des points entiers du sous-espace affine de R™"
engendré par S. Cette famille définit une section équivariante
bey, : A — Al
de la projection p: A' — A.

Soit { P} une famille de polynémes homogenes sur ( [1 At E.) — {0} qui

icS
définissent la trace de la grassmannienne Gr™”. On peut supposer qu'ils
sont transformés par le tore (G, )y des fonctions affines S — G,, suivant des
caracteres xp : (G5 )g — G-
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D’apres la construction du schéma Q¥ dans la preuve du théoréme 11.4,
les points

(A (z1)ies)

a valeurs dans le schéma

A" x G\ J] (ALE, — {0})

ics
qui se factorisent a travers le sous-schéma fermé
A x 45 Q5F
vérifient en particulier les équations
P(((xi © beg, 0 p)(A) - Ti)ies) = 0.
Or il existe un caractere partout bien défini
xi A = (65,
tel que sur A’, on ait 1'égalité
A= (beg, 0p)(A) - x(A) -
Les équations ci-dessus se récrivent donc
(xpox)(A) - P((xs(A) - 2i)ies) =
et elles sont équivalentes a
P((xi(A) - zi)ies) =

Cela termine la démonstration. [ ]

Dans le fibré
Gr"? xE

constant égal & E au-dessus de la grassmannienne Gr™¥, le sous-module

{(F,z) e Gi"P xE | v € F}
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est un sous-fibré maximal localement constant de rang r. Il est invariant par
Paction de Aut E et en particulier par celle de Aut(Ep) X --- x Aut(E,) et
du tore central G de celui-ci. On peut I’appeler le fibré canonique de rang
r sur Gr¥. On a comme conséquence immédiate de la proposition IV.4 :

Corollaire IV.5. — Le produit fibré
AVS X AS QS’E

est muni d’un fibré canonique £° de rang r qui est [’image réciproque de celui
de Gr"¥ par le morphisme

5 x s Q5B s GrrE

de la proposition IV.4. Il est muni d’une double action de ./Ig = GS /Gy, et
de Aut(Ep) X --- x Aut(E,).

On peut aussi le voir comme un fibré localement libre de rang v sur le
schéma . o

projectif et plat sur QS’E, qui est muni d’une action de G qui releve celle
sur A3,

Démonstration. — La premiere assertion résulte simplement de ce que le
morphisme de la proposition IV.4 est respecté par G3, /Gy, et commute aux
actions de Aut(FEp) x --- x Aut(E,).

Le morphisme de structure

=S,E

Q7" — A5/ A5
se factorise en un morphisme canonique

=SB ~

Q7 — A5/ A5

. =S,E . . ~
car par construction Q" est le quotient par I’action libre de GS, /G,, = Ag
du schéma Q% qui est muni d'un morphisme équivariant sur A°.

Cela donne un sens a I’écriture

=S.E

Q X.AS/-Zg A~S/A~g
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qui d’apres la proposition 1V.3(ii) désigne un schéma projectif et plat sur
a>". (Il est muni du fibré trés ample relatif qui est le quotient du fibré
inversible canonique O(1) de P((A')®) par Aj pour n’importe quel choix de
scindage de la suite exacte 1 — G,, — G5 — G5, /Gy, = fl*g — 1.) Ce schéma
s’identifie au quotient de

.1SXASQ&E

par laction libre de A3 = G, /Gy, (qui agit sur le second facteur composante
par composante et sur le premier via I’homomorphisme A — A71).

Pour conclure, il suffit de remarquer qu’avec cette identification le quo-
tient de 'action de G sur A5 x 4s Q5F qui est triviale sur A5 et déduite de

GMt — Aut(Ep) x - - - x Aut(E,) sur Q5F correspond a I'action de G sur
9B
Q k)

Gt (G2)g/Gm — GS /Gy, sur AS relativement 3 AS. u

X a5 )75 AS / /ng qui est triviale sur 07 et déduite de I’homomorphisme
0

4) Le champ des fibrés équivariants
On consideére encore un convexe entier arbitraire

Z iazr}

Sc s = {z: (io, - i) € N1
0<a<n

défini par un matroide (d7)rc o,y de rang r sur {0,...,n}.

Le corollaire IV.5 améne a vouloir classifier les fibrés localement libres
de rang r sur les fibres du morphisme projectif et plat AS — AS qui sont
équivariants sous Paction du tore G%™. On rappelle en effet que G agit
sur A via son quotient (G2 )y/Gy, en respectant le morphisme AS — AS.

Si S est un pavage entier convexe de S, S’ une facette de S dont la codi-
mension dans S™" est p et {0,...,n} = JyII---II J, est la décomposition
canoniquement associée a S’ selon le lemme 1.7, on a vu dans la proposi-
tion IV.3(iii) que le stabilisateur dans G*! du point distingué ag s de A°
est le sous-tore diagonal

(@ M)g =@ — G0 x - x G =G,

On notera xZ : (G%')g — G, 0 < i < p, les p+ 1 caracteres de (G%)g
qui sont les projections de G2 sur les différents facteurs.
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On a:

Lemme IV.6. — A tout schéma X muni d’un morphisme vers le champ
quotient .AS/Ag, associons le groupoide des fibrés £ localement libres de rang
r sur le produit fibré

d 1S/ 4S
et équivariants sous l'action de G qui vérifient la propriété suivante :

(¥*) On demande que pour tout pavage entier convere S de S et toute
facette S' de S (de décomposition associée {0, ...,n} = JoIl---11J,), le fibré
équivariant Eg g induit par £ sur X X a5 )75 A2 o/ Af se décompose en une

S s s,

somme directe
Ess = D s
0<i<p

respectée par l'action de G et telle que chaque Egjfs' soit un fibré localement
libre de rang di’ sur lequel le stabilisateur (G)s agisse par son caractére
Xé’}.

Alors ce probléme de modules est représentable par un unique champ

1. 5T . .
algébrique Vec™ muni d’un morphisme

Vec™® — ASJAS .

Démonstration. — Les fibrés équivariants considérés vérifient la propriété de
descente pour la topologie étale et les isomorphismes entre eux constituent
des faisceaux. Donc ils définissent un champ Vec™ muni d’un morphisme
Vec® — AS)A3.

Il s’agit de prouver que ce champ Ve est algébrique au sens d’Artin.
On peut procéder comme pour la démonstration du théoreme 4.6.2.1 de
[Laumon,Moret-Bailly].

Si £,&' sont deux points de Vec'” & valeurs dans un schéma X c'est-i-
dire deux fibrés G"!-équivariants sur X =X x 48 35 AS /./IS , il résulte de
[EGA III, paragraphe 7.7] que le faisceau des isomorphismes linéaires de £
sur £’ est représentable par un schéma V de type fini sur X. Ce schéma est
muni d’une action de G et le sous-faisceau des isomorphismes équivariants
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de & sur £ est représentable par le sous-schéma fermé de V' défini comme le
lieu fixe de G'.
Il reste a construire un schéma P et un morphisme de présentation

-5
P — Vec

représentable, surjectif et lisse. Pour cela, on peut aussi bien remplacer
Vec® par le torseur Vec ™ x 45133 A? qui associe & tout schéma X ’ensemble
des morphismes X — A® munis d’un fibré G -équivariant de rang r sur
X X 4s AS qui vérifie les conditions ().

On sait que le morphisme A5 — A5 est projectif, plat et respecté par
Paction de G%. On peut choisir sur A% un fibré inversible G -équivariant
O(1) qui est ample relativement & A°. Pour tous entiers N, n > 1, on
considere le schéma de Hilbert (ou plutét de Grothendieck) Quot™" qui
classifie les faisceaux cohérents sur A relativement & A5 qui sont écrits
comme quotients de O(—n)".

Puis, pour toute représentation p de G**' dans GLy, on note P¥" le
sous-schéma localement fermé de Quot™™" qui classifie les faisceaux cohérents
£ tels que :

e & est localement libre de rang r (condition ouverte),

e I’homomorphisme surjectif de quotient
O(-n)N - &
induit un isomorphisme
AV = H(OY) = H°(€ ® O(n))

(condition ouverte),
e si on consideére 'action de G sur Quot™™ qui est induite par celle sur
O(—n)Y définie comme produit tensoriel de celle sur O(—n) et de p, £ est
un point fixe sous cette action (condition fermée) et donc & est un fibré
G+t -équivariant,
e les fibres du fibré équivariant £ au-dessus des points des strates .ﬁg’sl de
AS vérifient les conditions (*) (qui sont & la fois ouvertes et fermées).

Alors les champs algébriques quotients des P par les groupes des auto-
morphismes de AY qui respectent p s’identifient & des ouverts de Ve x A5 138

A? et ils en forment un recouvrement. m
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o .8 , .
Ayant défini le champ Vec ™™, nous pouvons reformuler et préciser de la
maniere suivante le corollaire IV.5 :

Corollaire IV.7. — Pour tout espace gradué E = Eq & --- & E,, le fibré
équivariant canonique 5 sur Q> X 45 )45 AS/Ag peut étre vu comme un
0

morphisme

S,E 7,5

Q7" = Vec

au-dessus de AS /A3

Démonstration. — La seule chose & vérifier est que le fibré £° satisfait les
conditions (x) du lemme IV.6.

On rappelle qu’il est I'image réciproque du fibré canonique de rang r sur
Gr™¥ par le morphisme équivariant

A5 x 45 Q5P — GrF |

Si S est un pavage entier convexe de S et S’ une facette de S (avec
{0,...,n} = JoII---1I J, la décomposition associée), le morphisme induit

Ag,sl XAS QS’E — GrT’E

. N . E . .
se factorise & travers la cellule de Schubert mince Gry, . Celle-ci classifie des
sous-espaces F' — F qui se décomposent en sommes directes

F:FO@"'@F;D

ou, pour tout 7, 0 <7 < p, F; est un sous-espace de E;, de dimension di’
Un tel sous-espace F' et sa décomposition sont respectés par

G = (G ) g — GL — Aut(Ep) x - -- x Aut(E,)

et (GM) s agit sur chaque facteur F; par son caractere Xé’} qui est la ¢-ieme
projection de G L. m

Terminons ce paragraphe par deux résultats généraux sur les fibrés équiva-
riants sur les variétés toriques (non nécessairement normales).

Considérons donc une variété (c’est-a-dire un schéma intégre de type fini)
affine X sur un corps algébriquement clos k, munie de I’action d’un tore 7" et
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admettant une orbite ouverte. Si M désigne le groupe abélien des caracteres
x:T — G, de T, la variété X s’écrit

X = Spec (k[Mx])

pour un certain sous-semi-groupe Mx de M. Elle a une unique orbite fermée
qui a la forme
X° = Spec (k[My])

(en notant M% le groupe des éléments inversibles de M) et dont ’idéal de
définition est engendré par My = My — MY.

Lemme IV.8. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus, on a :

(i) Tout fibré localement libre T-équivariant € sur la variété affine X est
entiérement déterminé par sa restriction £° a l'orbite fermée X°.

En particulier, il est somme de fibrés équivariants inversibles et il est
trivial si et seulement si sa restriction £° est triviale.

(i) Si &€ et &' sont deux fibrés T-équivariants sur X, tout morphisme équiva-
riant sur X° entre les restrictions

£V ¢g°
se reléve en un morphisme équivariant sur X
E—E.

Ce relévement est unique s’il n’existe pas de paire de characteres x, x' € M
qui apparaissent dans les décompositions de T'(X°,E°) et T'(X?, E™) (vues
comme représentations de T) et qui vérifient

xx' e M.

Démonstration. — (ii) Si € et £’ sont des fibrés localement libres et équivariants
sur X, il en est de méme de Hom(E,E') = &' ® E et on a

Hom(&, &) =T(X,£'®€),

Hom(&%, ") =T (X%, " ® &%) =T(X°, ") Qo) T(X°, E%)Y.
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Il suffit donc de traiter le cas ou £ est le fibré inversible trivial Ox.

Les modules ['(X, ') et T(X° E) sont projectifs sur k [Mx] et k[MY%]
respectivement et ils sont gradués c’est-a-dire se décomposent canoniquement,
en sommes directes

X, &) =  I'(X,&,

xXeEM

r(x° &% = @ rx°eo),

X €M

d’espaces de dimensions finies I'(X, £’), et ['(X? £"), sur lesquels le tore T
agit par les caracteres y.

De plus, chaque I'(X?, £7), s’identifie au quotient de I'(X,&’), par le
sous-espace engendré par les images des applications linéaires

T(X, &)1 = T(X, €y, X €M,

de multiplication par les caractéres x' € M.
Si 1 désigne le caractere trivial de 7', on voit que tout élément de

(X% %) = Homyp(Oxo, £7)
se releve en un élément de
I'(X,&"): = Homp(Ox, &)
et ce relevement est unique si on suppose
NX,ENy-1=0, Vx e€Mx.
(i) D’apres (ii), tout isomorphisme
£l = gm0

entre les restrictions & X° de deux fibrés localement libres et équivariants
E,& sur X se reléeve en un morphisme équivariant

E =&

qui est nécessairement un isomorphisme puisque sa restriction a l'unique
orbite fermée de X I'est et que & et £ sont localement libres.
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Pour conclure, il suffit de remarquer que la catégorie des fibrés équiva-
riants sur X° est équivalente & celle des représentations de dimension finie du
sous-groupe du tore T fixateur de n’importe quel point de X° et que toute
telle représentation est somme directe de représentations de dimension 1. m

Enfin, on a :

Lemme IV.9. — Soient X un schéma muni de ’action du tore G,, et £ un
fibré localement libre et G,, -équivariant sur X.
Soit x1 un point de X tel que le morphisme

Gy =+ X A= A1
se prolonge en un morphisme
Al 5 X

On note xq le point de X image de 0 € Al.
On suppose que la fibre & de £ en xy, munie de l'action de G,,, se
décompose en une somme directe

Eo=&® &

telle que Gy, agisse sur ) et E! par deuz caractéres X = N™ et A = A™
avec m' <m'.
Alors la fibre & de £ en x1 s’inscrit dans une suite exacte canonique

0=& =& =& —0.

Démonstration. — On peut supposer que X est A' muni de ’action canonique
de G, et que 1 =1, g = 0.
On se propose de définir un homomorphisme u : £ — & par

. —m/!
e— lim A7 -e
A—=0

et un homomorphisme v : & — &; via son dual v : £ — &; en posant

vV(e¥) = lim A" -eV.
A0
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Il s’agit de vérifier que u et v sont bien définis et que
Imu=E&), Kerv=2¢;, Keru=Imuv.

Pour tout entier m € Z, notons O(m) le fibré inversible trivial A' x Al
sur A muni de I’action équivariante de G,, définie par le caractére A — \™.

D’apres le lemme IV.8(i), £ peut s’écrire comme une somme directe de
facteurs égaux & O(m') ou O(m”") et il suffit de traiter le cas on &€ = O(m’)
ou & = O(m").

Si€E=0(m'),ona &= 0, 0 =0, v=0 et u est un isomorphisme.
SiE=0(m"),ona& =E&, E =0, u=0 et vest un isomorphisme. =

5) Décomposition d’un convexe entier en facteurs et fibrés
équivariants

Comme dans la seconde partie du paragraphe I1.4, on considere ici un
convexe entier

S c 8™ ={(ig,.-.,in) E N |ig+--+i, =7}

qui est de codimension p > 1 dans S™". On écrit les décompositions du
lemme 1.7 :

{0,1,...;n}= J] & avec |Ji|=n;+1,
0<i<p
rT=ro+ - +7p,
S=8yx--- xS,
ol chaque S;, 0 <14 < p, est un pavé entier dans

Zza—n}.

Sri,m — {('La acd; c N
acJ;

Commencons par compléter le lemme I1.6 :

Lemme IV.10. — Dans la situation ci-dessus et pour tout pavage entier
convexe de S qui est nécessairement de la forme

S=8)x---%x38,,
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les facettes de S sont exactement les produits

§'=8yx--x8)

de facettes S, . . ., SI’, des pavages entiers convezes Sy, .. .,S, de Sy,. ..

L’homomorphisme injectif canonique entre tores
A5 x e A7 s AS

induit un isomorphisme équivariant de variétés toriques

((A%0 x -+« x A5P) ng)/(jgo Xen ngp) A5
au-dessus de

(A% -5 A%) X AD) /(AT X -+ X A?) = A
et on a un isomorphisme canonique de champs toriques

AS0J A5 - x A5 | AT s AS ) AS

au-dessus de

ASo J A0 5 oo ASe | ASP s AS A
(] (] (]

.S,

Démonstration. — On a vu dans la démonstration du lemme I1.6 que les
fonctions v : S — R qui sont convexes c’est-a-dire sont éléments du cone

C% c R® sont exactement celles de la forme

V=0v)F -+ U

avec vy € C% ... v, € C%. De plus, les fonctions vy, . . ., v, sont déterminées

par v a addition pres de constantes dont la somme vaut 0.

Si v est dans le sous-cone C5 de C% ¢’est-a-dire est > 0 et prend la valeur
0 en au moins un point de S, il existe une unique fagon de choisir vy €

C%,...,v, € C% de fagon & vérifier

vV=v+ -+
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et dans ce cas on a
{ie S|v(i) =0} = {iy € So | volig) =0} X -+- x {1, €Sy | vp(,) = 0}.

Toutes les assertions du lemme se déduisent de 1A. ]

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante dont la démons-
tration va occuper le reste de ce paragraphe :

Proposition IV.11. — Dans la situation ci-dessus et en notant :
qgi js/jg — ﬂsl/jg”‘, 0<i<p,
les p+1 composantes (au-dessus des As/jg — Asi/ﬂgi) de l’isomorphisme
ASJAS 2y A5 JAS0 x - x A0 | AP
le foncteur entre catégories de fibrés équivariants
(Eo5-- 1 Ep) = &0 @ - D Gy &
définit un isomorphisme de champs algébriques

3y

Vec

0,50 S S —
X oo X Vee """ — Vec

au-dessus de

A0 450 5 - ASe [ AT s ASJAS

Démonstration. — L’isomorphisme
(A% - x A%) 5 Z§) (A - x Agr) =5 A8

est équivariant ; en particulier, il est compatible avec les actions sur les ASi
et Ag* des G et avec 'action sur A et Ay de Gt =G0 x -+ x GJr.
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Si donc X est un schéma muni de morphismes X — .Asi/ﬂg", 0<i<p,
et les &; sont des fibrés localem~ent libres de rangs r; et Gﬂ;‘-équiva,riants sur
les produits fibrés X x i) A ASi /Agi’ la somme directe

E=q&®--Dq &

est un fibré localement libre de rang r et Gﬁjl—équivariant sur X X AS A5
0

AS/A3. Et on vérifie aussitot que si les & vérifient la propriété (x) du
lemme IV.6, alors il en est de méme de £.
Ainsi voit-on que le foncteur

Eos s &) E=GED - DEE,

définit un morphisme de champs algébriques

——0,50 - S
Vec prp

X -+ X Vec — Vec

au-dessus de 'isomorphisme
A0S A0 o ASP [ AT — AS A5

Il reste a prouver que c¢’est un isomorphisme, c’est-a-dire que tout point £ de
575 . ) ,
Vec ™ a valeurs dans un schéma X s’écrit sous la forme

E=q& DD, &y,

. 570,50 5 Tps

pour &, ...,&, des points de Vec ", ..., Vec
déterminés & unique isomorphisme pres.

Le sous-tore GE! = (G!)s < G2 obtenu comme produit des sous-

tores diagonaux Gy, — G , 0 <4 < p, agit trivialement sur la variété torique

A% et donc sur X x AS 178 A3/ AS. 11 agit linéairement sur chaque fibre de £

Sp o .
? & valeurs dans X bien

et, d’apres la propriété (x) que vérifie £, chaque telle fibre se décompose en

une somme directe de p+1 sous-espaces de dimensions 7y, ..., 7, sur lesquels

. N J, . .
(G*1)g = GPH! agit par ses p + 1 caractéres x2, ..., x5 de projection sur
G-

Cela signifie que £ se décompose canoniquement en une somme directe
E=ED--® 5;
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de p+ 1 fibrés G'-équivariants et localement libres de rangs ro, ..., r, sur

lesquels (G1)g agit par x2°, ..., Xgp. Il reste & démontrer que les facteurs

05+ - -, &y sont de la forme

=56 E) =06,

Pour cela, considérons un point géométrique x de X et S = Sy x---x 5,
le pavage entier convexe de S = Sy X --- X S, qui correspond a I'image de
dans A%/ Af. La fibre de X x /S A% JAF au-dessus de z est isomorphe &

0

A X g5 (g = (/ISO X 450 afﬁo) X oo X (.[tsp X 45p afip)

muni des projections g, - . ., g, sur ses p+ 1 facteurs et de l'action de GI,* =
GO x - x Gr.
Si 8 =S5)x---x S;, est une facette arbitraire de S, on a une identité

entre sous-groupes fixateurs
(G t)s = (G)sy x -+ % (GF)s,

et pour tout indice 7, 0 < ¢ < p, il résulte de la définition du facteur & de
& et encore une fois de la propriété (x) du lemme IV.6 que action de []
0<j<p
J#
(Gﬁf)gg sur la fibre de & au-dessus du point (z,ag s ) de X ® 45/ 45 A5 AS
est triviale.
Pour conclure, on est ramené a démontrer le lemme suivant :

Lemme IV.12. — Soient S C S™™ un convexe entier, S un pavage entier
conveze de S et € un fibré G -équivariant et localement libre de rang r' sur
le schéma projectif A5 x 4s ag.

On suppose que pour toute facette S’ de S, le fizateur (GT) s du point
ag s agit trivialement sur la fibre de £ au-dessus de ce point.

Alors le fibré équivariant £ est trivial, son espace

H(g?n+1 (A~S X A8 O,/i,g)

des sections invariantes globales est de dimension r' et sa cohomologie équiva-
riante vérifie
H17nn+1 (./Z(S X A8 Oéi,g) =0.

G,
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Démonstration. — D’apres le lemme IV.10, on peut supposer que S est un
pavé entier de S™" et que le résultat est connu pour la face Sy de S définie
par I'égalité 1p = d*{go} et le pavage S, de Sy induit par S.

On note Y la fibre A5 x 4s aig dans A%. On remarque que Vs, = A% x 4s,
ag, s'identifie & un sous-schéma fermé de Yy invariant par I'action de GJ;.
Par hypothese, la conclusion du lemme est déja connue pour la restriction &,
de £ aYs,.

Les composantes irréductibles Ys de Ys sont naturellement indexées par
les pavés S’ du pavage S. Ce sont les adhérences schématiques des orbites
Ys N As s des points ag ¢ sous Iaction de G

D’apres le lemme IV.8(i), la restriction de £ & n’importe quel ouvert affine
invariant d'une composante Y est triviale et tout vecteur d’une fibre de £
se prolonge de maniére unique en une section invariante de £ sur cet ouvert.

Il en résulte aussitot que la restriction de £ a une composante Yg est
triviale et que tout vecteur de la fibre de £ en un point de Ys se prolonge de
maniére unique en une section invariante de £ sur tout Ys. De plus, toute
extension équivariante

0E=E =00

sur Yo du fibré trivial O par £ est scindée et tout scindage de la suite
exacte des fibres en un point se prolonge de maniere unique en un scindage
équivariant sur tout Yg.

Par hypothese de récurrence, les mémes propriétés sont connues pour la
restriction de £ a Y, .

Pour conclure, il sufﬁt de montrer qu’il est possible d’ordonner les pavés
de S de telle facon que pour tout pavé S’ de S, 'intersection de Y avec la
réunion de Yg et des Ys» indexées par les pavés S” < S’ de S est connexe.

Cela résulte du lemme suivant (qui reprend le lemme 1 du paragraphe 3b de
[Lafforgue,1999)) :

Lemme IV.13. — 57 S est un pavé entier de S™™ et S un pavage entier
convexe de S, l'’ensemble des pavés de S peut étre totalement ordonné de
sorte que, pour tout pavé S’ de S et toute partie non vide I ¢ {0,1,...,n},
on ait :
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~s10 €1, la face de S’ d’équation Y i, = d}gl est contenue dans la réunion
ael

des faces de S d’équations Y. i, =d5, J 30, et des pavés S" < S’ de S,
acJ

~s510¢ 1, la face de S" d’équation Y i, = dfl est contenue dans la réunion
acl

des faces de S d’équations Y. i, =d3, J # 0, et des pavés S" > S' de S.
acJ

Démonstration. — Par définition des pavages entiers convexes, il existe une
fonction convexe v sur Sy telle que les pavés de S soient les pavés entiers
maximaux sur lesquels v est affine. Si z est un vecteur non nul de I’espace
{(xo, e, Ty) € R ‘ > oz, = 0}, on dispose pour tout pavé S’ de S de
0<a<n

la pente g—g (Sk) dans la direction z de 'application affine v restreinte a Sg.

On peut choisir le vecteur x = (xo,...,2,) # 0 de fagon que les pentes
& (S4) soient deux & deux distinctes et que zg > 0 et z1,..., 2, < 0 si bien

que pour toute partie non vide I ¢ {0,1,...,n}, on a

dae>0 si 0el et dxa <0 si 0¢1.

a€l acl
Alors la relation d’ordre total définie par

ov ov
S'< S"e —(SL) > — (SY
ax ( R) ax ( R)
répond & la question posée.
Ceci termine la démonstration du lemme IV.13 et donc aussi du lemme
IV.12 et de la proposition IV.11. [ ]

6) Restrictions aux faces d’un convexe entier ou aux facettes d’un
pavage

Comme on a fait dans le chapitre II pour les schémas A%, Q%F et ﬁS’E,
montrons maintenant que les fonctorialités entre convexes entiers que sont
les restrictions aux faces et les restrictions des pavages convexes entiers a une
de leurs facettes induisent des morphismes entre les variétés toriques A5 de
pavages avec facettes distinguées et les champs Ve de fibrés équivariants
sur les A5 relativement aux AS.
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Commencons par considérer un convexe entier arbitraire S de S™" et une
face S’ de S.

On a vu dans le paragraphe I1.4 que I’lhomomorphisme de tores Ag — .Ag '
induit par la restriction G5, — G;?; se prolonge en un morphisme équivariant
de variétés toriques

A5 — A5
Le morphisme de champs toriques associé

ASJAS — A% ) AT

consiste & envoyer tout pavage entier convexe S de S sur le pavage S’ de S’
qui est sa trace.

Bien siir, la restriction G5 — G5 induit aussi un homomorphisme j@g —
.Zg' au dessus de A5 — A3". On a :

Lemme IV.14. — Il y a une immersion fermée naturelle
T g AS = I

au-dessus de A° qui est équivariante relativement auz actions de Ag et a
fortiori de G\

Si S est un pavage entier convexe de S et S’ désigne le pavage induit de
S', le morphisme induit entre les fibres au-dessus de ag consiste a identifier
~Fal s s . 91 . , .
A5 X 451 g au sous-schéma fermé invariant de A5 X 4s aig qui est la réunion
des orbites (sous G'1) associées auz facettes de S qui sont contenues dans
SI

Le morphisme entre champs toriques qui s’en déduit

A5 JAF X 4 a5’ AS A5 — A5 | A3

associe o tout triplet constitué d’un pavage S’ de S', d’une facette U' de S’
et d’un pavage S de S dont la trace dans S’ est S’ le couple (S,U") on U’ est
vue comme une facette de S.

Démonstration. — Considérons dans A5 I'orbite A(@ ED associée au couple
(0,8") formé du pavage trivial () de S et de sa facette S’. Le fixateur dans
A@ = G5, /Gy, de son point distingué a(p,sy est le quotient par G, du sous-
tore des fonctions S — G,, qui sont affines sur S et constantes sur S’. Le
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quotient de A$ par ce fixateur s'identifie donc au produit fibré A5 x 4 A3

et I’adhérence schématique fl(c‘('o’s,) de /If@ ) dans AS est une variété torique
de tore A3’ X s’ A3

Son cone est celui des couples (v',v) ot v’ € C¥' /R, v € C5/C§ et v, v ont
méme image dans CS'/ C@gl. Sa décomposition polyédrale est indexée par les
couples (U’, S) formés d’un pavage entier convexe S de S et d'une facette U’
de S contenue dans S’. Un vecteur (v',v) est dans le cone associé a (U, 5)
quand v € C3/Cj et U’ est la partie de S’ ou n’importe quelle représentante
S" — R de v’ prend sa valeur minimale. Ceci prouve que

A‘(S@’S;) = thSI X.AS’ AS .

A partir de ce lemme, on obtient immédiatement :

Corollaire IV.15. — Pour S C S™" un convexe entier et S’ une face de
S comme dans le lemme précédent, associons a tout schéma X muni d’un
morphisme

X — A% A3
et a tout fibré £ de rang r et Gt -équivariant sur
X XAS/.Zg js/ﬂg

le fibré de rang r et G -équivariant sur

X X st s AS' | AT
qui est ['image réciproque de € par le morphisme

X X st/ 35 AS AT — X X a8 75 AS | AS

déduit des morphismes équivariants A5 — A5 et

A5 X o0 A5 — A5

Cela définit un morphisme de champs algébriques

5,8

]
Vec ™ — Vec
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au-dessus de AS A5 — AS'| A3

Démonstration. — La seule chose & vérifier est que les propriétés (x) du
lemme IV.6 sont conservées, mais c’est évident. [ ]

Considérons maintenant un convexe entier S de S™" et un pavage entier
convexe S de S.

Comme dans le paragraphe 11.6, on note A< la variété torique des pavages
entiers convexes de S qui raffinent S. Son tore Awi est le quotient de G°, par
le sous-tore (G, )s des fonctions S — G, dont la restriction a toute cellule de
S est affine. Elle est plongée dans A° comme sous-schéma fermé invariant.

Si S’ est une facette du pavage S, on a vu que ’homomorphisme de
restriction

G =G>

induit un morphisme équivariant de variétés toriques
AZ — A

_ En notant AS le produit fibré A5 x s AS muni de l'action naturelle de
A = G3 /G, et donc de G, on a :

Lemme IV.16. — Il y a une immersion fermée naturelle
A x50 AS — AS

au-dessus de A2 qui est équivariante relativement auz actions de ﬂ@g et a
fortiori de G\

Si U est un pavage entier convexe de S qui raffine S et U' désigne le
pavage induit de S', le morphisme induit entre les fibres au-dessus de ay
consiste & identifier A5’ X st ayr au sous-schéma fermé invariant de AS X 48
ay = A% x s ay qui est la réunion des orbites (sous GIT') associées aux
facettes de U qui sont contenues dans S’.

Le morphisme qui s’en déduit
T 1S % 4 AL A — AELBS > K55

associe a tout triplet constitué d’un pavage U' de S', d’une facette U’ de U’ et
d’un pavage U de S raffinant S' dont la trace dans S' est U' le couple (U,U")
ou U’ est vue comme un facette de U.
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Démonstration. — Elle est semblable a celle du lemme IV.14. _
Dans la variété torique A, on considére I’adhérence schématique Afg’ s

de I'orbite ./T& ) associée au couple formé du pavage S et de sa facette S'.

C’est un sous-schéma fermé invariant de A5 qui est contenu dans A5,

D’autre part, c’est une variété torique. Son tore est le quotient de G,
par le sous-tore (G5 )s s des fonctions S — G, dont la restriction & chaque
cellule de S est affine et dont la restriction & S’ est constante. Il s’identifie
a ﬂg' X A5 A(Di. Et son cone est celui des fonctions v : S — R dont la
restriction a chaque cellule de S est convexe, modulo les fonctions S — R
dont la restriction a chaque cellule de S est affine et la restriction a S’ est
constante.

On en déduit une identification

Als.s) = A% X 4o AS.
|

Considérant toujours un convexe entier S de S™" et un pavage entier
convexe S de S, on note Ve le sous-champ fermé de Vec”” obtenu par le
changement de base AS/ A5 — AS/AS.

A tout schéma X muni d’un morphisme X — AS/AS. il associe le
groupoide des fibrés G -équivariants de rang 7 sur X x ;s 138 ASJAS qui

vérifient la propriété (x) du lemme IV.6.
On déduit immédiatement du lemme IV.16 :

Corollaire IV.17. — Pour S C S™ un convexe entier, S un pavage en-
tier convexe de S et S une facette de S comme dans le lemme précédent,
associons a tout schéma X muni d’un morphisme

X — A2/ A3
et a tout fibré £ de rang r et G -équivariant sur
7S/ qs
le fibré de rang r et Gt -équivariant sur

""SI ~SI
X XAS’/.ZSI A /A@
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qui est l'image réciproque de € par le morphisme
X X 45075 AS AT — X X a3/ 73 AS) A5
déduit des morphismes équivariants AS — AS' et
A5 Xy AS — A5

Ceci définit un morphisme de champs algébriques

U

—rS =S8
Yec™ — Vec’

au-dessus de ASJ A5 — A5 A3 ]

7) Universalité du fibré équivariant canonique

On a vu dans le corollaire IV.7 que si § C S™ est un convexe entier et
E=FEy®---®E, est un espace gradué tel que r_d?O,...,n} _{a} =Ta <rgk,,
0 < a < n, le fibré équivariant canonique £° sur Q° x A8 175 AS / ./ng définit
un morphisme

TF s Ve

au-dessus de A5/ AS.

Nous allons prouver dans ce paragraphe que ce morphisme est lisse et
que son image est un ouvert Vec™ qui permet de reconstituer complétement
(Ol

Considérons pour cela un point arbitraire de Vec™® 4 valeurs dans un
schéma X muni d'un morphisme X — A° /.,15 ; il consiste en un fibré £
localement libre de rang r et G -équivariant sur X = X x s 133 AS | A3
qui vérifie la propriété (x) du lemme IV.6.

Pour tout a, 0 < a < n, notons S* C S™" = {(ig,...,4,) € N*T1 |
io + -+ + 1, = r} la face de S qui est définie par I’égalité i, = r,. D’apres
le lemme IV.14 et le corollaire IV.15, on a une immersion fermée G-
équivariante canonique

X XASa/Zga sta/vztga — X XAS/JZS JZS/A’VS = Y
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et on peut considérer le fibré G -équivariant £ga sur X X ,a e A5 | AS°

qui est la restriction de £ ; ¢’est un point de Vec 5% 3 valeurs dans X.
Le sous-tore (G, ) s« C Gt! agit trivialement sur X X j¢a s A5 AS”

et il est muni d’un caractere ng?i} : (G ) sa — Gy, associé au singleton {a}

car celui-ci figure dans la décomposition de {0,...,n} associée au convexe
entier S®. On peut considérer le fibré facteur direct de Esa sur lequel (G4 ) ga
agit par son caractere Xéﬁ}. D’apres la proposition IV.11, il est localement
libre de rang 7, et il provient par image réciproque d’un fibré £, (bien défini
a unique isomorphisme pres) sur X muni de l’action de thl par le caractere
(Aoy .-y An) = As. En notant px la projection naturelle X — X, on a :

Proposition IV.18. — Considérons un point arbitraire de Vec™® 4 valeurs
dans un schéma X, consistant comme ci-dessus en un_morphisme X —
As/flg et un fibré £ de rang r et G -équivariant sur X .

Pour tout a, 0 < a < n, soit &, le fibré de rang r, associé a £ sur X,
muni de laction de G&™ par (o, ..., An) — Aq.

Alors le morphisme de projection naturelle

Esa = Py Ea | S¢

entre les restrictions de € et p5 Eq a X XASa/Zga ASe /ftga se prolonge de

maniére unique en un morphisme G -équivariant
*
E—px &,
sur X tout entier.

Démonstration. — D’apres la proposition IV.11, on peut supposer que S est
un pavé entier (de dimension maximale n) dans S™".

Considérons le foncteur qui & tout schéma X' sur X associe ’ensemble
des morphismes G''!-équivariants

Exr — (px 5a)\X'

entre les images réciproques de & et pk & sur X' X s, s ASJAS qui in-

duisent le morphisme donné sur le sous-schéma fermé invariant X' x ,ca S dse
()
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AS*JAS®. On déduit de [EGA III, paragraphe 7.7] que ce foncteur est
représentable par un schéma V' de type fini sur X.
D’apres le lemme IV.20 ci-dessous, le morphisme

VX

induit des bijections entre les ensembles de points a valeurs dans n’importe
quel corps, c’est-a-dire est radiciel et surjectif, et toujours d’apres ce lemme
il est étale, donc est un isomorphisme.

Considérons en effet un point de V' & valeurs dans le quotient A/m d’un
anneau artinien A par un idéal m de carré 0 et un relevement Spec A —
X de SpecA/m — V — X. L’%élément donné de V(A/I) consiste en un
homomorphisme équivariant

E Roy A/m — (pk Ea) ®oy A/m
qui prolonge la projection naturelle
Esa oy A/m — (p% Ea)se @0y A/m.
L’obstruction a son relevement en un homomorphisme équivariant
£ Qox A= (Px €a) ®ox A
est un élément du groupe
Exten (€ ®ox A/, (P Ea) @0y 1)

et si cette obstruction est 0, I'ensemble des relevements possibles est un
espace homogene sous le groupe

Homent1 (€ ®o, A/I, (Pk Ea) ®ox ).
On peut conclure car d’apres le lemme IV.20, 'homomorphisme de restriction
Exté%ﬂ (5®(QX A/I, (p} ga) Koy ]) — EX’C(};%+1 (Ega Rox A/], (p} 5a)5a Koy ])

est injectif, et
Homn i (€ ®ox A/L (P Ea) Rox )

— HOmG:;+1 (gsa Rox A/I, (p} 5a)5a Koy I)
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est bijectif, comme il résulte par dévissage du lemme facile que voici :

Lemme IV.19. — Dans le diagramme commutatif de groupes abéliens

0 — A° — Al — A2 — AP — A* — AP
1 a® lat 1 a2 1 a? 1ot 1o

0O — BY — Bt —» B2 s B — B & PB°

on suppose que les deux suites horizontales sont des suites exactes, que o et
a? sont bijectives et que o® et o® sont injectives. Alors o est bijective et a*
est injective. [

Pour démontrer la proposition IV.18, on a seulement besoin de prouver :

Lemme IV.20. — Soient S un pavage entier convexe d’un pavé entier S de
ST et £ un fibré G -équivariant et localement libre de rang r sur le schéma
projectif A5 X 4s ag qui vérifie la propriété (x) du lemme IV.6.

Pour 0 < a < n, soient S* le pavage induit par S sur la face S* de S et
E, un fibré trivial sur AS x 4s ag muni de Uaction de G%™ par le caractére
Aoy -5 An) = Aq.

Alors, 51 Ega et Eqj5a désignent les restrictions de £ et £, au sous-schéma
fermé invariant A5° X g50 Qge de A5 X 45 ag, ’homomorphisme

Homgn+1 (€, &) — Homen+1(Esa, Eqjse)
est bijectif, et I’homomorphisme

EXté;;n+1 (5, ga) — EXt;;:Ln+1 (gsa, €a|5a)

est injectif.

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas ou o = 0.
On note Y la fibre A° x 4s ag dans A°, munie de I’action induite de
S A S 3
’ ;. . 4 q0
G, et Yoo son sous-schéma fermé invariant A% x 50 ago.
On considére aussi une extension G!-équivariante arbitraire £’ de £ par
50 sur Y.
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Il suffit de montrer que tout homomorphisme G"!-équivariant entre les
restrictions & Ygo

!
5Y§o - 50|Y§0 [resp. 5Y50 — 50|Y§07 resp. 50|Y§0 — 50|Y§o]

se prolonge en un unique homomorphisme G -équivariant sur Ys tout entier
E— & [resp. & — 50, resp. &y — 50] .

On rappelle que les composantes irréductibles Ys de Ys sont naturelle-
ment indexées par les pavés S’ du pavage S et sont les adhérences schémati-
ques des orbites Y5 N Ag g des points ag s sous I'action de G, Mettons
sur ’ensemble des pavés de S un ordre total qui vérifie les conclusions du
lemme IV.13. Et pour tout pavé S’, notons Y5 g [resp. Y>g| le sous-schéma
fermé réduit invariant de Ys qui est la réunion de Yqo et des Yg» indexées par
les pavés S” > S’ [resp. S” > 5']. -

Prouvons alors par récurrence décroissante sur les pavés S’ que 'homomor-
phisme donné sur Yo se prolonge de maniere unique sur Y5 g et Y>g.

Supposons le prolongement

E— 50 [resp. & - 5(), resp. 50 — 50]

déja construit sur Y5 g . Il s’agit de montrer qu’il y a un unique homomor-
phisme équivariant ug

£ — 50 [resp. & - 5(), resp. 50 — 50]

sur la variété torique Ys coincidant avec ’homomorphisme 1%, donné sur le
sous-schéma fermé connexe invariant Yo N Ys g = Y3,

Pour tout sommet i du pavé S’, notons ici a; € Y le point (fixé par
Gt associé et Ysi, I'unique ouvert affine invariant de Yg qui contient o.
Les Ysi, forment un recouvrement de la variété torique Y.

Siie S = {(ip,...,0n) € S| o =r— 35, ny_ oy} le cone M des
caractéres de G qui sont définis sur Y, est constitué d’éléments (mqg, my,
ce,My) € 7"+ qui vérifient en particulier mg + --- +m, = 0 et mg < 0.
L’unique caractére par lequel G agit sur la fibre de & en «; est (1,0, .. .,0)
et les caracteéres qui apparaissent dans la décomposition de la fibre de £, &’ ou
Eo sont les (0,...,0,1,0,...,0). Autrement dit, G agit sur les espaces de
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sections I'(ay, &) d’'une part et I'(a;, ), ['(ay, £') ou I'(ey, &) d’autre part par
les caracteres inverses (—1,0,...,0) et (0,...,0,—1,0,...,0) respectivement.

On déduit du lemme IV.8(ii) que ’homomorphisme donné entre les fibres
en q; se releve de maniére unique en un homomorphisme G -équivariant
ug sur I'ouvert Yé,. Comme ces relevements sont aussi caractérisés par leurs
restrictions & n’importe quelle orbite associée & une facette de S’ contenue
dans S, ils coincident sur les diverses intersections de ces Yy et se recollent.

Passons maintenant & un 2 € Sj = {(ip,...,4,) € 5" | lo = df(')}}.
L’homomorphisme ug est déja bien défini sur 'orbite ouverte de Yg et on doit
montrer qu’il se prolonge (de fagon nécessairement unique) sur Y3 tout en-
tier. Ici encore, les caractéres de Gt! qui apparaissent dans la décomposition
de la fibre en o; de E®E, E®E’ ou & @&, sont les (1,0,...,0,—1,0,...,0)
et (0,...,0). Comme i € S, tous sont dans le cone des caractéres qui sont
partout bien définis en tant que fonctions sur Y3 et il en résulte que toute
section invariante de £ ® E, ERE ou & ® &y sur Uorbite ouverte de Y se
prolonge sur tout Y3, . '

Plagons-nous enfin sur 'ouvert Yé, associé & un sommet i de S’ qui n’est
ni dans S ni dans Sj. On a nécessairement o; € Y. Il existe un bord S”
de S’ qui contient i et qui est défini dans S’ par une équation de la forme

S g =dy avec 0¢ J.

acJ

L’orbite associée & ce bord S” est contenue dans Y et donc 'homomorphisme
équivariant ug est déja bien défini sur son adhérence schématique dans Y.
Comme Y, est affine, il se reléve en un homomorphisme équivariant (vu
comme section invariante de & &, £, RE’ ou & ®£’0) sur tout Y. De plus,
il résulte encore une fois du lemme IV.8(ii) que ce relévement est unique et
caractérisé par sa restriction & 'orbite associée a S”. 1l se recolle automa-
tiquement.

On a fini de construire 'unique prolongement de notre homomorphisme
équivariant de Y5 ¢ a Y> ¢ et cela termine la démonstration du lemme IV.20
et donc de la proposition 1V.18. [ ]

Considérons encore un pavage convexe entier S d’'un convexe entier S de
S™m. Sous 'action de G, la fibre projective AS x 4s ag est décomposée
en orbites indexées par les facettes S’ de S et chacune a un point distingué
ag gr.

174



Si S’ est une facette de S et I une partie non triviale de {0,1,...,n}, on

note toujours S} la face de S’ définie par I'équation Y i, = d5 dans S'. Et
aecl
on désigne par hr ’homomorphisme G,,, — G dont la composante d’indice

a,0<a<n,est A\ Asiae€let A\—1sia¢l. Lemorphisme
Gn = A x 505 A= hi())-ags
se prolonge sur Al et envoie 0 sur ag,s ce qu’on peut écrire
lim hr(A) - ag s = ag.g -
lim hr(A) - as.s = as,s,

Si maintenant £ est un fibré localement libre de rang r et G -équivariant
sur AS x 4s o s qui vérifie la propriété () du lemme IV.6, ’action de G,, via
hr sur la fibre s 5. de & au-dessus de ag s ne fait intervenir que les deux
caracteres A — 1 et A — A. D’apres le lemme IV.9, ’'homomorphisme h;
induit donc deux applications linéaires

Ess = Es,s
Es,sp = Es,50

de rangs respectifs 7 — d¥ et d dont les noyaux et images sont égaux dans
5§§Iet5ﬁ§?
On déduit de la proposition IV.18 :

Corollaire I1V.21. — Considérons un point arbitraire de WT’S a valeurs
dans un schéma X, consistant en un morphisme X — AS/AS et un fibré £

de rang T et G -équivariant sur X=X X a5 )X ﬂs/ﬂg Alors :

i) Les conditions suivantes sont équivalentes :
omomorphisme G.F* -équivariant de la proposition IV.
1) L'h hi ntl_équivariant de | tion IV.18

E— @ Px Ea

0<a<ln

est un plongement dont le conoyau est localement libre.

(2) Apreés tout changement de base par un point géométrique de X dont
[image dans .AS/.A(;)g est un pavage entier convexe S, on a pour toute facette
S’ de S et toutes parties I, J non triviales de {0, ...,n}

IFWJ::®:>IHK5ig}—+E§g)ﬂlnﬁgi59—+£§§0:=0.
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(3) La condition de (2) est vérifiée par les facettes S’ de S qui sont des
cellules (de dimension maximale égale a celle de S) et les parties I,J de la
forme

I'={a}, J={0,...,n} —{a}, 0<a<n.
(ii) Pour que les conditions équivalentes de (i) soient vérifiées, il faut et il
suffit que X — Ve’ se factorise a travers un certain sous-champ ouvert
Vec™S de Vec ™’ .

Démonstration. — (i) Montrons donc ’équivalence des conditions (1), (2) et
(3)-
(1) = (2) : Sila condition (1) est vérifiée, elle le reste apres tout changement
de la base X, en particulier par un point géométrique. Par conséquent, on
peut supposer que X est un point géométrique qui s’envoie sur un pavage
entier convexe S de S.

Pour une facette S’ de S et une partie non triviale I de {0,...,n}, notons
Eé,s; le sous-espace de &g s sur lequel Gy, & Gt agit trivialement et
Eg,s} le sous-espace supplémentaire sur lequel il agit par A — A. La fibre de

. h .
® pxfaenlepoint ags est B &, et Gy <L @t agit sur @ &,
0<a<n 0<a<n acl

par A — X et sur @ &, par A — 1. Le plongement G-équivariant,
agl

E—= P rxé

0<a<n

induit un plongement

n /!
0 — &a — Es.s — &g — 0

| | |

o — & & — e & — HE — 0

acl 0<a<n ag¢l

entre les deux suites exactes courtes déduites du lemme IV.9 en faisant agir

hy s
Gn —— G suret @ pi&, Dans @ &, considéré comme un
0<a<ln 0<a<n
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espace ambiant, on a donc 1'égalité

IIII((‘:E’SI7 — gﬁ,sl) = 55,51 N @ Ea

acl

et cela prouve la condition (2).

(2) = (3) est tautologique.

(3) = (1) : D’apreés la proposition IV.11, on peut supposer que S C S™" est

un pavé entier, c¢’est-a-dire un convexe entier de dimension maximale n.
D’autre part, (1) est vérifiée si et seulement si ’homomorphisme équivariant

E— @ Px a

0<a<ln

induit un plongement en tout point géométrique de X fixé par G, On peut
supposer encore que X est un point géométrique qui s’envoie sur un pavage
S de S, et il suffit de montrer que pour tout «, 0 < a < n, et toute facette
S’ de S ou la coordonnée i, est constante (c’est-a-dire dont la décomposition
associée de {0,...,n} comprend le singleton {a}), 'homomorphisme entre
les fibres en ag g

gﬁ,sl — ga

induit un plongement dans &£, du sous-espace Egg, de £g¢ ou le fixateur

(G1) s agit par le caractere Xiﬁt} (qui est la projection sur le facteur Gy,

d’indice «).

Quitte & renuméroter, on peut prendre o = 0.

Mettons encore une fois sur I’ensemble des pavés S’ de S un ordre total
qui vérifie les propriétés du lemme IV.13. Pour tout pavé S’, on note S™
et S)) ses faces définies par les égalités ip = r — d?é,...,n}f{o} et ip = df(')}.
Montrons par récurrence décroissante sur S’ que les deux homomorphismes

0 0
ESho = & ot EXL — &
sont injectifs. Pour le premier, cela résulte de la définition de & quand
S0 C S9 et de I'hypothese de récurrence quand S ¢ S°. Pour le second, on
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remarque qu’on a un diagramme commutatif

5§?§3 = Ess o~ Efbe

+ \ i

oll les monomorphismes horizontaux de gauche sont définis par hygy : G,, —
(G"m+1 et les épimorphismes horizontaux de droite par hy ) @ Gy < G“m+1
selon le lemme IV.9.

La condition (3) dit que le composé £ éog(,) — & éo;'o est injectif. On conclut

comme voulu que £ é?gs — &y est injectif puisqu’on sait déja que Eé?s},,o — &
I’est.
Cela termine la preuve de (3) = (1).

(ii) La condition (1) de (i) définit un sous-champ ouvert Vec™* de Vec S car

étant donné un point arbitraire £ de Vec® A valeurs dans un schéma X ,
I’ensemble des points de X ol ’'homomorphisme

E— @ Px Ea

0<a<n
est injectif est un ouvert et X est un schéma propre sur X. [ ]

Dans la discussion qui précéde 1'énoncé de la proposition IV.18, on a vu
comme conséquence de la proposition IV.11 qu’a tout point £ de Ve a
valeurs dans un schéma X sont associés des fibrés &,, 0 < a < n, de rangs
rq sSur X.

Si pour tout entier 7/, on note Vec” le champ des espaces vectoriels de
rang 7' (c’est-a-dire le classifiant de GL,/), cela signifie qu’on a un morphisme
naturel

6
Pour E’' un espace vectoriel de rang > 7/, on a un morphisme d’oubli du
plongement
! ! !
Gr™F — Vec" ;
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il est lisse de dimension 7’ rg(E") et ses fibres sont homogeénes sous ’action
du groupe Aut(E’).
Nous pouvons maintenant montrer :

Théoreme IV.22. — Soient S un convere entier de S™" et E = Ey®---®F,
un espace gradué tel que rg By > 1o =1 — dfo,___,n}_{a}, 0<a<n.
Alors le morphisme du corollaire IV.7
Q°F = Vec®

se factorise a travers le sous-champ ouvert Vec™ et il s’inscrit dans un carré
cartésien

=S.E
Q — Vec™?
! O !
[I Grrefe — [T Vec™
0<a<ln 0<a<n

(ot la fleche verticale de gauche est celle considérée au paragraphe I1.7).

En particulier, le morphisme Q% S VecS est surjectif et lisse de dimen-

sion Y. rorg(E,) et ses fibres sont homogénes sous l'action du groupe
<a<n

Aut(Ep) x - -+ x Aut(E,).

T

, . . . ~8,E 7,8
Démonstration. — On doit montrer que le morphisme €2 — Vec ™ se
factorise & travers Iouvert Vec™, que le carré

~SE
Q — Vec?
1 \J
[1 Grefe — [T Vec™
0<a<ln 0<a<n

est commutatif et enfin qu’il est cartésien. D’apres le lemme I1.12; il suffit
de considérer le cas ou pour tout a, 0 < a < n, E, est de rang r, =
r— d?O,...,n}f{a} si bien que le schéma Gr"*®« est trivial réduit & un point.
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Rappelons comment a été construit le fibré équivariant canonique £° sur

Q%" x A5 A8 ASJAS qui définit le morphisme Q7" = Vec"® au-dessus de
(]

AS/A§ + on est parti du fibré canonique de rang r sur la grassmannienne
Gr"¥, on a formé son image réciproque par le morphisme

AS x s OSF - GrnF

puis on est passé au quotient par l'action du tore ﬂg . Or le fibré cano-
nique de rang 7 sur Gr"¥ est naturellement muni d’un plongement dans
le fibré trivial Ey @ --- @ E,. On en déduit que £° est également muni
d’un plongement G -équivariant dans le fibré trivial égal & Eq & --- @ E,,.
Par unicité des homomorphismes équivariants £& — &, construits dans la
proposition IV.18, on voit que les £, sont canoniquement isomorphes aux F,,

et que 'homomorphisme & — @ &, est partout un plongement. Cela
0<a<ln

. . —=S,E . .S
montre & la fois que Q7 s’envoie dans 1'ouvert Vec™® de Vec ™ et que le
carré

—S.E
Q — Vec™®

\ \

° — [T Vec™
0<a<n

est commutatif.

Le produit fibré Vec™ x
< I Vecre
0<a<n
pas d’automorphismes, donc c’est un espace algébrique (voir le corollaire 8.1.1

du livre [Laumon, Moret-Bailly]) ; il est séparé car il vérifie le critére valuatif

>- est un champ algébrique qui n’a

de séparation. Comme Q" est un schéma projectif, le morphisme

=S,E

Q77 = Ved¥ x .
( 11 Vec’“a)

0<a<n

est lui-méme projectif. Pour montrer que c’est un isomorphisme, il suffit de
prouver que tout point £ de Vec™ x ( ) a valeurs dans un anneau

Il Vecr

0<a<n
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. . =S,E N .
artinien A se releve dans 2”7 de maniére unique. B
Un tel point € consiste en un morphisme Spec A — A%/ A7 un fibré G-
équivariant et localement libre de rang r sur Spec AX A AS/ Ag qui vérifie
(]

la propriété (x) du lemme IV.6 et qu’on note aussi £ et un homomorphisme
linéaire GI;t'-équivariant et partout injectif sur Spec A x /S A% AF
0

E— @ E..

0<a<n

On rappelle qu’on fait agir G sur chaque facteur E, par son caractére
(Ao,...,An) — A

Rappelons d’autre part que d’aprés la proposition IV.3(i), on a une im-
mersion fermée équivariante naturelle

AS — A5 x P((ah)5).

Or lespace projectif P((A!)%) est muni du fibré inversible O(—1) dont la fibre
en n'importe quel point de P((A!)%) vu comme une droite vectorielle de (A®)%
est ’ensemble des vecteurs de cette droite. Sur ce fibré, il y a l'action du
tore G définie par

Gt x ()% — (&)°

((Aoy -y M), (Ti)ies) = (AR - A 23)i— (ioy.nin) € 5 -

Par image réciproque, on obtient sur AS un fibré inversible Gt -équivariant
que l'on note encore O(—1). Pour tout n € Z, on peut noter O(n) =
O(—1)2Cm),

Soit S le pavage entier convexe de S qui est I'image dans A° / .Ag du point
fermé de Spec A. Pour tout sommet z du pavage S, le point distingué o ; de
la fibre A% x 45 ag qui correspond & i a pour image dans P((A!)S) le point
dont toutes les coordonnées sont 0 sauf celle d’indice . Il en résulte que le
tore GI! agit trivialement sur la fibre en le point ag; du fibré inversible
(A"E) ® O(1). A fortiori, pour toute facette S’ du pavage S, le fixateur
(G1) s agit trivialement sur la fibre en ag g de (A" &) ® O(1).

On conclut alors d’apres le lemme IV.12 qu’il y a un isomorphisme équiva-
riant sur Spec A X 4533 AS | AS

O(—1) =5 A" € = det &
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et que cet isomorphisme est unique & multiplication prés par un élément
inversible de A.

Considérons maintenant ’homomorphisme équivariant composé

O(-1) S AN ESAN(BEy®-®E,)= @ AE,

ie Srn
et ses composantes d’indices les éléments 7 € S™"
O(—1) — ALE,.

Si on les écrit dans une base de AL E,, on voit que ces composantes sont
formées d’éléments de

H°(Spec A X a5 33 A% A3, (7)(1))@

c’est-a-dire de sections de O(1) sur Spec A X g /S AS | A5 sur lesquelles le
(]

tore Gt! agit par le caractére
Xit Aoy -y An) 5 AR LA

ol i = (igy ..., 0p)-
Or on a le lemme suivant :

Lemme IV.23. — Soient S un pavage entier convexe d’un convexe entier
S de S™™ et i = (ig,--.,in) un point de S™™. Alors, dans les espaces de
cohomologie de O(1) sur Ys = AS X 4s ag, les parties sur lesquelles Gt agit
par le caractére x; vérifient :

(i) Sii¢ S, on a

2

H(Ys,0(1))y, =0 et H'(Ys,O(1)),,=0.

(i) Site S, ona N
H'(Ys, O(1))y, =0,

Vespace HO(Yg, O(1))y, est de dimension 1 et il est engendré par le mor-
phisme



qui est la projection de (AY)° sur sa composante d’indice i.

Démonstration du lemme. — Pour toute facette S’ de S, on note Yy le sous-
schéma fermé invariant de Ys qui est 'adhérence schématique de 'orbite du
point ag s sous 'action du tore GI™. Les Ys sont des variétés toriques.

Le schéma Yy et ses sous-schémas fermés Y sont plongés dans P((A!))
d’apres la proposition IV.3(i) si bien que le fibré inversible équivariant (’3(1)
sur Ys et les Yo est tres ample. Pour toute facette S’ de S, cela signi-
fie d’apres le théoreme 13 du §3 de [Saint-Donat, Kempf] que la fonction
linéaire par morceaux associée & O(1) sur le complexe polyédral rationnel
de la variété torique Ys est strictement convexe. Comme Ys est propre,
son complexe polyédral rationnel est I’espace vectoriel tout entier engendré
par les caractéres (voir le théoreme 8 du §2 de [loc.cit.]) et a fortiori il est
convexe. On déduit alors du corollaire 2 du §3 de [loc.cit.] que

H(Ys,0(1)) =0, Vi>1.

Enfin, tout sous-schéma fermé invariant ¥ de Yg est réunion d’'un nombre
fini de schémas Yy associés a des facettes S’ de S et on obtient par dévissage

H(Y,0(1)) =0, Vi>1.

Cela est vrai en particulier pour ¥ = Y.
Intéressons-nous maintenant aux espaces de sections H%(Ys, O(1)),, sur

lesquelles le tore G agit par le caractere x; : (Ao, ..., Ay) = AL ... Ain,
Comme les Y sont des variétés toriques et les O(1) des fibrés équivariants

inversibles sur celles-ci, les H°(Ys:, O(1)),; sont de dimension 0 ou 1. Par

ailleurs, ils contiennent le morphisme O(—1) i Al e projection de (A!)%
sur sa composante d’indice z, et ce morphisme est non nul si et seulement si
1e S
On voit donc que si i € S’ I'espace H*(Ysr, O(1)),, est de dimension 1 et
engendré par X;. )
On prétend d’autre part que si ¢ ¢ S, alors
H(Ys,O(1)),, =0.

2

En effet, remarquons d’abord que si i n’est pas dans le sous-espace affine
de R™" engendré par S’, le noyau de x; ne contient pas le noyau de I'action
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de G sur O(1) restreint & Yg et on a nécessairement
H°(Ys,0(1))y, = 0.

Supposons donc que 7 est dans le sous-espace affine engendré par S’

L’éventail qui définit la variété torique Yg est une décomposition de
I’espace des fonctions affines £ : S’ — R modulo les fonctions constantes : une
fonction affine ¢ : S’ — R est dans le cone convexe polyédral associé & une
face S de S’ si S” est I’ensemble des points ou £ prend sa valeur minimale
ming (¢) sur S'.

Pour que H°(Ys, (5(1))” # 0, il faudrait que pour toute fonction affine
¢ :S" = R prolongée canoniquement sur l'espace affine engendré par S’, on

ait £(i) — ming:(¢) > 0. Ce n’est pas vrai, et donc H%(Ys, O(1)), = 0.
On déduit immédiatement de ce qui précéde que si i ¢ S, on a
HO(Yg, O(1)),, = 0.

Si au contraire § € S, notons S; la plus petite facette du pavage S qui
contient le point ¢. Pour toute facette S’ de S qui ne contient pas Sj, on a

H'(Ys, O(1))y, =0,

et pour toute facette S' qui contient S}, 'espace H’(Yy, O(1))y; est de di-
mension 1, ses éléments sont des multiples de X et les coefficients de propor-
tionalité ne dépendent que des restrictions des sections a Ygr < Ys. On en

déduit que I'espace H°(Ys, O(1)),, est de dimension 1 et engendré par X;.
Cela termine la démonstration du lemme. |

Fin de la démonstration du théoréme IV.22. — On peut choisir un relevement
Spec A — A° du morphisme Spec A — As/ﬂg.

Pour tout point x du schéma Spec A XAS/Zg js//{g = Spec A X 4s AS 3
valeurs dans un schéma X, la restriction a X de £ vu comme sous-fibré de
rang r de By @ --- @ E, = E définit un point de la grassmannienne Gr™% 2
valeurs dans X.

Si on note z;, ¢ € S, les coordonnées projectives de I'image du point z
dans P((A!)%), il résulte du lemme précédent que les coordonnées de Pliicker
dans A"E = @ ALE, du point X — Gr™F sont de la forme

ie Sr.n

((7i - ai)ies, (0)icsrm—s)
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ot les a;, i € S, sont des points des ALE, & valeurs dans A qui ne dépendent
que du morphisme O(—1) = A" € — A" E et pas de x.

Considérons le cas ou z est le point ag ¢ associé & une cellule S’ du pavage
S. Notant £ ¢ la fibre de £ en ce point, on a le plongement

SQ,S'QE()@"‘@ETL:E-

Comme on a vu dans la démonstration du corollaire IV.21(i), pour toute

partie non triviale I de {0,1,...,n}, I'intersection de s g avec Ey = @
- a€l
E,, s’identifie au facteur 55,53 de la fibre £s 1 sur lequel 'homomorphisme

hi : G, — G (dont les composantes d’indices a, 0 < a < m, sont A — A
si € I et A — 1 sinon) agit par le caractére A — . Comme & vérifie
la condition (%) du lemme IV.6, chaque telle intersection s g N Ef est de

dimension d}g} = df et le point £s ¢ de Gr™F est dans la cellule de Schubert
mince Grig”.

Cela impose que tous les a;, ¢ € S, sont des points a valeurs dans A des
ALE, — {0} et pris ensemble ils définissent un point & valeurs dans A de

A% x G, \ ] (ALE, — {0}).

i€S

On prétend qu’il est dans le sous-schéma fermé Q5. Pour cela, il faut
revenir & la construction explicite de Q% dans la démonstration du théoréme
I1.4(i) : on considére n’importe quelle cellule S' du pavage S et une famille
génératrice eg: de S'. Elle définit un scindage A5 — /Tg de la suite exacte
0 — (G5)p/Gp — A5 — A5 — 1 qui se prolonge en une section s de
AS — AS bien définie au voisinage de I’orbite A2 et en particulier sur Spec A.

D’aprés ce qu’on vient de voir, le point (a;);cs dans

A% x Gy \ [] (ALE, — {0})

i€s
multiplié par le uplet des coordonnées de la section s est un point de

Gm\< I1 AiE.> — {0} qui représente le point de Gr™¥ & valeurs dans
i€ §mm

A qui est I'image réciproque de & — Fy & --- @ E, = E sur Spec A via
la section s : Spec A — Spec A x 4s A°. 1l vérifie donc les équations de
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la grassmannienne Gr"* dans Gm\< I1 AiE.> — {0} et c’est ce qu’on

le S‘l‘,n
voulait.
On a donc défini un morphisme

Spec A — Q5F
qui est I'unique reléevement du point donné

Spec A — Vec™ x .
( H Vec"l>

0<a<n

compatible avec le relevement choisi
Spec A — A®

du composé Spec A — Vec"s — A5/ A7
Comme on a un carré cartésien

OsE Q%P
L0 +
A5 — ASJAS

le composé Spec A — Q5 — 0° est I'unique relévement de

Spec A — Vec™ x .,
( H Vec’"0¢>

0<a<mn

ce qui acheve la preuve du théoreme IV.22. [ ]

8) Cohomologie équivariante et déformations

On considére toujours un convexe entier S C S™" = {(4g,...,4,) € N*T! |
ig + -+- 414, = r} et un espace gradué £ = Ey & --- & E, tel que rg F, >
To =T — dfo,__”n}f{a}, 0<a<n.
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Le théoreme V.22 permet maintenant de donner un critere cohomologique
de lissité du morphisme Q%" 5 As / Ag en n’importe quel point et une for-
mule pour la dimension de son espace tangent relatif, comme application

de la théorie générale des déformations exposée par exemple dans le livre
[lusie] :

Corollaire I1V.24. — Soient A un anneau artinien, I un idéal de carré 0
dans A, T un point de 0% 4 valeurs dans A = A/I et @ son image dans
ASJAS.

Soient £ l'image de T dans le champ Vecis vue comme un fibré localement
libre de rang r et G -équivariant sur Spec AXAS/,ZS AS[AS et Hom(E,ERI)
0

le faisceau G+t -équivariant des homomorphismes linéaires € — E ® I.
Alors :

(i) Si a est un point de As/ﬂg a valeurs dans A qui reléve a, le point T €

QS’E(A/I) se reléve en un point x € QS’E(A) au-dessus de a si et seulement si

le fibré € se reléve en un fibré G -équivariant € sur Spec A XAS/Z;,? ASJAS.
L’obstruction a l’existence de tels relevements git dans le groupe de coho-

mologie équivariante

Hn1 (Spec(A/T) X s, i ASJAS Hom(E,EQT)).

Si cette obstruction est nulle, [’ensemble des classes d’isomorphie des
déformations £ de £ est un torseur sous l’action du groupe

Hé#l (Spec(A/I) X 4573 ASJ A3 Hom(E,€ @ I))

et le groupe des automorphismes de chacune est canoniquement isomorphe a

Hn1 (Spec(A/T) X s, 35 A%/ A7, Hom(E.E®T)) .

(ii)) Quand A/I est un corps et si S désigne le pavage entier convexe de S

associé au point @, la dimension de [’espace tangent en T a la fibre de a>*
au-dessus du point A3/ Aj de A®/AF est égale d

dim Hina (A5 x4 as, Hom(E, €)) — dim Hepir (A5 X 45 ag, Hom(E, E))

+ > rerg(E,) —dim(S).

0<a<n
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Et pour que le morphisme de structure (PR .AS/A*E soit lisse au point
T, il suffit que N o
H%ylLASXASQQJHOng,SDZZO.

G,

Démonstration. — (i) C’est une application immédiate du théoréme IV.22
d’apres les résultats généraux du chapitre VII, §2 de [Illusie].

(ii) résulte de (i) puisque le morphisme~§S’E — Vec™ est lisse de dimension

relative Y. ro18(E,) et que A/ A5 — AS/AF est lisse de dimension
0<a<n

relative —rg A5 + rg A5 = —1g(G3,)p/Gy, = — dim(S). m

Considérons maintenant une face S’ de S.
On a le morphisme équivariant A5 — A5 de restriction des pavages de
S & S’ puis, d’apres le lemme IV.14, I'immersion fermée équivariante

o ~
A5 % o AS — A5

d’identification des facettes de pavages dans S’ & des facettes de pavages dans
S. Elle induit un morphisme

!
Vec"® — Vec™®

qui s’'inscrit dans un diagramme commutatif

O 5 VeSS — ASJAS  —  ASJAS
\ \ i \

0P VeeS s ASJAS s ASJAS

ol les fleches horizontales de droite et de gauche sont lisses.
Pour A, I, A/I, T, @ et £ comme dans I’énoncé du corollaire précédent,

_ —1 . N . _ =S E
notons encore T’ et £ les points & valeurs dans A/I images de T dans Q
! . . . 7
et Vec™ . Via 'immersion fermée

Spec A/I X as' 35" A5 JAZ" — Spec A/T X 453 ASJAF
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&' s'identifie & la restriction du fibré G-+ -équivariant € et de méme Hom(E €
®I) est isomorphe & la restriction de Hom(E,E ® I). Tous peuvent étre

vus comme des faisceaux cohérents G'-équivariants sur Spec A/I x A8 AS
0

AS / jg qui sont reliés par des homomorphismes équivariants de restriction
£-¢
Hom(E,ERI) — Hom(E € @ I);
on note Homgs (€,€ ® I) le faisceau cohérent G -équivariant qui est le

noyau du second homomorphisme.
Cette fois, on a :

Corollaire IV.25. — (i) Dans la situation du corollaire précédent, soient
' un point de 2°F 4 valeurs dans A qui prolonge T' et &' le fibré G-
équivariant sur Spec A XAS’/X;?’ .ZS'/.%T@?' qui est l'image de «' dans Vec™"
et donc prolonge E'. Soit aussi a un point de AS/,Zlg a valeurs dans A qui
reléeve a et s’envoie sur l'image o' de x' dans AS'/ﬂgl.

Alors le couple (T,x") se reléve en un point r € QS’E(A) au-dessus de
a si et seulement si le fibré & se prolonge en un fibré Gt -équivariant £
sur Spec A X A8 7S A5/ A3 dont la restriction ¢ Spec A X 4ty 38" AS'/Agl est
isomorphe a &'.

L’obstruction a l’existence de tels relevements git dans le groupe de coho-
mologie équivariante

Hé:;,n+1 (Spec(A/I) X 45 133 ASJ A5 Homs s (E,E @ 1T)).

Si cette obstruction est nulle, l'ensemble des classes d’isomorphie des
déformations £ de € qui induisent ' est un torseur sous l’action du groupe

Hnir (Spec(A/T) X s i AS | A5 Homg s (E,E @ 1))
et le groupe des automorphismes de chacune est canoniquement isomorphe a

Hg;;jl (Spec(A/I) XAS/Zg fls/flg, Homgs (E, E® I)).
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(i1) Quand A/I est un corps et si S désigne le pavage de S associé au point @,
la dimension de [’espace tangent en T a la fibre de Q%" qu-dessus de l'tmage
de T dans 0 F X 45" .45 A5 [ A5 est égale a
dim H(Il},”n+1 (/le XAsQg, HOT)’LS/SI (?, E))—dlm H(g%+1 (AVS XAsQg, HOTI’LS/S/ (3, 3))
+ > ) rg B, — dim(S) + dim(S")
0<a<sn

ol on a posér, =1 — d*{g(;,_“,n}_{a}, 0<a<n.

Pour que le morphisme Q%F L a%" X as' a8’ AS/Ag soit lisse au point
T, il suffit que

Gm

H2n+1 (./TS X A8 Og, %Oms/sl (? 3))
de

(iii) Les groupes de cohomologie équivariante de (ii) s’inscrivent dans une

suite exacte longue
0— Hgnm+1 (%Omg/gl (E 3)) — H(g%-u (Hom(z, E)) —

HYir (Hom(E',E)) = Hlnir (Homsys (€,E)) —

Démonstration. — La suite exacte longue de (iii) est associée & la suite exacte
courte de faisceaux cohérents G -équivariants sur A% X 45 ag

0 — Homss1(E,&) — Hom(E,E) — Hom(E,E) — 0
|

Considérons enfin un pavage entier convexe S de S et une facette S’ de
ce pavage. On a le morphisme équivariant AS — A5 de restriction & S’ des
pavages de S qui raffinent S puis, d’apres le lemme IV.16, une immersion
fermée équivariante

./IS, XAS’ A§ — ./Nli
ot on a désigné par AS le produit fibré A5 x 45 AS. Notant Vec™S =
Vec"® N Vec™S le sous-champ fermé de Vec™S obtenu par le changement de
base AS/ A5 — A5/ A5, cette immersion fermée induit un morphisme

Vec™2 — Vec™®
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qui s’inscrit dans un diagramme commutatif

O o VeSS s ASJAS —  ASJAS
S S S S

Q7 o Vers — ASJAS — ASJAS

ol les fleches horizontales de gauche et de droite sont lisses.
On peut alors donner pour le probleme de relevement des points in-
finitésimaux par le morphisme

S 5! S/ js
Vec"= — Vec" X st ) 35" AZ/ Aj

ou

S »S!

o o 5,48
Q" —=Q X st ) 35" A=/ A
et pour la description des espaces tangents a leurs fibres un énoncé exacte-
ment analogue au corollaire précédent 1V.25(i)(ii)(iii). Comme sa formulation

serait parfaitement la méme, nous ne 1’écrivons pas.

Remarquons enfin que pour 1’étude des groupes de cohomologie G-
équivariante qui apparaissent dans les énoncés de ce paragraphe, on dispose
du résultat suivant :

Lemme IV.26. — Soit X un schéma sur un corps qui est muni de [’action
d’un tore T'.

Alors pour tout Ox-module quasi-cohérent et T-équivariant M sur X,
chaque espace de cohomologie équivariante

Hy(X, M)
s’identifie a la partie invariante sous T de [’espace de cohomologie ordinaire

H'(X,M).
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Démonstration. — 1l suffit de prouver que sur la catégorie abélienne des
espaces vectoriels V' sur un corps £ munis de ’action d’un tore 7', le foncteur
V = VT des vecteurs fixés par T est exact.

D’apres le lemme qui suit la définition 1.3 de [Mumford, Fogarty, Chapitre
I, §1], tout tel espace V est réunion filtrante de sous-espaces de dimension
finie stables par T' et on peut se limiter & la catégorie des représentations de
dimension finie de 7.

On peut aussi supposer que le corps de base k est algébriquement clos.
Alors toute représentation de dimension finie de T est somme directe de
caracteres et 1’assertion est évidente. [ ]
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V. Variations de variétés projectives rationnelles
avec structures logarithmiques

1) La fibration projective canonique

On considére encore un convexe entier S dans S™" = { (4o, ..., 4,) € N*T! |
io—+- - -+i, = r} et le champ algébrique de type fini Vec™ qui lui a été associé
dans le paragraphe IV.7 comme sous-champ ouvert de Vec”.

On rappelle qu’un point de Vec® 3 valeurs dans un schéma X consiste
en un morphisme

X — A% A3
et en un fibré £ localement libre de rang r et G -équivariant sur le schéma

projectif sur X
5 iS/ i
X=X X.AS/.ZgA /./4(])
qui vérifie la propriété (x) du lemme IV.6.
D’apres la proposition IV.18, il existe sur X des fibrés &,, 0 < a <
n, localement libres de rangs r, = r — d?o,...,n}— (o} €t bien déterminés par
£ & unique isomorphisme pres, avec des homomorphismes linéaires G-

équivariants canoniques
*
5 _> p.X EOL

sur les images réciproques des &, par px : X - X.

. 35S <
On suppose que le point X — Vec ~ se factorise & travers I'ouvert Vec™ ;
par définition de Vec™®, cela signifie que ’homomorphisme somme

E—= P rxé

0<a<n

est injectif en tout point de X.

On a:

Proposition V.1. — Soit £ un point du champ Vec™ a valeurs dans un
schéma X comme ci-dessus.

Considérant & comme un schéma fibré sur )7, Pouvert € de £ constitué
des points dont les images dans les p% E,, 0 < a < n, sont toutes non nulles,
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n'est pas vide si et seulement si 1o =17 — d?O,...,n}—{a} > 1, Vo, c’est-a-dire
si S n'est contenu dans aucune face du simpleze S™V .
Dans ce cas, le quotient P(E) de € par action libre de G%T est une

fibration sur X qui est projective, plate de dimension relative r + dim(S) —
(n+1) et a fibres géométriquement réduites.
Elle est munie d’un morphisme

P(E) = X /G

qui est lisse de dimension r et a fortiori elle est lisse de dimension relative
r+dim(S) — (n+ 1) sur

X/ /(6)s).

Démonstration. — Chaque &,, 0 < a < n, est un fibré sur X qui est locale-
ment libre de rang r,. Pour qu’il contienne des vecteurs non nuls il faut donc
avoir r, > 1.

Réciproquement, supposons cette condition vérifiée par tous les indices
a. Pour montrer que £ n’est pas vide, on peut supposer que X est un point

(le spectre d’un corps) qui s’envoie dans A%/ Ag sur le point correspondant
4 un pavage entier convexe S de S. Une quelconque cellule S’ (de méme
dimension que S) de S n’est contenue dans aucune face de S™". Alors, si
Es,s désigne la fibre de € au-dessus du point distingué ag s de A, tous les
homomorphismes induits entre espaces vectoriels

s =&, 0<a<n,

. . 7
sont non nuls car leurs noyaux sont de dimensions dfo o} —{ap < T Par
conséquent, il y a un ouvert non vide de £g ¢ ou tous les vecteurs ont des

images non nulles dans les £, et on a g’ # (.

Supposons donc que 1, > 1, Va. -
On a un plongement partout injectif entre fibrés vectoriels sur X

E— P pxéa.

0<a<n
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Si € est vu comme un schéma fibré sur X et les £, comme des schémas fibrés
sur X, ce plongement s’interprete comme une immersion fermée

S%X:XXEO Xx =+ XXgn
qui induit une immersion fermée
£ ;)YXX (80—{0}) Xx - Xx (gn—{()})
Mais d’apres la proposition IV.3(i), le morphisme
Px : 5(: — X

est projectif ; sa source est munie d’un fibré inversible trés ample relatif O(1)
(déduit du fibré O(1) de P((A!)®) sur lequel on fait agir /Ig = G3,/G,, par
un scindage de la suite exacte 1 — G,, — G5, — G, /G, — 1) avec action
naturelle du tore Gt.

En faisant le quotient par les actions libres de G*'!, on obtient un mor-
phisme projectif naturel

ﬁ(g) — IP(S()) Xx - Xx P(gn)
et on conclut que P(€) est projectif sur X.

__ Enfin, comme & vu comme schéma est lisse de dimension relative r sur
X, il en est de méme de B(&) sur le champ quotient X /G%H. L’action de
G+ sur AS se factorise & travers le tore quotient G+! /(G%+) ¢ lequel est de
rang dim(S) et donc P(£) est lisse de dimension relative 7 +dim(S) — (n +1)
sur N
X/(@ /(6 )s).

Cela implique que P(£) est plat sur X de dimension relative r+dim(S) — (n+
1) et a fibres géométriquement connexes car d’aprés la proposition IV.3(ii), le
morphisme A5 — AS est plat de dimension dim(S) et & fibres géométrique-
ment connexes.

Cela acheve la preuve de la proposition. [ ]

Supposons maintenant que S est un convexe entier de S™™ qui n’est con-
tenu dans aucune de ses faces. Notons p sa codimension dans S™" et écrivons
encore une fois les décompositions canoniques du lemme 1.7 :

{0,1,...,n} = J[ /i avec |Ji|=mn;+1,

0<i<p
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rT=r9+ 7y,
S=8yx--+x85,
ol chaque S;, 0 <1 < p, est un pavé entier dans

Z ia:n}.

STishi — {(ia)aeji - NJi
a€J;

D’apres le lemme IV.10, on a deux isomorphismes canoniques au-dessus
I’'un de 'autre

AS A5 5 A% ) AS0 x - x ASv | TP
ASJAS s A0 JAS0 x - x A JATP

puis, d’apres la proposition IV.11, pour tout point de Vec® & valeurs dans
un schéma X représenté par un fibré € de rang r et G -équivariant sur X, il
existe une unique famille de points des Vec #% & valeurs dans X représentés
par des fibrés £;. de rangs r; et Gi-équivariants sur les X x ASi ) 35 ASi /.,131
telle que &£ s’identifie a la somme directe des images réciproqugs des &;,.
Cette décomposition de £ est compatible avec les homomorphismes linéaires
équivariants
E— P rxéa,

0<a<n
E"Ji_)®p§(€a7 0§Z§p7
a€ J;

et avec la décomposition

D &= B (De)

0<a<n 0<i<p ‘a€J;

On en déduit :

Lemme V.2. — Pour S = 5y X --- x S, un convezre entier de codimension p
dans S™™ comme ci-dessus, l’isomorphisme

PGP

3570,50 EE PR
X -+ X Vec

——rS ~
Vec” =5 Vec
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de la proposition IV.11 fait se correspondre les ouverts

~ v v
Vec™® 5 Ve 050 x ... x Ve P .

Si &= (Egy,-.-,E5,) est un point de ceuz-ci a valeurs dans un schéma X et
st € et les £, sont vus comme des schémas sur X, on a des isomorphismes
canoniques

5%5(]0 Xx - XXng,

E — &y Xx--xx &y,
et
]P’(((:) L)HD(SJO) Xx - Xx P(ng).
Ce dernier est compatible avec les morphismes lisses de structure
B(E) —» X /e

B(Es,) — (X X s, 550 A5 AT G

ASi | A
et avec les décompositions

-~ ~ ~ e e
X = (X XAS'O/.Z;‘O ASo/A(?O) Xx+ + Xx (X XASP/,Z;;]" ASP/A(DP),

n+l Jo J,
Gl gl x - x @,

Il résulte de ce lemme que pour étudier les fibrations P(£) induites par un
point £ de Vec™?, il suffit de se limiter au cas olt S est un pavé (de dimension
maximale n) dans S™".

Alors P(€) est plat de dimension relative r — 1 sur le schéma de base X.

2) Résolution canonique du champ torique des faces d’un convexe
entier

Pour S un convexe entier de S™", on a vu au paragraphe précédent que
tout point £ de Vec™S A valeurs dans un schéma X induit une fibration
projective P(E) sur X.
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A chaque fibre d’une telle fibration est associé un pavage entier convexe
S de S et elle est munie d’un morphisme lisse sur le champ quotient par G
de Yiz fIS X gs Og.

Dans le but d’étudier les fibrations P(£), on commence donc par étudier les
fibres Ys. On sait déja d’apres la proposition IV.3(ii) qu’elles sont géométri-
quement réduites. Sous l'action du tore G, chaque telle Ys est réunion

finie disjointe d’orbites Ysr & G /(G )5 indexées naturellement par les
facettes S’ du pavage S. Une orbite Ys» est dans I’adhérence d’une autre

Ys: si et seulement si S” est une face de S’. En particulier, les composantes
irréductibles de Yg sont les adhérences schématiques Yy des orbites associées
aux cellules (de méme dimension que S) S’ du pavage S et si S, S, sont deux
telles cellules, 'intersection Ys N Y est Padhérence Ys» de P'orbite associée
a la plus grande face S” commune & S] et 2 .S}. On a :

Lemme V.3. — (i) Pour toute facette S' d’un pavage entier convere S de S

o]
comme ci-dessus, l’adhérence schématique Yg de l'orbite Ygi est une variété

torique normale et projective de tore G /(G ) g = Y.

Elle ne dépend pas de S ni de S.
(ii) Les orbites de Yg (c’est-a-dire les points du champ torique Ys/ Ys)
correspondent naturellement aux faces du convexe entier S'.
(iii) L’éventail qui définit Ysi est une décomposition en cones convexes polyé-
draux rationnels de [’espace des fonctions affines £ : S' — R modulo les
fonctions constantes :

Une fonction affine £ : S" — R est dans le cone associé a une face S” de
S" 51 S est ’ensemble des points de S" ou £ atteint son minimum.

Démonstration. — (ii) a déja été vu.

(i) Le schéma Yy est projectif car il est plongé comme sous-schéma fermé
dans Ys qui est projectif d’apres la proposition IV.3(i). La variété torique
AS est normale par construction donc il en est de méme de 1’adhérence

schématique .AE’S, de l'orbite XE’S, (voir la proposition 2 de [Saint-Donat,
Kempf] §2) puis de 1'ouvert de celle-ci image réciproque de 1'orbite .Aé et
enfin de sa fibre au-dessus du point distingué ag qui n'est autre que Ys.
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Pour prouver que Ys ne dépend pas de S et S, il suffit de montrer (iii).
(iii) résulte de la forme des éventails C¥/C§ et (C5 + R)/R qui définissent

les variétés toriques AS et AS et de ce que Yy est la fibre de ﬂg o au-dessus

du point ag € Ag C A°. m
Pour toute partie non triviale I de {0,1,...,n}, on note £; 'application
affine
S — R
(st - i) = 3 g
ael

éventuellement prolongée a 1’espace R™"™. On note de la méme facon sa restric-
tion & n'importe quel convexe entier S’ de S™" ou & son enveloppe convexe Sy,
Par définition, la face S} de S’ est ’ensemble des points de S’ ou I'application
{; atteint son minimum qui est d5 .

On a :
Proposition V.4. — (i) Pour toute application affine
(:R™ >R
il existe une unique suite strictement croissante de parties non triviales
Delhg---¢cI, ¢{0,1,...,n}
et une unique suite de réels strictement positifs
a; >0,...,a;, >0,

tels que la différence
0—(ay by, + -+ ax Ly,)
soit une fonction constante.

(ii) Si S" est un convexe entier de S™ et £ : 8" — R a la forme de (i),
l'intersection des faces
n...NS

est l'ensemble des points de S ou £ prend sa valeur minimale.
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Démonstration. — (i) Sur R"" = {(zg,...,2,) € "™ | zo+ -+ x, = 7},
une fonction affine ¢ est de la forme

(oy ooy Ty) > logxg+ b1+ -+ by 1y

ou ly, ly, ..., L4, sont des coefficients réels. Quitte a modifier £ par une cons-
tante, on peut supposer que tous les £, sont > 0 et que I'un au moins est
0.

Soit Jy la partie non vide de {0,...,n} constituée des « tels que £, = 0.

Si Jy ¢ {0,1,...,n}, notons J; la partie non vide de {0,...,n} — Jy on
les £, sont maximaux.

Si JouJi ¢ {0,1,...,n}, notons J, la partie non vide de {0,...,n} —
(Jo U J1) ou les £, sont maximaux.

Et ainsi de suite ...

Posant alors I} = Jy, I, = J1 I Js, I3 = J; I J5 I J3, etc., on voit que £
est de la forme

€:a1€11+---+ak€1k avec a1 >0,...,a; > 0.

Cette écriture est unique car Jy = {0, ..., n}—1I est I’ensemble des indices
a tels que le coefficient £, soit minimal, J; = I; est I’ensemble des indices
a € {0,...,n} — Jy tels que £, soit maximal, Jo, = Iy — I; est I’ensemble des

a €{0,...,n} — (Jo I Jy) tels que £, soit maximal, etc.

(ii) Il suffit de prouver que l'intersection Sz N ...N S} n'est pas vide
car, comme on a demandé aq,...,a; > 0, il est alors équivalent que £ soit
minimale en un point de S’ ou que /;,,...,¢;, le soient simultanément en ce
point. Or ceci n’est autre que la caractérisation des convexes entiers donnée
par le lemme 1.4. n

On déduit aussitot de cette proposition :
Corollaire V.5. — (i) Dans l’espace des fonctions affines
K" >R

modulo les constantes, associons a toute suite strictement croissante Iy ¢
... ¢ Iy de parties non triviales de {0, ...,n} le cone conveze des fonctions
de la forme

C=a by, +--+aply, avec ay,...,ap>0.
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Ceci définit un éventail et donc une variété torique normale Y™ de tore
Yy =G /Gy,
(1) La variété torique Y™ est lisse et projective. Ses orbites sont naturelle-
ment indexées par les suites I G ... G I de parties non triviales ; on les
note Y7 1. La codimension d’une orbite Y . est la longueur k de la
suite associée.

(iii) Si S" est un pavé entier (de dimension mazimale n) dans S™, l'identifica-
tion des tores Y' = G* /G, = Y se prolonge en un morphisme équivariant

projectif partout défini
Y" —» YSI

qui fait de Y™ une résolution des singularités de Y.

o
Par ce morphisme, toute orbite Y} ; de Y™ s’envoie sur l'orbite Ysn de
Ys associée a la face S" = Sp N...NSy de S".

Remarque. — A tout polyédre convexe rationnel de dimension n (qu'il soit
“entier” en notre sens ou non) est associé naturellement une variété torique
propre de tore G'!/G,, dont les orbites correspondent aux faces : son
éventail est obtenu en décomposant l'espace des fonctions affines suivant
les faces o elles prennent leurs valeurs minimales. Et réciproquement toute
variété torique propre s’obtient de cette facon.

On sait par la théorie générale que toutes admettent des résolutions des
singularités équivariantes mais non canoniques.

Nous voyons ici que celles associées aux pavés entiers de S™" ont une
résolution canonique qui est toujours Y.

Démonstration du corollaire. — (i) D’apres la proposition V.4(i), toute £ a
une unique écriture de la forme ay £;, +- - -+ ay £1,. Cela signifie que I'espace
total des fonctions affines ¢ : R"" — R modulo les constantes est la réunion
disjointe des cones {a1 £y, + -+ ar lr, | a1,...,a; > 0}. Ces cones sont des
simplexes et leurs faces sont ceux associés aux sous-suites de Iy ¢ --- G Ij.

(ii) Pour toute suite I; ¢ --- ¢ I, et toute fonction de la forme ¢ = ay {7, +
<o« + a, ¥, avec ai,...,a, > 0, les coefficients ay,...,a, sont entiers si
et seulement si £ prend des valeurs entiéres sur le réseau zZ"". En effet,
quitte & renuméroter les coordonnées, on peut supposer que I; = {1}, I, =
{1,2},...,1, = {1,...,n} et alors il suffit de tester les valeurs de £ en les
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n points de coordonnées (r — 1,0,...,0,1,0,...,0) ; elles sont égales & a,, +
e+ a1, Qpt+ -+ 02, Ay + -+ A3, ..., 0.

Cela signifie que les cones {a; £y, +---+a, ¢, | a1,...,a, > 0} sont des
simplexes également avec leurs structures entieres et donc Y™ est lisse.

La variété torique Y est propre car son éventail recouvre tout 1’espace
des fonctions affines £ : R™™ — R modulo les constantes.

A un élément £ = ay {1, + - - - + ax {1, de cet espace, associons le nombre
réel

cp(ﬁ):a1+---+ak.

La fonction ¢ est affine sur chacun des cones {ay ¢y, +- - -+a, £, | a1, ..., a, >
0} et si £, ¢' sont deux éléments de 1'espace qui n’appartiennent pas & un méme

cone, on a
L+ 0 o) + (¥

2 2
D’apres le théoréeme 13 du §3 de [Saint-Donat, Kempf], cela implique que Y™
admet un faisceau inversible ample et donc est projective.
(iii) Il résulte de la proposition V.4(ii) que I'éventail qui définit Y™ raffine celui
qui définit Ys et donc on a un morphisme birationnel équivariant partout

bien défini
Y" —» YSI .

La seconde assertion reformule alors la proposition V.4(ii). n

Dans le cas ou S’ n’est pas un pavé entier mais est de codimension p > 1
dans S™", on revient encore aux décompositions canoniques du lemme 1.7 :

{0,1,....;n}= J] /i avec |Ji|=n;+1,
0<i<p
T=To+ - +Tp,
S'=8yx---x8y,
ou chaque S}, 0 < i < p, est un pavé entier dans

Zza—r,}.

a€J;

§rimi — {(la acy; € NJ

Pour résoudre les singularités de Ys/, on a besoin de :
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Lemme V.6. — Pour S’ = Sy x -+ x S, un convere entier de codimension
p dans S comme ci-dessus, la variété torique Yg de tore

Gnm“/(G%H)S’ = G#L)/Gm Xoeee X G;{};/Gm

s’identifie au produit
YS(I) XX YS}’:

des variétés toriques des faces des pavés entiers Sy, ..., S).

Démonstration. — Modulo les fonctions constantes, toute fonction affine £ :
S" — R s’écrit de maniere unique comme une somme ¢y + ¢; + --- + £, de
fonctions affines £y : Sy — R,..., £, : S, — R Avec cette écriture le lieu ot
¢ est minimale est le produit des lieux ol 4y, ..., £, sont minimales. |

Il résulte de ce lemme que si S’ est un convexe entier de codimension p
écrit comme produit de p+1 pavés entiers Sy, . . ., S}, de dimensions ny, . . ., 7y,
la variété torique des faces de S’

YSI :Ys(l) X "'XYS;
admet pour résolution équivariante canonique
Y=Y x...xY"

ol on a noté n = (ng, ..., ny).
Terminons ce paragraphe par le résultat général suivant qui s’applique en

particulier aux variétés toriques Ys: et a leurs résolutions YY" ou Y2 :

Lemme V.7. — Soient T un tore et T, T deux variétés toriques de tore T
telles que lidentité T =T se prolonge en un morphisme équivariant partout
bien défini et propre
g=T —T.
Alors pour tout Module quasi-cohérent et T -équivariant M sur T la fleche
canonique en catéqorie dérivée

M — Rg, o R¢* M

est un isomorphisme.
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Démonstration. — On peut supposer que la base est un corps, que la variété
torique T est affine et que M est un Module cohérent. Un tel Module admet
une résolution par des sommes de Modules localement libres de rang 1 et
donc on peut supposer encore que M est un Module inversible.

La variété torique affine T est définie par un certain cone convexe polyédral
rationnel o et le Module inversible M est défini par une fonction affine ¢ sur
o. Léventail de T' est un pavage de o et ¢* M est toujours défini par ¢.

D’aprés le corollaire 2 du §3 de [Saint-Donat, Kempf], on voit déja que

Rqgq¢M=0, Vi>0.

De plus, pour tout caractere x : T — G, du tore T' et en notant ¢, la
fonction linéaire induite sur o, ’homomorphisme entre espaces de sections
sur T et T' transformées par le caractere y

F(Ta M)X — F(Tla q* M)X

est un isomorphisme, car ces deux espaces s’identifient a la fibre de M en le
point unité 1 € T si la fonction ¢ — ¢, est > 0 sur o et ils sont nuls dans le
cas contraire. m

De ce lemme, on déduit aussitot :

. o, , ,
Corollaire V.8. — Pour T, T et T" comme dans l’énoncé du lemme V.7,
considérons deux schémas X et X' qui s’inscrivent dans un carré cartésien

X L X
1 oo
T/T — T/T
ot les deux fleches verticales sont plates.

Alors, pour tout Module quasi-cohérent M sur X, I’homomorphisme cano-
nique en catégorie dérivée

M — Rg, o Rg* M

est un isomorphisme. [
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3) Géométrie des fibres

Pour S un convexe entier du simplexe S™" qui n’est contenu dans aucune
face de celui-ci, considérons un point £ du champ Vec™® & valeurs dans un
corps.

Il lui est associé un pavage entier convexe S de S et £ peut étre vu comme
un fibré localement libre de rang r et Gt -équivariant sur le schéma projectif
Ys = A% x 4s ag. Pour toute facette S’ du pavage S, on note ici Fy la fibre

de £ en le point distingué ag g de l'orbite Yy indexée par S’ dans Y.

D’apres la proposition IV.18, on peut associer canoniquement a £ des
espaces vectoriels E,, 0 < a < n, de rangs r, = r — d?O,...,n}—{a} > 1, tels
que si on fait agir G sur £ = Fy®- - -&® E, facteur par facteur, £ est muni
d’un homomorphisme équivariant

E—Ey®---OFE,=F

sur F vu comme fibré constant sur Yg ; cet homomorphisme est injectif en

tout point par définition du champ Vec™® comme ouvert de Vec ° " Pour
toute facette S’ de S, la fibre Fsr de £ peut donc étre vue comme un sous-
espace de = Ey & --- & E,, de dimension r, et on peut considérer les sous-

espaces Fis» N E; intersections de Fs avec les sommes partielles F; = @ FE,,
acl

I¢{0,...,n}. Ils sont de dimensions
dim(Fgl N E]) = df’ .

Le schéma P(€) associé & £ par la proposition V.1 est projectif et il est
muni d’un morphisme lisse de dimension r

P(E) — Ys/G

sur le champ quotient de Ys par G'. Tl se décompose en réunion disjointe
de strates localement fermées P(£)s indexées par les facettes S’ du pavage

[a¥)

S qui sont les images réciproques des points localement fermés Y /Gt &
o/(G:)s de ce champ.
Nous voulons décrire géométriquement les strates P(€) s et leurs adhérences

schématiques P(€)g dans P(E) qui sont les images réciproques des quotients
Y5 /G par le morphisme lisse ci-dessus.
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Alors la géométrie de P(£) sera connue car nous voyons déja que les
composantes irréductibles de P(€) sont les P(£)s indexées par les cellules (de
méme dimension que S) S’ de S et que 'intersection de deux composantes
P(€)s; et P(E)s, est le schéma P(€)gr indexé par la plus grande face S”
commune a 5] et S5.

Considérons donc une facette arbitraire S’ de S.
Notant p sa codimension dans S™", on a les décompositions canoniques

{0,1,...,n} = J[ /i avec |Ji|=mn;+1,

0<i<p

Sl
r=rot---+m, avec r;=dj,

S§'=8yx---x8

ol chaque S} est un pavé entier dans S"i" = {(ia)ae 5, ENi

5 ia=rif.
a€eJ;
Le sous-espace Fs de Fy & --- @ E,, = E se décompose canoniquement,

€n une somime directe
Fo =Fy&---®F},

ol chaque Fi, = Fo N E;. est un sous-espace de dimension r; dans E;. =
S S J; i J;

a € J;
E,.
On a d’abord :

Lemme V.9. — Pour S' = Sy x---x S, une facette de S comme ci-dessus et
Fo =F®---®F% la fibre de € en le point distingué ag s de AS X 45 g =
Ys, la strate localement fermée B(€)s de P(E) s’identifie au produit

P(FY) x --- x P(F%)

ot chaque ]?”(Ff;,), 0 < i < p, est le complémentaire dans P(F%) des sous-

espaces fermés P(Fi, N Er), I ¢ J;.
Elle est non vide si et seulement si S’ n’est contenue dans aucune face du
simplexe S™™.

Démonstration. — Cela résulte de ce que P(£)s est le quotient par (G g =
Gl Gl x - x Gl =@t de 'ouvert de Fss complémentaire des sous-
espaces Fss N Er, I ¢ {0,...,n}. [
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Supposons donc que la facette S" = Sy x .-+ x S n’est contenue dans
aucune face de S™". Cela signifie que les dimensions r; des espaces F¢ =
Fe N Ejy, sont > 1.

Pour tout ¢, 0 < ¢ < p, les Feo N Er, I ¢ J;, sont des sous-espaces
non triviaux de F% et on peut introduire le schéma projectif P(F%,) qui est
construit & partir de P(F%,) de la maniére suivante :

e Dans P(F%), on éclate les sous-espaces fermés P(F% N Er) associés aux
I ¢ J; dont le cardinal est 1.

e Dans le schéma ainsi obtenu, on éclate les transformés stricts des sous-
espaces P(F& N Er) associés aux I ¢ J; dont le cardinal est 2.

e Puis on éclate les transformés stricts des sous-espaces P(F%, N Ey) as-
sociés aux I ¢ J; dont le cardinal est 3.

e Et ainsi de suite jusqu’au cardinal |I| =n;. ..

On rappelle que Y est une variété torique de tore G /(G:) s, qu’elle
se décompose en Y = Vg X - -+ X Y et que, notant n = (ng, .., mp), elle
admet la résolution canonique

YRE=Y" x...xY™ Yy X+ XYy =Yg.
0] p
Nous pouvons maintenant énoncer :

Proposition V.10. — (i) Dans la situation ci-dessus, chaque schéma projec-
tif P(F) est muni naturellement d’un morphisme lisse de dimension r; sur
le champ quotient

Y™ /Gyl

En particulier, il est lisse et son bord est un diviseur a croisements normaux.

(i) Le schéma projectif et birationnel sur la strate fermée P(€)s qui est déduit
de celle-ci par le morphisme de résolution Y/GT — Yo /GML s’identifie
au produit

P(Fg) x - -+ x B(FE)
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avec son morphisme lisse de structure sur
n /~n+1 __ yno Jo n J,
YR/GLT =Y™/GP x - x Y™ /GP .
[ ]

Afin de démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant qui
compléte le corollaire V.5(i)(ii) :

Lemme V.11. — (i) Pour tout entier n, [’homomorphisme de passage d
[tnverse
Y =G Gy = GE G, A AT

se prolonge en un morphisme équivariant partout défini
Y™ — P((AY)"1) .

(ii) Pour toute suite Iy G - -+ ¢ Iy de parties non triviales de {0,1,...,n}, ce
morphisme envoie lorbite Y7 ;. de Y™ sur lorbite

{(xoy-- - xn) | 2a=0siad¢h, 1o,#0 sia € I}

de P((AY)"T1).
(iii) A partir de P((AY)"*1), Y™ se construit de la maniére suivante :

On considére tous les fermés {(zo,...,xn) | o = 0 si a ¢ I} associés
auzx parties non triviales I de {0, ... ,n}.

On éclate alors ceux associés aux parties de cardinal 1, puis les trans-
formés stricts de ceux associés aux parties de cardinal 2, puis les transformés
stricts de ceur associés aux parties de cardinal 3, . .. et ainsi de suite jusqu’au
cardinal n.

Démonstration. — Faisons agir G- /G, sur P((A')"*!) via ’homomorphisme
A — A~! de passage & 'inverse. Les orbites sont indexées par les parties I # ()
de {0,1,...,n} et s’écrivent {(z¢,...,%,) | zo =0sia ¢ I, o, #0sia € I}.
Dans 'espace K" /R, le cone convexe polyédral qui correspond & orbite
indexée par une partie I # () est 'ensemble des (4y,...,¥¢,) tels que, pour
tout a € {0,...,n},

a€l e ly=max{l |0< 3 <n}.
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Si £ est une fonction affine sur R"" qui s’écrit sous la forme
R™ S (zgy...,&n) = boTo+ -+ Ly xy

et aussi sous la forme
Kzalﬂh +"'+(lk£[k

pour une suite I; ¢ - -- ¢ I de parties non triviales de {0,...,n} et des réels
a1,...,a; >0, 0na

by=max{ls | 0<fB<n}eacl.

On voit que I’éventail de Y™ raffine celui de P((A})"*!) et plus précisément
que le cone du premier indexé par une suite I; ¢ --- ¢ I} est contenu dans
le cone du second indexé par I;.

Cela prouve (i) et (ii).

(iii) Notons Y la variété torique P((A!)"*!) munie de sa famille de sous-
schémas fermés invariants Y/° = {(z¢,...,%n) | 7o = 0si a & I}, I ¢
{0,...,n}, I # 0. Puis, pour 1 < k < n, notons Y'’* la variété torique
déduite de Y’*~1 en éclatant les transformés stricts des Y/°, |I| = k.

Il s’agit de prouver que Y™ = Y™,

Tout d’abord on montre facilement par récurrence sur k, 0 < k < n, que :

o La variété torique Y'* est lisse.
e Pour |I| > k, le transformé strict Y;* de Y/° dans Y'* est lisse.

e Pour |I1| > k, || > k, Dintersection Y/* NY/* est égale & Y/*, si
|I; N 1| > k et elle est vide sinon.

Pour 0 < k < n et |I| > k, notons ¢% la fonction affine par morceaux sur
R"™1 /R qui correspond & 1'Idéal de définition du sous-schéma fermé Y7* de
Y. On a pour |I| >0

0 _ _
¢irllo - n) = max {0, max {£o} — max {{s}}
puis pour k > 1 et |I| > k la formule de récurrence
of = @] — max f

Jel
[JI=k
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d’ott on déduit 1'expression générale

(b, ..., L) = max {0, max mln{ﬁ } - max{ﬁﬂ}}

|J|—k+1

Il est immédiat que toutes les fonctions ¥ sont affines sur chacun des cones
de I'éventail qui définit la variété torique Y™. Donc on a un morphisme
équivariant partout bien défini

yr —-ym,

C’est un isomorphisme en codimension 1. Comme il est projectif et que Y™
et Y™ sont lisses, ¢’est un isomorphisme. [ ]

On peut donner maintenant :

Démonstration de la proposition V.10. — Pour tout indice i, 0 < i < p,
considérons la somme partielle

Notons P(E;,) le quotient du schéma produit

Yo [ (B —{0})

a€J;

par laction libre du tore G;%:.

D’autre part, notons P(E;,)" le schéma projectif qui est construit & partir
de l'espace projectif P(E,) de la maniére suivante : On considere dans P(E},)
tous les sous-espaces projectifs P(E;) associés aux parties non triviales I ¢ J;.
On commence par éclater ceux associés aux parties I de cardinal 1, puis les
transformés stricts de ceux associés aux parties de cardinal 2, et ainsi de
suite ...

On prétend que P(E;,) et P(E;,) s'identifient.

En effet, d’aprés le lemme V.11(i), on a un morphisme équivariant

Y™ x [[ (Ba —{0}) = P((A")7) x [ (Ea—{0}).

a € J; a€J;
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On peut le composer avec le morphisme

P((A')7F) x II ,(Ea —{0}) = P(E,)
((xa)aeJi , (6a)aEJi) — (xa : ea)aeJi

lequel est respecté par 'action de Gi sur la source.
Or, par ce dernier morphisme, I'image réciproque de chaque sous-espace
P(E;), I ¢ J;, I # 0, est égale au sous-schéma fermé produit

{(@a)acsr €P((A)) 20 =0si g I} x ]] (Fa—{0}).
a€J;
D’aprés la définition de P(Ey,)" et le lemme V.11(iii), on a donc un mor-
phisme
Y™ x [ (Ea —{0}) = P(ES,)

a€J;

respecté par I'action de GJi sur la source, puis en passant au quotient un
morphisme
ﬁ(EJz) — j'IVD(EJZ)I .

Celui-ci est propre et ¢’est un isomorphisme en codimension 1. Comme P(E},)
et B(E;,)" sont tous deux lisses, ¢’est un isomorphisme.

Considérons enfin le produit fibré

P(E)s Xy, jeprt Y2/G

Comme le fibré £ est muni d’'un plongement équivariant naturel dans le fibré
constant £ = Eq @ ---&® FE,, on peut le présenter comme le quotient de

11 (F.—1{o})]

0<a<n

E Xyg (Y™ x -+ xY"P)]ﬂ[(Y”O X - X Y™) X

par I'action libre de G,
C’est un sous-schéma fermé de

P(Ej,) X -+ x P(Ey,)

qui est 'adhérence schématique de

P(FY) x ---x P(F).
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Comme P(Ej) = B(Ey),...,P(E;) = P(E,;,)', on conclut que ce sous-
schéma fermé s’identifie a

P(F) x « -+ x P(FE)

et que chaque P(F%, ) est lisse de dimension r; sur le champ quotient Y™ /G: .
Cela termine la preuve de la proposition V.10. [ ]

Terminons ce paragraphe par le résultat général suivant qui s’applique en
particulier aux résolutions

P(E)s Xyg jntt Y2/Gntt

des strates fermées P(€)s de P(£) et & leurs morphismes projectifs bira-
tionnels canoniques sur les P(F) X -+ X P(F%,) :

Lemme V.12. — Soient X et X' deux schémas lisses reliés par un morphisme
projectif birationnel
g: X' =X

qui est une succession d’éclatements de sous-schémas fermés lisses dans des
schémas lisses.
Alors, pour tout Module quasi-cohérent M sur X, [’homomorphisme en
catégorie dérivée
M — Rg, o Rg* M

est un isomorphisme.

Démonstration. — On peut supposer que X' est ’éclaté de X le long d’un
sous-schéma fermé lisse Y, que X est affine et que M est un Module cohérent.

Le Module M admet une résolution par des Modules libres donc il suffit
de traiter le cas ou M = Ox.

Comme ['assertion est préservée par tout changement lisse de la base X,
on peut méme supposer que X = A" Y = {0} et M = Ox.

Il s’agit de prouver que

OX — Rq* OX’

est un isomorphisme au voisinage du point 0.
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Notons Z I'ldéal de définition du point 0 dans A" = X et Z’ son ima-
ge réciproque sur X' c’est-a-dire I'Idéal de définition Ox:(—F) du diviseur
exceptionnel E = P"~! dans X'.

D’apres le théoreme des fonctions formelles de Grothendieck, il suffit de
montrer que pour tout entier n > 1, on a

Riq,Ox//T" =0 si i>1

et
R, Ox/ /T™ = Ox JT".

Mais ceci résulte de ce que Z'/Z" s’identifie au fibré O(1) sur £ = p" ! =
P((Z/Z?)") et du calcul de la cohomologie cohérente des espaces projectifs

H'(E,O(n))=0 si n>0,i>0,

et
H°(E,O(n)) = Sym"(Z/I?) =I"/T""" si n>0.

4) Cohomologie cohérente des fibrés tangents relatifs

Dans ce paragraphe, on considére un convexe entier S du simplexe S™"
qui n’est contenu dans aucune face de celui-ci et un point du champ Vec™*
a valeurs dans un schéma X. Ce point consiste en un morphisme

X — ASJA3
et un fibré € localement libre de rang r et G'-équivariant sur
d is/ is

qui vérifie un certain nombre de conditions ouvertes.
Il est associé & € une fibration P(€) qui est projective et plate sur X et
qui est lisse de dimension relative r sur le champ quotient

X/Gr .
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On notera ici p(-, X) les morphismes projectifs et plats de projection sur
X de X, de (£ —{0})/G,, (ou & est vu comme un schéma et £ — {0} désigne

I'ouvert complémentaire de la section 0) et de P(£) =& /GR.

Si M est un Module cohérent G -équivariant sur X, il induit par image
réciproque un Module cohérent G"-!-équivariant sur £ vu comme un schéma.
Par restriction et passage au quotient, celui-ci induit a son tour un Module
cohérent, G /Gy, -équivariant sur (€ — {0})/G,, et un Module cohérent sur
P(£) =& /GL qu’on notera tous deux Ty.

On a :

Lemme V.13. — Dans la situation ci-dessus, soit M un Module cohérent
Gt -équivariant sur X tel que le sous-tore diagonal G,, — G agisse sur
M par le caractere A — .

Alors, pour tout degré i > 0, on a une identification naturelle entre Modu-
les cohérents de cohomologie équivariante sur X

. — v o
Rfawlp(X,X)* (EQ/QM) = Rz;%rl/@mp((é' —{0})/Gp, X) Tiq
et un homomorphisme naturel

) — v o

Démonstration. — La seconde assertion est conséquence de la premiere puisque
P(£) est le quotient par l'action libre de G%'/G,, de l'ouvert £ /Gy, de
(€ —{0})/Gnm.

Pour la premiere, on remarque que d’apres ’hypothese le sous-tore dia-
gonal G,, — G agit trivialement sur le produit tensoriel (\é ® M. Donc
I’assertion résulte du lemme général suivant :

Lemme V.14. - Soient Z un schéma, F un fibré localement libre sur Z,
avec sa projectionp : F — Z, et P(F) = (F —{0}) /Gy, sa fibration projective
associée, avec sa projection : P(F) — Z. Soient M un Module cohérent sur
7 et Ty le Module cohérent sur P(F) qui est le quotient par G, du Module
p*M sur F — {0} sur lequel on a fait agir G, par le caractére A — .
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Alors on a '
Rp.Twu=0 si i>1

et
i

Démonstration. — On peut supposer que Z est un schéma affine. Alors M
admet une résolution par des Modules libres et il suffit de traiter le cas ou

M = Oy.

Or, si M = Oy, Ty s’identifie au fibré inversible canonique O(1) sur la
fibration projective P(F) et on est ramené &

R'p,0(1)=0 si i>1
et
0_ v
R’p,O1)=F .

Ceci prouve le lemme V.14 et donc aussi le lemme V.13. [ ]

Nous pouvons maintenant énoncer :

Théoreme V.15. — Pour S un conveze entier de S™" qui n’est contenu dans
aucune face, soient £ un point du champ Vec™ a valeurs dans un schéma
X et P(€) la fibration projective associée sur X.
Soit aussi  un Module cohérent sur X, muni de ['action triviale du tore
Gn—i—l
m ‘ —~
Alors M = € ® T est un Module cohérent G -équivariant sur X sur
\% —
lequel la diagonale G, agit par le caractére A — X, le Module £ @ M sur X
s’identifie a Hom(E,E RT) et le Module Ty sur P(E) s’identifie a Te ® L o
Te est le fibré tangent relatif du morphisme lisse de dimension r
P(E) — X /G
De plus, tous les homomorphismes naturels

Ripap(X, X). Hom(E,E @ T) — R p(B(€), X). (T @ T)

sont des isomorphismes.
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Remarque. — D’aprés la proposition V.1, la fibration projective P(£) sur X
est plate de dimension relative r + dim(S) — (n+1) <r — 1.

Il résulte donc du théoréme que les faisceaux de cohomologie équivariante
Ré}?frl p(X, X) Hom(E,ERT) sont nuls en tous les degrés ¢ > r. Cela n’était

nullement évident a priori car la dimension relative de la fibration X sur X
est égale & dim S.

Dans le cas particulier 7 = 2, on voit que les Rénﬂ p()?, X)), Hom(E,ER
Z) sont toujours nuls. En combinant ceci avec le corollaire IV.24(ii), on
obtient une nouvelle démonstration de ce qu’en rang r = 2 les morphismes
de structure Q7 — AS /A3 sont toujours lisses.

Démonstration. — Les premieres assertions sont évidentes. Le Module T¢ sur
P(£) est le fibré tangent du morphisme lisse

P(E) = X /G

car £ vu comme Module localemgllt libre sur £ vu comme schéma est son
fibré tangent relatif au-dessus de X.

Reste & prouver la derniére assertion qui est le point essentiel.
On rappelle que d’apres le lemme IV.26, les R., .1 p(X, X ), Hom(E,ERT)

sont les sous-Modules des invariants sous G dans les Rip (X, X), Hom(&,
€ ® I). Ceci permet d’appliquer le théoreme des fonctions formelles de
Grothendieck et on est ramené au cas o X est un schéma artinien concentré
en un point.

Par dévissage, on se ramene au cas ou le Module Z est annulé par I'Idéal
maximal de X et finalement on peut supposer que X est le spectre d'un corps
et 7 = OX. .

Alors le produit fibré X est de la forme

ASXASa§=Y£

pour un certain pavage entier convexe S de S, et £ est un fibré localement
libre de rang 7 et G'-équivariant sur ce schéma. Le schéma projectif B(£)
est muni d’un morphisme lisse de dimension relative r sur

(A% x 45 ag) /G4 = Y /G4

et T¢ est son fibré tangent relatif.
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Comme on a vu au paragraphe V.2, le schéma Yy est la réunion disjointe
des orbites Ys (dont les adhérences schématiques sont les variétés toriques

Ys) indexées par les facettes S’ du pavage S. Le schéma P(£) est décomposé
en strates localement fermées P(£)s qui sont les images réciproques des

points Yg /G**1. Leurs adhérences schématiques P(€)s sont les images

réciproques des fermés Ys /G et la restriction du fibré Te & chaque P(£) s
est le fibré tangent relatif du morphisme lisse de dimension r

]T”(g)gl — YSI/GZjl .
Tout d’abord on a :

Lemme V.16. — (i) Si AYs désigne le fermé de Ys qui est la réunion des
strates fermées Y associées aux facettes S’ de S qui sont contenues dans
une face de S™", tous les homomorphismes de restriction

Hé%+1 (Yﬁ, End(S)) — Hé%+1 (Yi — AYE, End(S)), 1> 0,

sont des isomorphismes.

(ii) De méme, si S’ est une facette de S qui n’est contenue dans aucune
face de S™ et si on note AYs = Yo N AYg, tous les homomorphismes de
restriction

Hé%-u (YS/,Snd(S)) — Hé?n-i-l (YS' — AYSI,STLd((g)), 7 > 0,
sont des isomorphismes.

Démonstration du lemme. — Pour 0 < k < n, notons Ay, Ys [resp. Ay Ys] le
fermé de AYs [resp. AYg ] réunion des orbites de dimension < k. Nous allons
prouver par récurrence sur k que les homomorphismes de restriction de Yy a
Ys — Ay Ys [resp. de Yo & Yo — Ay Yor| sont des isomorphismes. Supposons
le résultat déja connu en dimension k£ — 1 et montrons-le en dimension k.

Il suffit de prouver que pout tout Module cohérent et équivariant d’idéaux
fractionnaires J sur Ys [resp. Yg ] qui contient le faisceau de structure Oy,
[resp. Oy,,] et coincide avec lui en dehors de A, Yg [resp. Ay Yy, les homo-
morphismes

Hinir (Ys, End(€)) = Hipir (Ys, End(€) ® T)
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[l"eSp. Hé%ﬂ (YSI, Snd(E)) — Hézj-l (YSI, End(c‘:) ® j)]

sont des isomorphismes.

Rappelons que d’apres la proposition IV.3(i), Ys [et donc aussi chaque
Ys/| est plongé comme sous-schéma fermé dans P((A!)%). Si on munit (A!)?
de l’action de G4 par

((Ros - -3 An)s (0)i = (igyin) €.8) F (AL - NP - 1) = (i)

Ys [resp. Yg] se trouve équipé d’un fibré trées ample équivariant O(1).
On peut trouver pour £ une résolution de la forme

0—€&— 0(m1)N1 — O(mz)N2 —

ol les m, sont assez grands pour que tous les H, i > 1, des schémas Y5 ou

Yo & coefficients dans les End(E) @ O(my) et End(E) @ T @ O(my) valent 0.
On est réduit a prouver que les homomorphismes

HO?n+1 (Y§7 Snd(E) ® (’)(md)) — Hgnm+1 (Yiﬁ 57Ld(5) X j ® O(md))

G,
[resp. Hlyr (Yo, End(€) ® O(mg)) = Hiyr (Yor, End(€) ® T ® O(my))]

sont des isomorphismes. Ils sont évidemment injectifs.

Pour la surjectivité, il suffit de traiter le cas de Ys/. En effet, ce cas étant
admis, une section de End(€) @ J @ O(my) sur Ys se restreint a toutes les
composantes Ys associées aux cellules S’ du pavage S et les sections sur
les Yg ainsi obtenues se relevent comme sections de End(€) ® O(my). Ces
sections coincident sur les intersections mutuelles des Ys: car c’est le cas sur

Compte tenu de ’hypothése de récurrence, on n’a plus qu’a démontrer
que
HO?n+1 (Ysl - Ak—l Ysl, 57Ld(5) ® O(md) ® (j/OYS/)) =0.

G,

Le Module cohérent J/Oy,, se dévisse en sous-quotients J' qui sont des
Modules cohérents sur A, Ys et il suffit de prouver que pour ces sous-
quotients

Hg%-l,-l (Ak YSI — Ak,1 Ysl, End(é') X O(md) X jl) =0.

Or A Ysr — Ag_1 Y est réunion disjointe d’orbites Ys» de dimension &k con-

tenues dans des faces de S™".
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Si Ygr est une telle orbite contenue dans la face d’équation i, = 0, le

facteur G,, d’indice o dans G agit trivialement sur Ys», sur £ (puisque
celui-ci vérifie la propriété (x) du lemme IV.6) et sur O(1), mais tous les
caractéres par lesquels il agit sur J’ sont non triviaux (puisque J' est un
sous-quotient de J/Q) et cela entraine comme voulu

HOZ#'I (YO,S”’ End(c‘:) X O(md) ® jl) =0.

G,

D’apres ce lemme et par dévissage de Y en les strates Y, la démonstration
du théoreme V.15 est ramenée a 1’énoncé suivant :

Proposition V.17. — Pour toute facette S' du pavage S qui n’est contenue
dans aucune face de S™", les homomorphismes naturels

Hinir (Yor,End(E)) = Hip (Yo — AYgr, End(E)) = H'(B(E) s, Te), i > 0,
sont des isomorphismes.

Démonstration. — On peut supposer que S’ = S.
Notant p la codimension de S dans S™", on écrit encore une fois les
décompositions canoniques du lemme 1.7 :

{0,1,...,n} = J[ avec | il =ni +1,

0<i<p
Sl
r=ro+---+71p avec ri=dz >1,
S=5yx---x8,,

ol chaque S; est un pavé entier dans S™" = {(ia)aeji ENi | ¥ iy= ri}.
acJ;

Le sous-tore GEF' = Gy X -+ X Gy, <> G0 X -+ X G = G agit
trivialement sur Yg qui d’apres le lemme V.6 s’identifie au produit

Yoo X +-- X Ys,.

0

D’apres la proposition IV.11, le fibré £ sur Yg se décompose canoniquement
en
E=q& @ Dq &

219



ou, pour 0 <7 < p, g; désigne la projection de Y sur son facteur Y, et &;
est un fibré GJi-équivariant de rang r; sur Ys, tel que le sous-tore diagonal
G <> GJi agisse par le caractere \; — ;.

En notant H*(-,-) I'espace gradué somme des espaces de cohomologie en
les différents degrés, on obtient des isomorphismes canoniques

Hiyr (Yo, End(€)) & Hi (Ysox---xysp, D q;-“é'nd(é'i))
0<i<p

0<i<p "

puisque, d’apres le lemme V.7 et 'existence de morphismes projectifs bira-

tionnels équivariants
Ys, < Y — P((A")%),

on a pour tout indice j
H'(YSJ-; OYSj) = H'(Y”J" Oynj) & H'(]P’((Al)sj)’ Op((Al)Sj)) =0.

De méme, on a d’apres le lemme V.2 un carré commutatif canonique ot
les fleches horizontales sont des isomorphismes

Ys/Gnm+1 l) YSO/GTJ;L) X---XYSP/G#;

et, en notant encore q, . . ., g, les p+1 projections de P(E)s = P(Ep)g, X - - - X

P(&,)s, sur ses facteurs, on a sur P(£)s une décomposition canonique

Tg= @ q;Tgi.

0<i<p

On en déduit

H'(P(€)s,Te) = @ H'(P(Eo)s, X -+ X P(&)s,, q; Te;)

0<i<p

~ P H(EE)s,Te)

0<i<p

220



puisque, d’apres la proposition V.10(ii), le corollaire V.8 appliqué aux carrés
cartésiens

ﬁD(FSj) — ﬁ(gj)sj
\J O \’

Y G — Y5, /Gl

(o, pour 0 < j < p, Fs, désigne la fibre de &; en le point distingué as, =1
de Gy /G — Ys;) et le lemme V.12 appliqué aux morphismes projectifs

birationnels
]P(FSJ-) — P(st) s

on a
H.(]IND(Ej)Sj, O) = H.(HND(FS].), 0) = H.(P(FSJ.), Op(st)) == O .
En résumé, on a deux isomorphismes canoniques

H.fn+1 (YSa End(g)) = @ H(;Jz (YSia gnd(gz)) ;

G,
0<i<p

H'(®(E)s, Te) = @ H*(B(&)s,, Te) s

0<i<p

et on est ramené au cas ou S’ = S est de dimension maximale n (c’est-a-dire
est un pavé entier) dans S™".
Ce cas va faire ’objet du paragraphe suivant.

5) Le cas d’un pavé entier et de son pavage trivial

Nous allons démontrer ici la proposition V.17 dans le cas (auquel nous
nous sommes réduits) ou S = S’ est un pavé entier de S™".
On considere toujours un fibré £ de rang r et G -équivariant sur la

variété torique Yy de tore G /G, = Ys qui définit un point du champ

Vec™S.
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Notons simplement F' I’espace vectoriel de dimension r qui est la fibre de £
en le point distingué ag = 1 de 13'5 — Ys. Le fibré £ est muni canoniquement
d’'un morphisme vers une somme & @ - - - B £, de fibrés constants &; qui, par
définition de Vec™® comme sous-champ ouvert de W’S, est un plongement

en tout point. Ainsi F' est-il un sous-espace de la somme F = Ey @ --- @ F,
des fibres E; des &; en le point ag = 1.

Pour toute partie non triviale I de {0, 1,...,n}, on dispose de la somme
partielle £y = @ E, et de 'intersection F; = F'N E; qui est un sous-espace
acl

de F de dimension d3.

La démonstration de la proposition V.17 passe par celle de ’énoncé plus
précis suivant :

Proposition V.18. — 5i S’ = S est un pavé entier de S™ et F désigne la
fibre de € au point distingué ag = 1 de Ys — Yg avec sa collection canonique

de sous-espaces emboités Fy de dimensions d, I ¢ {0,...,n}, on a :
(1) Les espaces de cohomologie équivariante

Hipir (Ys, End(E)) = Hipr (Ys — AYs, End(E))

s’identifient en tous les degrés i aux groupes de cohomologie du complexe
associé au complexe simplicial dont la composante de degré k est

@ HOHI(F[I,F/FIk)
I1G..¢ I ¢ {0,...,n}
(avec Hom(F, F') en degré 0).
(ii) Dans cette sommation, on peut aussi ne conserver que les indices (I; ¢
... G I) composés de parties I ¢ {0,...,n} qui sont “minimales pour F” au

SENS que
VJ, J(,;I:>FJ§F]

(iii) Les espaces de cohomologie cohérente

H'(B(E)s, Te)
s’identifient aussi en tous degrés aux groupes de cohomologie du complexe des

@ HOH](FII,F/FIk).
ILG...GCIp G {0,...,71,}
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Remarque. — Les complexes

0 — Hom(F, F) — @ Hom(Fy,, F/Fr,) — - -

I

— @ Hom(FIl,F/FIk)—>---
I G.CI,
qui apparaissent dans 1’énoncé de cette proposition sont assez proches (mais
différents) des complexes introduits par Faltings dans la version préliminaire
de son article [Faltings,2001] pour étudier les déformations de ses “schémas
de Deligne”.

Démonstration. — (i) Notant encore End(£) le fibré équivariant sur la résolution
Y™ de Ys obtenu comme image réciproque par le morphisme Y — Yg, on a
d’apres le lemme V.7 des isomorphismes canoniques

Hini (Ys,End(E)) = Hina (Y™, End(E)) .

La variété torique Y™ est lisse. Son bord est un diviseur & croisements
normaux dont les composantes irréductibles sont les adhérences Y7 des or-
bites Y/ indexées par les parties non triviales I de {0,...,n}. Si I1,..., I}
sont des parties deux a deux distinctes, I'intersection Y_]ll N...N Y—IZ est non
vide si et seulement si on a I; ¢ ... ¢ I} apres permutation convenable de

I, ..., I et dans ce cas elle est égale a ’adhérence Y7; , delorbite Y7} ..

En notant S; = {(z'o, ceyin) €S| Y in = df} et S, =S N...NSy,
les faces du pavé entier S, on saitade’z;prés le corollaire V.5(iii) que chaque
orbite Y7, de Y" s’envoie sur l'orbite }35,1
la face Sp,,...1, de S.

Soient O(0Y™) le fibré inversible équivariant sur Y™ associé au diviseur

de bord 0Y"™ = Y Y_I” et O(OY")q,....1, ses restrictions aux strates fermées
T

_____ ;, de Ys qui est indexée par

Y7 ., de Y. On a sur la variété torique Y™ une suite exacte canonique de
faisceaux cohérents équivariants

0-0—=00Y")-PoOOY"),—--— B O00OY")n.qp — -
I I1G .. G I
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En formant le produit tensoriel avec End(€), on voit que pour prouver (i), il
suffit de montrer les assertions suivantes :

(1) On a

Hgnr (Y7, End(E) ® O(9Y,,)) = Hom(F, F)

G,

et
Hinn (Y™, End(E) @ O(0Y,)) =0 si i >1.

(2) Pour toute suite I; ¢ ... ¢ Iy, on a

HYy 1 (V1 End(€) ® O(0Y,)) = Hom(Fy,, F/F,)

G,
et '
Hinii (Y], End(E) @ O(0Y,)) =0 si i>1.

Dans ce but, considérons une suite I; ¢ ... ¢ I et notons Jy = I,
Jh=L-1I,...,J,={0,...,n} — I;. Le sous-tore de G**! = G/0 x --- x G/x
fixateur de n’importe quel point de I'orbite Y7 est le produit G}' =
G X +++ X Gy, des diagonales. Tout scindage de la suite

1 =G 560 x - xGF =560 /Gy x - x Gl /G, — 1

se prolonge en un isomorphisme équivariant du plus petit ouvert invariant
de Y" qui contient Y;} ; sur le produit

Ao Ak-1
Y”r X A[— ]
I1yeiydy, Al ’ ’ Ak:
ol A|2e Ae-1 | désione I'espace affine en les coordonnées 20 A1
My g p M

De plus, la fibre de £nd(€) en le point distingué de l'orbite Y[
s'identifie a la somme directe

k

@ Hom(FL;H/FIw FIj+1/FIj)

0<ij<k

(en notant Fy, = 0 et Fy,,, = F) o le fixateur GE™ agit sur le facteur
d’indice (7, j) par le caractére

(Ao,Al,...,)\k)l—))\j)\;l.

224



La fibre de End(€) ® O(JY,,) en ce point s’identifie également & la somme
des facteurs
HOIH(F[HI/F[“ FIj+1/FIj)

mais cette fois Paction de GF;'! se fait par les caractéres

N A

A0y Ay e vy A )\)\
(Oa 1, ’ )'_) <)\1 )\k

_ oy )1 -1
On remarque que tous ces caracteres sont des combinaisons multiplicatives
\ . A
a coefficients dans N des %‘11, e, S

"
de GE est triviale est

HOHI(F]I,F/F],C) .

Il en résulte que toute section invariante de End(E) ® O(AY™) sur le tore
G /Gy, se prolonge sur Y™ tout entier, que 'espace des sections invariantes
de End(€) ® O(Y™) sur lorbite Y7 ;. s'identifie & Hom(Fy,, F/Fy,) et
aussi que toute telle section se prolonge sur Padhérence Yy}  de Y7 o
(puisque ’homomorphisme de restriction Hom(F, F') — Hom(F n,F/F Ik) est
surjectif).

On en déduit aussitot les assertions (1) et (2), invoquant le lemme général
suivant :

Lemme V.19. — Soient T une variété torique, T son tore, T' un tore muni
d’un homomorphisme surjectif T — T et F un fibré localement libre et
T'-équivariant sur T tel que toute section invariante par T' de F sur T se
prolonge sur T tout entier.

Alors on a un isomorphisme

HY(T, F) = HY(T, F)

et o
%/(T,F):O, szl.

Démonstration du lemme. — La premiere assertion reformule I’hypothese car
I’homomorphisme de restriction

HY(T,F)— HY(T,F)
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est injectif des lors que F est un fibré localement libre et que 7" est schémati-
quement dense dans 7.

La seconde assertion résulte de ce que les Hi, (T, F) se calculent “a la
Cech” : Si Ty,...,T, est une famille d’ouverts invariants de T qui sont
affines et recouvrent T, les Hi, (T, F) sont les groupes de cohomologie du

complexe des B

P HY(TyN...NT;, ,F).

1<i1<..<ip<n

Or on a

_ _ 0 . T g
H%I(TzlﬂnTzk’f) — {HT/(Taf) S1 T“ﬂ...ﬁT% %@7

0 sinon ,
si bien que la cohomologie de ce complexe est triviale. [ ]
Suite de la démonstration de la proposition V.18. — (ii) Notons H*® notre

complexe dont la composante de degré k est

H* = P Hom(Fy,, F/Fy,) .
nIg..¢I;,¢{0,..,n}
Puis, pour tout entier m € {0,1,...,n — 2}, notons HS, [resp. HZ ] le
complexe obtenu en restreignant les sommations aux familles (I; ¢ ... ¢ Ij)

qui comptent au moins [resp. exactement| m parties I; qui ne soient pas
minimales.
On a des suites exactes de complexes

0—>H;1—>H'—>H;0—>0,

0—HS, .1 —H, - H, —0.

Pour montrer que H* — H? est un quasi-isomorphisme, il suffit donc de

prouver que pour tout m > 1, la cohomologie du complexe H?  est 0.
Pour toute suite (M; ¢ ... ¢ M,,) de parties non minimales de {0, ..., n},

notons Hjy, , le complexe dont la composante de degré k est la somme

@ HOID(FII,F/FIk)
I GG Iy
restreinte aux suites (I; ¢ ... ¢ Ij) qui comprennent m parties non minimales

égales a My, ..., M,, et kK — m parties minimales.
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Pour tout m > 1, le complexe H?  est la somme directe des complexes
H3y, ., et il suffit de démontrer que chaque complexe Hy, ;- est homo-
tope a 0.

Dans le complexe Hy, /. la différentielle d va du degré k vers le degré
kE+1.Si (1 ¢...¢ Ix)et (J1 ¢ ... ¢ Jry1) sont deux indices qui apparaissent
dans la définition de Hj, ./ , la projection de d sur

Hom(Hom(F7,, F/Fy,), Hom(Fy,, F/Fy,..))
est égale a
e la projection naturelle
Hom(Fy,, F/Fy,) — Hom(Fy,, F/Fy,.,)

multipliée par le signe (—1)7! si {Ji,..., Jys1} est la réunion de
{I1,...,I;} et d’une partie J;,

e ( sinon.

Afin de construire une homotopie h de Hj, . , remarquons que pour
toute partie non triviale I de {0,...,n}, 'ensemble des parties I’ C I telles
que Fpr = F7 est stable par intersections ; il contient une plus petite partie
qu’on note I™™ car elle est minimale.

L’homotopie h de Hy; 5, doit aller du degré k vers le degré k — 1.
Définissons-la en demandant que si (I; ¢ ... ¢ Ix) et (J1 ¢ ... & Jx_1) sont
deux indices qui apparaissent dans Hy; ;. sa projection sur

Hom(Hom(Fy,, F/Fy ), Hom(Fy,, F/Fy, ,))
est égale a
e l'isomorphisme réciproque de

HOIH(FJI,F/FJk_I) i} HO]’I’I(FII,F/ij)

multiplié par le signe (—1)" si {Jy, ..., Jy_1} est déduit de {I,, ..., I}
en enlevant une partie I; et si [;,; = M, et I; = M™™,

e () sinon.
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Si(Iy ¢ ... ¢ Ij) et (J1 ¢ ... ¢ Ji) sont deux indices qui apparaissent
dans Hy, ., voyons maintenant les projections de dh, hd puis dh + hd sur

Hom(Hom(Fy,, F/Fy,), Hom(Fy,, F/Fy,)) .

Si{Ji,....,Jdx} #{L1,..., I}, il faut pour que la projection de dh ou de
hd soit non nulle qu’il existe deux indices 7 et j tels que

L =M™, Ly =My, J; # MP™

et
{Jl,...,Jk}: {Il,,Ik}—{Iz}U{J]}

Dans ce cas, la projection de dh + hd est égale a I’lhomomorphisme naturel
Hom(Fy,, F/Fr,) — Hom(Fy,,F/Fy,)
multipliée par le scalaire
(D)™ (=1 (1) (=) st Jj ¢ My,

. (=D)L (=1 P (=1)7 - (=) si J; D M.

Elle est donc nulle.

Si au contraire {J1,...,Jx} = {I1,..., I}, notons ¢ I'unique indice tel
que [y = Jiy1 = M;. Comme la partie I; = J; est minimale et F, =
Fp, 0 Fayy = Fr, 0 Fypin = Fyjpgin, on 2 I; C M™ . Alors la projection de
dh + hd est égale a I'identité

HO]’H(FII, F/F]k) — HOm(FJI,F/FJk)
multipliée par le scalaire
(-t (=1t =1 si I =M™,

Ou . - .

(1) - (=1)** =1 si I ¢ M™.
On a montré comme voulu que dans le complexe Hy,; ,,  Didentité est
homotope & 0. Cela achéve la preuve de (ii).
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(iii) On revient au schéma projectif P(F) déduit de P(F) en éclatant suc-
cessivement tous les sous-espaces P(F7) (ou plutdt leurs transformés stricts).
D’apres la proposition V.10, on a un carré cartésien ol les fleches verticales
sont lisses

Yr/entt — Ys/ant

et 'image réciproque Ty sur P(F) du fibré Te sur P(E)g est le fibré tangent
relatif du morphisme P(F) — Y™ /G, Les homomorphismes canoniques

H'(P(€)s, Te) — H'(B(F), Tp)

sont des isomorphismes d’apres le corollaire V.8.

Le schéma P(F) est lisse et son bord O P(F) est un diviseur & croisements
normaux dont les composantes irréductibles P(F); sont indexées par les par-
ties non triviales I de {0, ...,n} qui sont “minimales pour F” au sens de (ii).
L’intersection de composantes deux a deux distinctes P(F)p,,...,P(F);, est
non vide si et seulement si on a I1 ¢ ... ¢ I apres permutation convenable
des parties minimales I, ..., I; ; on la note alors P(F)y, 1, .

L’espace projectif P(F') = (F—{0})/G,, est muni d’un morphisme P(F') —
¢/G,, = BG,, qui n’est autre que le fibré inversible O(1). On note Tr le
fibré localement libre de rang r sur P(F') qui est le fibré tangent relatif au
morphisme P(F) — @/G,,. Sur le schéma P(F) on dispose des trois fibrés
localement libres de rang r que sont T, 1'image réciproque de Ty par le
morphisme P(F) — P(F) encore notée T et le fibré constant égal & F.

On dispose aussi sur P(F) des fibrés inversibles O(n), n € Z, images
réciproques de ceux de P(F').

On a besoin du lemme suivant :

Lemme V.20. — Soit I} ¢ ... ¢ I, une suite de parties minimales de
{0,...,n}. Alors :

(i) La strate fermée B(F)y,....1, s’identifie au produit
ﬁ(F[l) X HND(FI2/F[1) X e X HND(F/FIIC) .
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(ii) Si qo, q1, - - -, qr désignent les k + 1 projections de ]T”(FN)II,___,Ik sur ses fac-
teurs, la restriction a ﬁ(F)II,_,_,Ik du fibré tangent relatif Tr s’identifie a

q(>)|F fFII N7 qik TFI2/F11 DD qZ TjF/FIIc .

(iii) La restriction ¢ B(F),,..1, du fibré Tr de P(F') s’inscrit dans une suite
exacte

0= a5 Tr,, = Tpm) — ¢ (O(1)) ® (F/Fp,) — 0.

Iy, Ty

Démonstration du lemme. — (i) résulte de la construction de P(F) par
éclatements successifs & partir de P(F').

(11) Notons J() = Il, Jl = I2 — Il,..., Jk; = {0,,’)’&} — Ik et |Jz| =n; + 1,
V1. Cette identification résulte de ce qu'on a un diagramme commutatif et
cartésien :

B(Fp,) X P(F,/Fr) x -« x B(F/Fy,) <= P(F)n,.p, —  B(F)
+ + O +

Y™ /GO X Y™ /G X - X Y™ /G« YR L — Y"/GH

(iii) Le fibré Tr sur P(F') tangent au morphisme P(F') — o/G,, s’identifie au
quotient de (F' — {0}) x F' par G,, agissant par A — (A, A). Sa restriction
au sous-espace P(Fy,) = (Fr, — {0})/G,, s’inscrit dans une suite exacte ot le
sous-objet est

[(Fr, —{0}) x Fp,]/Gp = TF,,
et I’'objet quotient est
[(Fr, —{0}) x (F/FL,)]/Gm

lequel s’identifie au produit tensoriel du fibré inversible O(1) par le fibré
constant égal & F/Fy,.

La conclusion résulte de ce que la strate fermée P(F));, . de P(F) s’envoie
sur P(Fy,) par le morphisme P(F) — P(F). ]
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Suite de la démonstration de la proposition V.18(iii). — On rappelle que
d’apres le lemme V.11 I'isomorphisme

G /G, — GTL/Gy,

A — A1

se prolonge en un morphisme projectif équivariant
Y™ — P((AY)"H) .

Or l'action de G /G,, sur P((A')"*!) se reléve naturellement en une action
de Gt sur le fibré O(1). L’image réciproque de O(1) sur Y™ est un fibré
inversible G""!-équivariant qu’on peut voir comme un morphisme

Y"/GM — e/Gy .

Ce morphisme rend commutatif le carré

P(F) — P(F)
l 4
Y"/GLY — e/Gyy,

car le composé P(F) — P(F) — P(Ey®---&® E,) est le quotient par G du
composé de I'immersion fermée

Y7 Xy g B(F) = Y™ x [(Ey — {0}) x -+ x (B, — {0})],
du produit par (Eo — {0}) x --- x (B, — {0}) de Y™ — P((A)"*1) et de
P((A1)") X [(Bo = {0}) X -+ X (Bn = {O})] = P(Eo & - - ® Ey,)
(Ao -5 M) (€0y---ren)) = (Aoeos - -3 Anen).

231



Le carré commutatif ci-dessus induit un homomorphisme entre fibrés de
rang r sur P(F) N

D’aprés le lemme V.20(iii), il y a sur P(F) un complexe simplicial de
faisceaux cohérents dont le terme de degré 0 est

Tr
et dont les termes de degrés k£ > 1 sont les

D @FFn..n) P(FL)) O1) ® (F/Fy,)
I GG Iy
ou (I ¢ ... ¢ Ij) décrit 'ensemble des suites strictement croissantes de
parties non triviales de {0, ...,n} qui sont minimales et q(P(Fr,...1,), P(F1,))
désigne la projection

ﬁ(F}l,---,-rk) - ﬁ(Ffl) — P(Fh)

si bien que q(P(F7,.... 1), P(Fr,))* O(1) ® (F/Fy,) est un fibré localement libre
de rang dim(F/Fy,) sur P(F)y, . 1, que l'on voit comme un faisceau cohérent
sur P(F).

Comme le bord O P(F) de P(F) est un diviseur & croisements normaux, le
complexe différentiel de faisceaux cohérents associé a ce complexe simplicial
est exact en tous les degrés > 1 et son faisceau de cohomologie en degré 0
est localement libre de rang r. D’apres le lemme V.20(ii) et (iii), ce faisceau
de cohomologie s’identifie a TF en codimension 1 donc il s’identifie a 7~1F sur
P(F) tout entier.

En utilisant la proposition V.18(ii), on voit que pour prouver la proposi-
tion V.18(iii) il suffit de montrer les assertions suivantes :

(I’) On a
HC(P(F),Tr) = Hom(F, F)
et
H'(B(F), Tr) =0 si i>1.

(2’) Pour toute suite I; ¢ ... ¢ I} de parties minimales, on a

.....

et
H'®(F),..q, G ON) @ F/F) =0 si i>1,
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en notant ¢q la projection
ﬁ(];1)1'1,---,-% = ﬁ(F}l) Xoeee X ﬁ(fr/}?fk) - ﬁ(F}l) .

Pour (1), on a d’apres le lemme V.12 et le lemme V.14 des isomorphismes
canoniques

H*(B(F), Tr) <> H*(B(F),Tr) <~ F¥ ® F = Hom(F, F) .

Et pour (2'), on a d’apres le lemme V.12, la formule de Kiinneth et les
formules connues pour la cohomologie des espaces projectifs

H*(P(F)n,..1., 9% O(1) ® F/Fp,)
= H'(P(FL,),001) ® H*(P(FL,/F1,), 0) @ ... @ H*(B(F/FY,), 0) ® F/Fy,
= FX@(F/F[IC):HOHI(FII,F/F[k)

Cela termine la démonstration de la proposition V.18. ]

Fin de la démonstration de la proposition V.17. — Il reste seulement a
vérifier que, dans le cas on S’ = S est un pavé entier de S™", les deux
familles d’isomorphismes qu’on a construits des H,.1(Ys, End(£)) et des
H;(P(€)s, Te) sur les groupes de cohomologie du complexe des @  Hom

LG..GI
(Fr,, F/F,) commutent avec les homomorphismes de restriction

G

Hi%q (Yg,Snd(E)) — HZ(HND(E)S,Tg) .

Comme le carré cartésien

+ O +
Yr/aut —  Ys/ant

233



induit des carrés commutatifs

H'(B(E)s, Te) — H'(B(F), T¢)
T T

~

iy (Yo, End(€)) =5 Hipr (Y7, End(£))

ou les fleches horizontales sont des isomorphismes, il suffit de le prouver pour
les homomorphismes de restriction

Hipr (Y™, End(E)) — H'(B(F), T¢) -

Les H("G:Lnﬁ (Y™ End(E)) ont été calculés concrétement en exhibant pour

End(&) sur Y™ une résolution par des faisceaux cohérents équivariants acy-
cliques qui sont les

D End(€) ® OOY™)y,..1, -
I1G...C I

On remarque que chaque composante End(E) @ O(OY ™),

.....

..........

de Y™ sur lequel la diagonale G, < G agit par le caractére A — .

D’apres le lemme V.13, le fibré (G /G,,)-équivariant T sur la fibra-
tion projective P(€) = (£ — {0})/G,, au-dessus de Y se trouve muni d’une
résolution acyclique par les faisceaux équivariants

I GGy

et pour toute suite (I; ¢ ... ¢ I}), on a

S%E
¥
~
¢
=
)
~
<
eyl
Eo
I

HY, o (Y™, End(€)  O(OY™)1,,..1,)
HOIH(F[U F/ka) :

.....

1%
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D’autre part, le schéma projectif P(F') est le quotient par I'action libre de
G /G,, d’'un certain ouvert invariant P(€) = £ /G,, de P(E).

Les images réciproques dans I?”(é' ) des faisceaux cohérents de P(F') indexés
par les suites (I3 ¢ ... ¢ Ii) de parties minimales de {0,...,n}

¢(B(F)n,..5., B(FL))" O(1) @ (F/ Fy,)
(et Tp si k=0)
sont des faisceaux cohérents (G /G,, )-équivariants
ffl,...,fk

qui sont acycliques et vérifient
Hg’,;“‘l/@m (P(E), fIh---Jk) & Hom(Fy,, F/ka) .

Le complexe des

@ Fr Iy

I G G I,
constitue une résolution équivariante de la restriction Tg|f§»(£) de T¢ a l'ouvert

P(€) de P(E).

admet aussi une résolution par les restrictions

Sur cet ouvert, 7" o
EIP(E)
S T,
I G..CI My, [P(E)
et on remarque qu’une telle restriction 7' %) n’est non nulle que si les
Ip,.Ip,
parties Iy, ..., I; sont toutes minimales.

Comme sur P(F) on a l'encadrement
Tr — Tr — Tr ® O(0B(F))
on a sur I?”(E ) des homomorphismes naturels

f[ I — T o
1500yl MII
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qui font commuter les diagrammes

Hom(Fy,, F/Fy,) — H0"+1/Gm (HD(‘S)’TMIl Ik)

1 {

(l%(g)afh,...,lk) — Hg’ﬁjl (I?D(E),T

H° .,
mn MII

Gm' /Gm /Gm,

et qui définissent un homomorphisme entre les deux résolutions de Tg|ﬁ$(g)

qu'on note F* et T o .
Me[p(E)

La résolution F* est composée de faisceaux acycliques, la résolution T" o
Me[p(E)
ne I’est pas a priori mais il existe certainement une autre résolution équivariante
acyclique F'* de T5|f»(5) avec un homomorphisme de résolutions

T o —F".
Mo [B(E)

L’homomorphisme composé

F*=T o —F"°
Me[B(E)

induit nécessairement un quasi-isomorphisme

Hgnm+1/% (]P’ (5),-7:.) - Hgﬁl/(;m (P (g)a}-l.)

et cela prouve ce qu’on voulait.
On a terminé la démonstration de la proposition V.17 et donc du théoreme
V.15. -

Pour étre complet et bien que cela ne soit pas nécessaire pour la suite,
montrons encore :

Lemme V.21. — Sous les hypothéses de la proposition V.18, les espaces de
cohomologie

Hé’?n-i_l (Ys,g’fbd(g)) = Hé%-u (YS - AYS,E’I’Ld(g)) = Hl(ﬁb(g)s,Tg)
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s’identifient également aux groupes de cohomologie du complexe dont la com-
posante de degré k, 0 < k < n, est

@ EndFlla ,Flk/ (F)
Iy G G Iy G {0,..m}
K =n—k
ou, pour toute suite (Iy ¢ ... ¢ Ir) de parties non triviales de {0,...,n},

Endp, ..r  (F) désigne l'espace des endomorphismes de F' qui respectent la
filtration Fy, C ... C F1, CF.

Démonstration. — C’est un calcul de cohomologie de Cech.
D’apres le lemme V.7, on a des isomorphismes

Hiyin (Ys, End(€)) = Hipor (Y™, End(€))

et on peut travailler sur la résolution Y de Y.

Pour toute suite I; ¢ ... ¢ Iy, notons Uy, . 1,, le plus petit ouvert invari-
ant de la variété torique Y™ qui contient l'orbite Y7} ; et notons uyp 1,
son immersion ouverte dans Y.

Sur Y, le complexe

@ (ull,...,Ik/ )* (UIl,...,Ik: )* 5nd(5)

It GG I ¢ {0,...,m}
K =n—k

k’

fournit une résolution de End(&) par des Modules quasi-cohérents et équivariants.
Ces Modules sont acycliques car tous les ouverts Uy, .., 1,, sont affines.

Comme on a vu dans la démonstration de la proposition V.18(i), chaque
ouvert Uy, .1, est de la forme

ﬁ )\k,_l]
SVRRRRERW

et la fibre de End(€) en le point distingué de 'orbite Y/, ; s’identifie a la
somme directe

~ VT
Ufl,...,Ik,/ — }/Il,...,fk/ X A|:

@ Hom(FIi+1/FIi’F1j+1/FIj)

0<ij<k!

(en notant Fy, = 0 et Fy,, = F') ou le fixateur GF +1 agit sur le facteur
d’indice (7, j) par le caractére

()‘Oa)‘la'-'a)‘k’)H)‘j)‘i_l'
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On en déduit

H07nn+1 (UIl,...,Ik/ > gnd(g)) = Enth"“’FIk’ (F)

G

et cela démontre le lemme. n

Remarque. — Comme Ofer Gabber I’a montré a I'auteur, il est possible de
prouver directement que les deux complexes

k— @ Hom(FINF/FIk)
I ... I ¢ {0,...,n}
et
k |_> @ EndFlly---aFlk, (F)
I1 G- &I ¢ {0,...,n}
K =n—k

sont quasi-isomorphes. Il suffit de remplacer dans le second complexe chaque
espace Endp, | Fr,, (F) par sa résolution

> @ HOm(Fjil,F/F]il)

1<iy <. <ig <K

puis de simplifier ce qui peut ’étre dans le complexe double obtenu.

6) Fibrés inversibles sur la fibration projective canonique

On considere encore un convexe entier S de S™" qui n’est contenu dans
aucune face et un point du champ Vec™? A valeurs dans un schéma X arbi-
traire.

Ce point consiste en un morphisme X — A%/ fl*g et en un fibré &€ locale-
ment libre de rang r et équivariant qui vérifie un certain nombre de conditions
ouvertes, sur le produit fibré X = X'x i AS | A5 muni de I’action naturelle
de G, )

On a défini dans € vu comme schéma affine sur X un ouvert invariant &

sur lequel G agit librement et on a posé

B(E) = & /g

238



C’est un schéma projectif et plat sur X dont le morphisme de projection
px : P(§) — X se reléve en un morphisme lisse de dimension relative r

PE) —» X /G
Montrons :

Proposition V.22. — Pour tout point £ du champ Vec™® d valeurs dans un
schéma X comme ci-dessus, la cohomologie au-dessus de X du faisceau de
structure (’)31;(5) de la fibration projective P(€) est triviale au sens que

est un isomorphisme et que

Démonstration. — Comme la fibration P(£) est projective et plate au-dessus
de X, il suffit de traiter le cas ou X est un point c’est-a-dire le spectre d’un
corps K. Alors X s’envoie sur un point du champ .A%/A5 qui correspond &
un certain pavage entier convexe S du convexe entier S et on peut supposer
que & est un fibré G -équivariant sur la fibre Yy = A% x 45 ag de la variété
torique A5 au-dessus du point distingué ag de AS.

On a déja décrit au paragraphe V.3 la géométrie du schéma P(£) géométri-
quement réduit et projectif sur K. Il est réunion de strates localement
fermées P(£)s, indexées par les facettes S’ du pavage S qui ne sont con-

tenues dans aucune face de S™" et 'adhérence schématique P(£)s d’une telle
strate est la réunion des strates P(£)g» associées aux facettes S” qui sont des
faces de S'.

Supposons que pour toute facette S’ de S qui n’est pas contenue dans
I'intersection AS de S avec la réunion des faces de S™", on sache que

H(B(€)s,0) = K ,
(1) {et Hi(F(E)g,0) =0 sii>1.

On en déduit que les H:(P(E), O), i > 0, s’identifient aux groupes d’homologie
singuliere & coefficients dans K du polyedre réel convexe Sy privé de son in-
tersection ASk avec les faces de Sg™. Comme S — ASk est homotope & un
point, ces groupes d’homologie valent K en degré 0 et 0 en les degrés ¢ > 1.
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On est donc réduit & démontrer (1). Notant p la codimension de S’ dans
S™™ on a les décompositions canoniques

{0,....n}= JI J avec |Jj|=mni+1,

0<i<p

!
r=r9+---+7r, avec ri:dsi,

S§'=85%x...x8),

ou chaque S] est un pavé entier dans S"i" = {(ia)aeji ENi| 3 iy = ri}.
a€eJ;
Le produit Y2 = Y™ x ... x Y™ est une résolution G*"!-équivariante de
|Y m q

la variété torique Ysr = Y X -+ - X Yy et d’aprés la proposition V.10(ii), le
produit fibré

P(E)s Xy /Gt yr/enr
s'identifie au produit
P(F9) x -+ x P(FE)
ol Fsr = FO & --- @ F¥, est la décomposition canonique de la fibre Fg de £
au point distingué ag ¢ de Y¢ — Yo — Y.

D’apres le corollaire V.8 et la formule de Kiinneth, on a un isomorphisme

H*(B(E)s, O) = H*(B(Fg),0) ®@ - -~ ® H*(B(F§), O)
tandis que d’apres le lemme V.12 on a des isomorphismes
H*(P(FL),0) = H*(B(Fi),0), 0<i<p,

et la proposition résulte des formules connues pour la cohomologie des espaces
projectifs
H°(P(Fg),0) = K,

et
H'(P(F&),0)=0 si i>1.

La proposition V.22 permet d’appliquer aux fibrations P(§) — X toutes
les conclusions de la proposition générale suivante :
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Proposition V.23. — Soit p : P — X un morphisme projectif et plat entre
deux schémas.

(i) Supposons que pour tout changement de base X' — X I’homomorphisme
naturel

Oxr = p«(Op xx x7)

soit un isomorphisme.

Alors le champ Picp/x qui associe a tout schéma X' sur X le groupoide
des fibrés inversibles sur P x x X' est algébrique au sens d’Artin et localement
de type fini sur X.

Il admet un espace de modules grossier Picp/x qui représente le faisceau
associé au préfaisceau des classes d’isomorphie de fibrés inversibles. (C’est
un espace algébrique en groupes commutatifs sur X qui est localement de type
fini. Sa fibre en tout point x de X est l’extension d’un groupe commutatif
discret engendré par un nombre fini d’éléments par un schéma en groupes
commutatifs conneze et de type fini.

(ii) Supposons de plus qu’en tout point x de X, la fibre P, = P Xx x de P
vérifie
H*(P,,0)=0.
Alors le champ Picp/x et l'espace algébrique Picp x sont lisses sur X.

(iii) Supposons enfin qu’en tout point x de X, on ait d la fois
H'(P,,0)=0 et H*(P,0)=0.

Alors Picp)x est un groupe commutatif discret (engendré par un nombre
fini d’éléments) localement constant sur X.

Démonstration. — (i) La premiere assertion est un cas particulier du théoréme
4.6.2.1 du livre [Laumon, Moret-Bailly]. Le champ Picp/x a un espace
grossier associé Picp,x d’apres le corollaire 10.8 de ce livre car le schéma
en groupes des automorphismes de n’importe quel point de Picp,x est égal a
Gy, - Enfin, en tout point x de X, le groupe des composantes connexes de la fi-
bre de Picp,x est engendré par un nombre fini d’éléments d’apres le théoreme
de Néron-Severi (voir par exemple [SGAG6], exposé XIII, théoreme 5.1).

(ii) Si H*(P;,©) = 0 en tout point z de X, il n’y a jamais d’obstruction &
relever les points infinitésimaux du champ Picp/x ce qui signifie que celui-ci
est formellement lisse.
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(iii) Si H'(P,, ©) = 0, la composante neutre de la fibre de Picp/x en z n’a
pas d’algebre de Lie et elle est triviale. |

Revenant & notre fibration P(£) — X associée au point £ € Vec"¥(X), il
résulte des deux propositions précédentes que le groupe de Picard relatif
Picg ) x est un groupe commutatif discret engendré par un nombre fini
d’éléments et localement constant sur X.

On peut se demander quels éléments de Picﬁ(g) /x on connait.

Tout d’abord, rappelons que, d’apres la proposition IV.18, sont canoni-
quement associés a £ des fibrés £,, 0 < a < n, localement constants de rangs
Tq =T — dfo,...,n}— {o} SUr X et un homomorphisme GMtl-dquivariant sur X

g-)(g()XX"'XXgn) XXY

qui est un plongement par définition de Vec™ comme sous-champ ouvert de
Vec"®. Louvert & de £ est I'image réciproque de (& —{0}) Xx -+ xx (E, —

{0}), et en passant au quotient par 'action libre de G on obtient n + 1
morphismes
P(E) = P(&), 0<a<n,

sur les fibrés projectifs P(€,) sur X. Ceux-ci sont munis des fibrés inversibles
O(k), k € Z, et on peut noter O,(k), 0 < a < n, leurs images réciproques
sur P(£). Bien siir, dans le cas des espaces de configurations tous les rangs r,,
valent 1 et tous les fibrés O, (k) sont triviaux mais quand r, > 2, les fibrés
O, (k), k # 0, sont non triviaux.

D’autre part, on a le morphisme lisse de structure

P(E) = X /G

ot on anoté X = X X 4538 ﬂs/ﬂg D’apres la proposition IV.3, on a une
(]
immersion fermée
A — A% x p((a1)%)
qui est équivariante relativement aux actions de G5, et donc aussi de G
puisque Gt agit via ’lhomomorphisme

Gt 5 @2
o5 - An) = (AL - A ) Gigynnin) =i S -
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Les fibrés inversibles O(k), k € 7, sur P((A!)®) sont munis d’actions naturelles
de G, et G, qui relevent celles sur P((A')?) et il en est de méme de leurs
images réciproques sur A4°. Pour tout choix d’un scindage de la suite exacte

1= Gy =G =G /G, =A5 =1,

le passage au quotient par les actions induites de ﬂg définit des fibrés in-
versibles sur X /G puis P(€) qu'on note O(k).
Enfin, le fibré tangent Tr au morphisme lisse

P(E) = X /Gt

est localement libre de rang 7 sur P(€) et on peut considérer le fibré inversible
dual de son fibré déterminant

(:)g = (AT T'g)v .
Toutefois, @g définit le méme point de Picg) x que le fibré inversible O() :

Lemme V.24. — Pour tout point £ du champ Vec™® ¢ valeurs dans un
schéma X, les fibrés inversibles &g et O(1) sur P(€) sont isomorphes locale-
ment sur X pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — Le fibré A" Te s'identifie & 'image réciproque par le mor-
phisme P(£) — X /G4 du quotient par G4 du fibré inversible det(€) sur
X.

Il s’agit donc de prouver que les deux fibrés inversibles Gt _équivariants
det(€) et O(—1) sur X sont isomorphes localement sur X pour la topolo-
gie de Zariski. Or ceci a déja été vu au cours de la démonstration du
théoreme V.22 :

On remarque que si x est un point de X et S le pavage correspondant de
S avec donc N

X xxx2 A5 x 45 ag = Yy — P((A)%),

et si i = (do,...,%,) € S est un sommet du pavage S, I'action du tore Gt
sur les fibres de det(&) et de O(—1) au point distingué ag; de Ys est donnée
par le méme caractere

Aoy -+ -3 An) — A \in
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Et on conclut d’apres le lemme IV.12. [ ]

On a déja vu que le morphisme plat de projection
P(E) — X

est projectif. Il est facile d’exhiber sur P(€) un fibré inversible universel trés
ample relativement & ce morphisme :

Lemme V.25. — Pour tout point £ de Vec™® a valeurs dans un schéma X,
le fibré inversible sur P(€)

O1)® QR Oalra+1)

0<a<ln

.....

phisme
P(E) = X .

Démonstration. — Le morphisme P(£) — X se factorise en
I[ND(E) —)P(g()) Xx+++ Xx P(gn) — X
ou &y, ..., E, sont les fibrés localement libres de rangs r, . . ., 7, sur X associés
ac.
Le premier morphisme en facteur est le quotient par 1’action libre de G
de

E— (Eo— {0}) xx -+ xx (£, — {0})
qui s’écrit comme le composé de I'immersion fermée
E o (Eo—{0Y) xx - xx (Ex— {0}) xx X
= (€0 = {0}) xx -+ Xx (= {0}) X 4535 A°/ A
= (€0 = {0}) xx -+ xx (En = {0}) X 4 35 (A° X P((a")%)/ A}

et de Poubli du facteur P((A1)%). Le fibré inversible équivariant O(1) sur &
est donc tres ample relativement au morphisme

£ & — {0} xx -+ xx & — {0}
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Le morphisme £— P((A!)S) est défini par la famille de sections de O(1)
fournies par les coordonnées X; de (A')® indexées par les points i de S. Pour
tout tel point 2 = (ig,...,i,) € S, le tore G agit sur la section X; par le
caractere

Aoy -y An) > A Xin

Si donc on choisit localement sur X des sections non nulles ey, ..., e des
fibrés Sym™ &, ...,Sym™ &, le produit

Eder

) ele) "

~ o]
définit une section rationnelle de O(1) sur £ qui est invariante par G, ¢’est-
Ny . . X A ~ (14
a-dire une section rationnelle notée ——y de O(1) sur P(£). Les éléments
Ve
el,...,e, peuvent aussi étre vus comme des sections invariantes des fibrés

Oo(ig), - - -, Onliy) et le produit tensoriel

X

ey ---ey

Ry ®--Re))

est une section partout définie du fibré inversible O(1)® (g (ig)®- - -Q Oy (i)

sur P(£). Comme i = (4, ..., 4,) est un point de S, on a nécessairement
Z.0 STOa-"ain Srna
et tout choix de nouvelles sections ef’, . .., el de Sym™ ~ " &/, ..., Sym™ ™ &Y

localement sur X définit une section globale

X
A (G DR CHETAD)
0... n

de O(1) ® (Og(ro) ® -+ - ® Op(ry)) sur B(E).

Pour tout point de P(&) Xx -+ Xx P(,), on a pu choisir les sections

eg,... e, et ey, ..., el ne s'annulant pas en ce point et cela signifie que

localement sur X le fibré inversible sur P(€)



a suffisamment de sections globales pour définir un plongement dans le pro-
duit de P(&) Xx -+ Xx P(E,) et d’'un espace projectif.
On conclut que le produit tensoriel

oe ® Our]e] ® 0.0)
0<a<n 0<a<n
est trés ample relativement au morphisme
P(E) = X .
]
Dans le cas des espaces de configurations ou tous les r,, 0 < a < n, valent

1, la démonstration ci-dessus se réduit a dire que le quotient par les actions
libres de G de 'immersion fermée

E— (& —{0}) xx -~ xx (&, —{0}) XXY
est une immersion fermée N
B(€) — X

qu’on peut composer avec 'immersion fermée
X = X g2 ATV 5 X s 3 [AS  B((01)))/ 5

pour conclure que le fibré inversible O(1) sur B(€) est trés ample relativement
aX.

7) Universalité de la fibration projective canonique

Pour tout schéma X muni d’'un morphisme X — A%/ A3 , on a noté
X=X XAS/Zg AS/Ag. C’est une fibration projective et plate sur X, munie
d’une action du tore G et dont les fibres sont géométriquement réduites
et ne comptent qu'un nombre fini d’orbites sous I'action de G*.

On a vu qu’a tout point £ du champ Vec™® & valeurs dans un schéma

arbitraire X est associée une fibration propre et plate P(£) — X munie d’un
morphisme lisse de dimension relative r

P(E) — X /G
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et qui admet un fibré trés ample . ® @  Oy(ro + 1). Il est donc naturel
0<a<ln

de chercher a classifier ce type de structures. On commence par le résultat
suivant :

Proposition V.26. — Le champ Proj qui a tout schéma X associe le
groupoide des fibrations projectives et plates

p:P—X

telles que .
R'p,Op=0,Vi>2,

est un champ algébrique au sens d’Artin et localement de type fini.

Démonstration. — Si Py et P, sont deux points de Proj a valeurs dans un
schéma X, le foncteur qui associe & tout schéma X’ sur X I’ensemble des
isomorphismes

Pxx X = Pxx X

est représentable par un sous-schéma ouvert de présentation finie dans le
“schéma de Hilbert” classifiant les sous-schémas fermés I' de P, x x P» au-
dessus de X : il est défini par la condition ouverte que les deux projections
I' - P, et I' — P, soient des isomorphismes.

Ainsi, le morphisme diagonal

Proj — Proj x Proj

est représentable et de présentation finie.

D’autre part, pour toute application polynomiale xy : N — N, notons
ProjX le champ sur Proj qui associe a tout schéma X le groupoide des fi-
brations p : P — X comme dans I’énoncé qui sont munies d’un fibré inversible
L de P vérifiant :

e L est trés ample relativement a p,

e pour tout entier n > 1,
D+ LEr

est un fibré localement libre de rang x(n) sur X et on a

Rp,LO"=0,Vi>1.
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Pour toute y, le champ ProjX s’écrit comme un quotient par le groupe
PGL, 1) d'un sous-schéma ouvert du “schéma de Hilbert” classifiant les sous-
schémas fermés de IF’(AX(I)) dont le polynome de Hilbert est . Il est algébrique
au sens d’Artin et localement de type fini.

D’aprés '’hypotheése d’annulation des Rip, Op, i > 2, le morphisme
d’oubli du fibré tres ample £

Proj* — Proj

est formellement lisse. Si UX est une présentation de ProjX c’est-a-dire un
schéma, de type fini muni d’'un morphisme lisse UX — ProjX, le morphisme
composé

UX — Proj* — Proj

est représentable de présentation finie et formellement lisse donc lisse.
Comme tout point géométrique de Proj est dans I'image d’au moins un

ProjX, on peut conclure que le champ Proj est algébrique au sens d’Artin

et localement de type fini. [ |

Revenant a notre convexe entier S de S™", nous pouvons maintenant
montrer :

Proposition V.27. — Soit Proj™° le champ sur As/jg qui associe a tout
schéma X muni d’un morphisme X — AS/Ag le groupoide des fibrations

projectives et plates
p:P—X

munies d’un morphisme lisse de dimension relative r qui reléve p
p:P— )A(:/G:Ln+1
et telles que [’homomorphisme naturel
Ox — p.Op
soit un isomorphisme et que
Rip,Op=0, Vi>1.

Alors Proj™S est un champ algébrique au sens d’Artin et localement de
type fini.
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Démonstration. — D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que
la fibre du morphisme d’oubli

Proj"s — A5 | A5 x Proj

au-dessus de n’importe quel point (X — A% /./le , P 25 X) & valeurs dans
un schéma X est un champ algébrique localement de type fini sur X.
Tout d’abord, les conditions supplémentaires

(’)XL)p*(')p, Rlp*OPZO,

sont représentables par une immersion ouverte et si on les suppose vérifiées
par p, il ne reste plus qu’a classifier les relevements lisses p.

Or construire p signifie par définition construire un G -torseur G sur P
et un morphisme G -équivariant

h:Gg—X

au-dessus de X.

Le choix du G”m+1—torseur G équivaut au choix de n + 1 fibrés inversibles
sur P. Il est représentable par le champ (Picp, x)"*! qui est algébrique au
sens d’Artin et localement de type fini sur X.

Une fois fixé G, se donner A revient a se donner un sous-schéma fermé

I' = (g X x }Z)/Gnm_Fl

dans le quotient de G X x X par l'action libre de Gt qui est plat sur X et
dont I'image réciproque IV dans G x x X est telle que la projection

I'—>g¢g

soit un isomorphisme.

Le quotient (G xx X)/Gx4 est un schéma projectif et plat sur X et le
choix de I' est représentable par le “schéma de Hilbert” de G xx X sur X
dont on sait qu’il est localement de type fini sur X.

La projection I — G est un isomorphisme si et seulement si I' — P =
G/G:t est un isomorphisme et cette condition est représentable par une
immersion ouverte.
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Enfin, demander que le morphisme 7 : P — X /G"+! défini par h soit lisse
de dimension relative r est représentable par une immersion ouverte, ce qui
acheve de démontrer la proposition. [ ]

Voici enfin le théoréme principal du présent chapitre V :

Théoreme V.28. — Soit S un convexe entier de S™™ qui n’est contenu dans
aucune face.

Le foncteur qui associe & tout point £ du champ Vec™ a valeurs dans un
schéma X muni d’un morphisme X — As/ﬂg la fibration projective plate

P(E) = X
munie du morphisme lisse de dimension relative r
BE) = X/Gpt = X X as175 AT/ AT GG
définit un morphisme de champs
Vec™® — Proj™®

au-dessus de AS | A3.
C’est une immersion ouverte du champ algébrique de type fini Vec™ dans
le champ algébrique localement de type fini Proj™=.

Remarque. — L’auteur ignore comment caractériser I'image de Vec™ en tant
qu’ouvert dans Proj"™>.

Démonstration du théoréme. — Si £ est un point de Vec™ & valeurs dans
un schéma X, la fibration P(€) sur X munie du morphisme P(£) — X /Gt
vérifie toutes les propriétés qui définissent les points de Proj™° d’apres la
proposition V.1 et la proposition V.22. Cela signifie que le foncteur

E—B(E)
définit un morphisme de champs algébriques
Vec™S — Proj™s .

Considérons un anneau artinien A, un idéal J de A de carré J? = 0 et
un point £ du champ Vec™® & valeurs dans A/J. Si on note z = Spec 4,

250



7 = (Spec A) X 45 )7 AS | A puis 7, T les réductions de z, # modulo J, on a
0
d’apres le théoreme V.15 des isomorphismes

HZi1 (T, Hom(E,E ® J)) — H*(B(E), Tz ® J),

G,

Hg (T, Hom(E,E ® J)) — H'(B(E), Tx ® J),

G,
HYi1 (7, Hom(E,E ® J)) = HO(B(E), T ® J).

Interprétés géométriquement en termes de la théorie des déformations, ils
signifient que :

e pour tout morphisme z = Spec A — A% /A5 qui reléve T = Spec A/J —
A5/ .Zg , le point P(€) de Proj™°(T) peut étre relevé en un point de
Proj™5(x) si et seulement si le point £ de Vec™ (T) peut étre relevé en
un point de Vec™¥(z),

e s’il existe de tels relevements, le foncteur
E—P(E)

définit une équivalence du groupoide des relevements £ de £ sur le
groupoide des relévements de P(E) (c’est-a-dire que les ensembles de
classes d’isomorphie sont en bijection et que les groupes d’automor-
phismes sont isomorphes).

Par conséquent, le morphisme
Vec™® — Proj™s

est lisse et sa fibre au-dessus de n’importe quel point de Proj™° & valeurs
dans un schéma X est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford
(d’apres le théoreme 8.1 de [Laumon, Moret-Bailly]) qui est étale sur X.
Pour conclure, il reste seulement a vérifier que si &; et £ sont deux points
du champ Vec™ & valeurs dans le spectre z d’un corps algébriquement clos,

tout isomorphisme
u

P(&) = P(&,)
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dans Proj™5(x) se reléve de maniére unique en un isomorphisme

& — &

dans Vec™%(z). N

Le point géométrique z s’envoie sur un point de A%/ A§ qui correspond
a un pavage entier convexe S de S. Notant toujours Yy la fibre de AS au-
dessus du point distingué ag de A%, & et & peuvent étre vus comme des
fibrés localement libres de rang r sur le champ quotient Ys/G™ tandis que
P(&1) et P(E;) sont des schémas projectifs sur # munis de morphismes lisses
de dimension relative r

P(&1) 25 Y /G, B(Es) 25 Ys/Gt
dont les images sont égales a 'ouvert
(Ys — AYs)/Gpt

(ou AYjs désigne le sous-schéma fermé invariant de Ys réunion des orbites
correspondant aux facettes du pavage S qui sont contenues dans une face de
S,

Les fibrés tangents relatifs Tgl et fng aux morphismes de structure p; et
P2 sont munis d’isomorphismes canoniques sur P(&;) et B(&,)

Te, &y, Te, 2 P5Es.

L’isomorphisme
w: BE) 5 B(E)

au-dessus de Ys/G™ se reléve en un isomorphisme

Tgl L} u* T& .
Pour i = 1 ou 2, les deux images réciproques de Tg, sur P(E;) Xy jgntt P(&;)
s'identifient aux fibrés tangents relatifs des deux projections et donc la per-

mutation des deux facteurs des P(£;) Xy, gn+1 P(€;) échange les deux images
réciproques de 'isomorphisme -

~ ~ s
Tgl—>u Tg2.
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Cela signifie que celui-ci se descend de maniére unique en un isomorphisme
entre les restrictions a 'ouvert Ys — AYg

E1lvs —ays — E2)v5 - AYs

de & et £ vus comme fibrés G”m+1—équivariants sur Yg.
La conclusion résulte du lemme suivant :

Lemme V.29. — Soient S un convexe entier de S™" qui n’est contenu dans
aucune face et S un pavage entier convexe de S.

Etant donnés deux fibrés €, et & localement libres de rang r et G-
équivariants sur Ys qui vérifient la propriété (x) du lemme IV.6, tout homo-
morphisme équivariant

Ellvs-avs = E2vs—Avs

entre leurs restrictions a l'ouvert Ys — AYs se prolonge de maniére unique
sur Yg tout entier.

Démonstration du lemme. — L'unicité résulte de ce que 'ouvert Y5 — AYyg
est dense dans Y.

Pour D'existence il suffit, I'unicité étant connue, de traiter le cas ou S est
le pavage trivial de S. Puis, d’apres la proposition IV.11, on est ramené au
cas oll S est un pavé entier (de dimension maximale n) dans S™".

Considérant la résolution canonique du corollaire V.5

Yn—>Y5,

il suffit d’apres le lemme V.7 de montrer que ’homomorphisme £ — &5 se
prolonge sur Y” tout entier.
Rappelons que les orbites Y77 . de Y™ sont indexées par les suites (/; ¢

... ¢ I;) de parties non triviales de {0,...,n}. Pour chacune, notons Uy, r,
le plus petit ouvert affine invariant qui la contient.
On doit prouver que pour toute suite de longueur maximale (I; ¢ ... &

I,,), ’homomorphisme & — &, se prolonge sur Uy, 5, tout entier. Quitte &
réordonner les indices, on peut supposer

L={0}, L={0,1},..., I, ={0,1,...,n—1}.
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Les restrictions de & et & a Uy, .1, sont isomorphes a des sommes directes

51: @ 53552: @ gga

0<a<n 0<a<n

oll, pour tout a, £ et £ sont des faisceaux libres sur lesquels le tore G
agit par le caractere (Ao, ..., A\y) — Aq-

Ces décompositions étant choisies, I’homomorphisme induit par & — &
entre les fibres au-dessus du point unité de la variété torique Y s’écrit sous
la forme d’une matrice par blocs

M = (Ma,a’)oga,a’gn .

Pour toute sous-suite (I;, ¢ ... ¢ I;,) de (I1 ¢ ... ¢ I,,), 'homomorphisme
&1 — &5 se prolonge sur 'ouvert U, Iy ol bOUD entier si et seulement si on a
les propriétés d’annulation

1<U<k=Myw=0,YVael,, Vo'¢I,.

D’autre part, l'orbite Y77 ; est un point fixe ; elle s’envoie sur un point
fixe de Ys qui correspond & un sommet i = (iy,...,%,) du pavé S. Et pour
toute sous-suite (I;, ¢ ... ¢ [;,) de (I; ¢ ... ¢ I,,), ouvert UIJI""’Ijk de Y™
s’envoie dans 'ouvert Ys — AYs de Ys si et seulement si on a les inégalités
strictes

0< D ita< D ag<-+< Y ia< Y, lo=T.

aclj a€lj, aEIjk 0<a<n

On conclut en remarquant que puisque &; et & vérifient par hypothese
la condition (*) du lemme IV.6, on a pour tout indice o, 0 < o < n,

la=0=&"=0 et &' =0.
Cela achéve la démonstration du lemme et donc aussi du théoréme V.28. m

On se souvient que si S est un convexe entier de S™" et £ = Ey®...®FE,
un espace gradué tel que rgE, > r, =1 — dfo,.__m}_{a}, 0 < a < n, alors
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d’apres le théoreme IV.22 on a un carré cartésien

—S.E
Q- — Vec'S
l 0 {
H GrreBe H Vec'™
0<a<n 0<a<n

ou les deux fleches horizontales sont surjectives et lisses de dimension relative
Y rarg(Eq).

0<a<sn

~ Et on a vu dans les paragraphes 5 et 6 du chapitre IV que le passage
des schémas projectifs 0°° aux champs algébriques Vec™ est bien adapté
pour décrire aussi bien les isomorphismes de factorisation induits par la
décomposition d’'un convexe entier en produit de pavés entiers que les mor-
phismes de restriction aux faces d’'un convexe entier ou aux facettes d’un
pavage.

Dans le cas de convexes entiers S C S™" qui ne sont contenus dans aucune
face du simplexe S™", le passage des Q%" aux champs algébriques Proj™° via
I'immersion ouverte Vec™® < Proj™° est compatible avec les isomorphismes
de factorisation (d’apres le lemme V.2) mais il ne semble pas qu'il permette
de décrire facilement les morphismes de restriction aux faces d’un convexe
entier ou aux facettes d’un pavage.

Quand S = S™ et E, = A", 0 < o < n, 7 est la compactification
équivariante Q" de PGL"*! /PGL,. Comme le schéma Q™" est projectif,
tout point (go,-..,9,) de PGL!" /PGL, = Q;" & valeurs dans le corps
des fractions K d’un anneau de valuation discrete A se prolonge de maniére

unique en un morphisme
Spec A — Q"

L’image réciproque par ce morphisme de la fibration projective canonique de
Q™" est une fibration projective et plate sur Spec A dont la fibre générique
(sur K) est isomorphe a P"~!. C’est le “modéle minimal de I’espace projectif
P"~1” associé par Faltings au point (go, ..., g,) € (PGL""!' /PGL,)(K). 1l
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est muni d’un morphisme lisse de dimension relative r sur
_ Ar,n | AT
Spec A X 4, 17 A" Ay

(ce qui précise le théoréme 7.a de [Faltings,2001]).

Le paragraphe V.5 s’applique en particulier dans ce cas et donne une
description géométrique de la fibre spéciale de cette fibration en fonction du
pavage entier convexe S de S™" associé.

On voit aussi que le lemme V.25 du paragraphe V.6 généralise le théoreme
7.b de [Faltings,2001].

8) Retour sur la dualité

Placons-nous dans la situation du paragraphe 8 du chapitre II.
On fixe des entiers eg,...,e, > 1 de somme e = ey + - - - + €.
Si S est un convexe entier de S™" tel que

€a 2 Ta=T= dfO,...,n}—{a}ﬂ VOé, 0<ac< n,
I’application
Z:<Zo,,’ln)|—> (eo—io,---,en—in)=i\/

, . . . . \% z
définit une bijection de S sur un convexe entier SV de S™ " (en ayant noté
rV=e—r).

Les isomorphismes

\% ~ \% \% ~
G /G = G /Gy Gy /(G )0 — Gy /(G )o
se prolongent en des isomorphismes équivariants compatibles
AT A5 A5 S A8

ou ’échange des orbites correspond a 1’échange des pavages convexes entiers
et de leurs facettes via la bijection S — SV.

Si maintenant F = Ey & - - @ E,, est un espace gradué dont les facteurs
sont derangsrg E, = e,, 0 < a < n,etsi EY = Ej®---®F, désigne ’espace
gradué dual, on a d’apres la proposition I1.13 un isomorphisme canonique

—S,E ~ —SV,EV
—

Q Q
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au-dessus de A% /G5 5 A" /G5 .
Supposons que S et SV ne sont contenus dans aucune face de S™" et
Sr’sm. On dispose du morphisme composé

=SB .
Q7 = Ve — Proj™®

qui, d’apres le théoreme I1V.22 et le théoreme V.28, est lisse de dimension

relative
> Taca
0<a<n
et de méme du morphisme
=SV, EY v gV oV gV
Q — Vec 5" — Proj" S

qui est lisse de dimension relative

> (ea — dfa}) €a

0<a<n
puisque, pour 0 < a < n,
P = do, oy = max{ja|i=(jo,---,Ja) €5}
= max{e, — iy | i = (lg,...,0n) € S}:ea—dfa}.
Considérons alors un point de Q°7 = 0% %" & valeurs dans le spectre

s d'un corps et les deux points images P et PV dans les champs Proj™° et
Proj™"5". Ce sont des schémas projectifs sur s munis de deux morphismes

P — (s xuses AS/GS) /G

t

PV — (s % 4ov jesv A /G5) Gt

lisses de dimensions relatives r et 7¥ = e — r. On note Tp et Tpv les fibrés
tangents relatifs de ces morphismes sur P et PV.
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On obtient une égalité

dim H'(P,Tp) — dim H*(P,Tp) + ). Taéa
0<a<ln
= dimH'(PY,Tpv) —dim H'(PY,Tpv) + > (ea — dip})€a

0<a<n

car ces deux entiers valent la dimension de ’espace tangent du morphisme
=SE ~, 55V, EY S/ A4S ~ ASY /7 ASY . c 122
Q7 =20 — A° /Ay =2 A° /A; au point considéré.

En fait, et bien qu’en général les schémas projectifs P et PV soient de
dimensions différentes, on peut relier H(P,Tp) et H*(PV,Tpv) pour tout

— —qV Vv

degré ¢+ > 0. Limitons-nous au cas ou le point considéré de ORE=R o
est dans la strate ouverte c’est-a-dire ol s s’envoie sur le point de A%/ A7 =
A7 / Ag “ qui correspond au pavage trivial de S :

Proposition V.30. — Pour S, E et SV, EY comme ci-dessus, considérons un
. E VBV . .
point de Grg™ = Grgy”  d valeurs dans un corps K. Il est représenté par

un sous-espace de dimension r

F—=FE
ou de maniére équivalente par son orthogonal de dimensionr”¥ =e —1r
Ft =Ker[EY - FY] — EY .
Soient P et PV les points induits des champs Proj™S et Proj” 5" . No-

tant Ys = Ygv la variété torique des faces du convexe entier S ou SV, ce sont
des variétés projectives munies de deux morphismes

P — Y%/Gﬁjl

|

Py — }%V/Gﬁfl

lisses de dimensions relatives r et r¥ =e —r.
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Si Tp et Tpv désignent les fibrés tangents relatifs de ces morphismes sur
PetPV, ona:

(i) I existe un espace vectoriel de dimension finie H s’inscrivant dans deuz
suites exactes naturelles

0— H'(P,Tp) » P Hom(F/Fy  n}-{a}, Ea) = H— H (P, Tp) — 0,

0<a<n

0—H' (P, Tpv) — P Hom(FL/F{t___m}_ {a},E;) — H
0<a<ln
— HY(PY,Tpv) = 0.

(ii) Pour tout degré i > 2, il y a un isomorphisme canonique

H'(P,Tp) — H'(PY,Tpv).

Démonstration. — On rappelle que pour toute partie I de {0,1,...,n}, on a
noté E; =@ FE,, EY =@ E)Y, Ff=FNEret Fi+ = F-NE; =Ker[EY —
I acl

a €
(F/Fpe)V] avec I¢ ={0,...,n} — I.
Si p désigne la codimension de S dans S™", écrivons les décompositions
canoniques du lemme 1.7

{0,1,...,n}=Jo ... 11 J, avec |Jij=mn;+1, 0<i<p,
r=ro+--+r, avec r;=dj,

\Y \Y% \ \%
r' =1y 4.4y avec ri:<z ea)—ri,
a € J;

S=5 x--%xSp,
SV =8 x---x5/,

ol, pour 0 <4 < p, S; est un pavé entier dans S"" et S le pavé entier dual
dans S"imi.

Elles induisent des décompositions en facteurs

F::Eh&%'%EF%,
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puis
P=Fx---xP,

PV:POVX---xPpV

oll, pour 0 < 7 < p, P; et P sont les points images dans Proj" -5 et

VgV . 1 ri, Er; ~ risEJ.
Proj"i>®i du point Fy, ou Fj de Grg' ™ = Grgy ™.
Si qq, - - ., gp désignent les projections de P et P sur leurs p + 1 facteurs

on a encore

Tp=qTp,® - ®qTp,,

TP\/ :qSTPOV @"'@q;TP,Y
La formule de Kiinneth et la proposition V.22 nous ramenent alors au cas ol
S est un pavé entier (de dimension maximale n) dans S™".

Dans ce cas et d’aprés la proposition V.18, les H*(P, Tp) sont les espaces
de cohomologie du complexe C,

0 — Hom(F,F) —---— € Hom(Fy,F/F,)—---
I GGy

et les H(PY, Tpv) sont les espaces de cohomologie du complexe C;-
0— Hom(F+ F*) - .- @ Hom(Fi, F*/Fi) — .-
Iy G G Iy,

Afin de relier ces deux complexes, dessinons pour toute partie I non triviale
de {0,...,n} le diagramme commutatif suivant ou toutes les lignes et toutes
les colonnes sont exactes :
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\J \J \J

0 —  Fi — F+ — FYFi — 0
\ \ \’

0 — EY. — EY —  EY — 0
\J \J \J

0 — (F/F)Y — F' — F/ — 0
\ \ \
0 0 0

On introduit le complexe A,

0 — Hom(EY,FY) = --- — @ Hom(E}%,F}i) ...
I1§---§Ik

qui est la somme des complexes A, 0 < a < n,

0 — Hom(E), FY) — -+ — @ Hom(E), F})) — -+~
Ilgé..Igfk
@ k

puis le complexe B,

0 — Hom(F ", FY) = -+ — (P Hom(F, Fr)) — -
Ilg---gIk

et enfin le complexe A/

0 — Hom(F- EY) = --- = P Hom(FIJ’C;,E}/l) N
Ilg---(,;[k

qui est la somme des complexes A% 0 < a<n:

0— Hom(FY EJ) —---— (P Hom(Fy, Ey) — -

ng..gl
a€ly
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On a les suites exactes de complexes
0—-Cy— Ay — B, — 0,

0—-Cl— A - B, —0.

Elles induisent des suites exactes longues de cohomologie et comme A, =
b A A, = @ A~ il suffira de poser H = H°(B,) si I'on montre

e )
0<a<n 0<a<n
que pour tout o

H(A?) = Hom(EY, (F/Fo,..n} {a})") = Hom(F/Fo, .n} ~ {a}> Fa) »

HO(AI.Q) = Hom(FJ_/F{J(_),...,n}—{a}7 E,),
et . .
H'(AS)=0=H'(A") si i>1.

Le complexe A se déduit de A2 en remplacant E par EV, E, par E) et F'
par F* donc il suffit de traiter le cas de A%. Pour celui-ci, on a seulement
besoin de remarquer que le complexe

0 Flo.m (o) < D Fy

ng.gl
ad Iy

est exact puisque les indices se regroupent par paires de la forme ((I; ¢
e G ), (L ¢ oo @ Iy @ Iy)) avee Iy ¢ {0,...,n} —{a} et I} =
{0,...,n} — {a}.

Ceci termine la démonstration de la proposition. [ ]
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