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Résumé. On démontre la correspondance de Langlands pour GL, sur les
corps de fonctions. La preuve généralise celle de Drinfeld en rang 2 : elle
consiste a réaliser la correspondance en rang r dans la cohomologie ¢-adique
des variétés modulaires de chtoucas de Drinfeld de rang r.

Abstract. One proves Langlands’ correspondence for GL, over function
fields. This is a generalization of Drinfeld’s proof in the case of rank 2 :
Langlands’ correspondence is realized in £-adic cohomology spaces of the
modular varieties classifying rank » Drinfeld shtukas.

Introduction

L’ objet de ce travail est de démontrer la correspondance de Langlands pour
les groupes linéaires GL, sur les corps de fonctions. La preuve généralise
celle de Drinfeld en rang 2 : elle consiste a réaliser la correspondance en
rang r arbitraire dans la cohomologie £-adique des variétés (ou plutdt des
champs) de chtoucas de Drinfeld de rang r. On s’appuie sur différents
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travaux préparatoires effectués précédemment par 1’auteur : le calcul au
moyen de la formule des traces d’Arthur-Selberg des nombres de points
fixes dans les variétés de chtoucas convenablement tronquées, dans le livre
[Lafforgue, 1997], et la compactification dans ’article [Lafforgue, 1998]
des variétés de chtoucas sans structures de niveau en variétés de “chtoucas
itérés”.

On considere donc une courbe X projective, lisse et géométriquement
connexe sur un corps fini F, a g éléments et F le corps des fonctions
rationnelles sur la courbe X. On note G le groupe de Galois de F, |X]|

I’ensemble des points fermés de X identifiés aux places de F, A = ]:[ F,
xe|X|
I’anneau des adeles de F et Oy = 1_[ O, son sous-anneau des entiers.
xelX|
On fixe un nombre premier £ qui ne divise pas g. Pour tout entier
r > 1, on désigne par A" (F) I’ensemble des représentations automorphes
cuspidales irréductibles 7 de GL, (A) (ou de son algebre de convolution F"
appelée algebre de Hecke) dont le caractere central y, est d’ordre fini et
par G, (F) I’ensemble des représentations £-adiques de G qui sont presque
partout non ramifiées et irréductibles de dimension r et dont le déterminant
est d’ordre fini.
La correspondance de Langlands sur le corps de fonctions F' s’énonce :

Théoreme. — Pour tout entier r > 1, ona :

(1), A toute représentation automorphe cuspidale & € A" (F), on peut as-
socier une unique représentation galoisienne o, € $,(F) qui est non
ramifiée en toute place x € |X| ot w est non ramifiée et a pour valeurs
propres de Frobenius les valeurs propres de Hecke z (7)), . .. , 2,(7T)
dem.

(ii), Réciproquement, a toute représentation galoisienne o € §,(F), on
peut associer une unique représentation automorphe m, € A" (F)
dont les valeurs propres de Hecke sont les valeurs propres de Frobenius
deo.

L’unicité dans les assertions (i) de ce théoréme résulte du théoréme de
densité de Chebotarev et I'unicité dans les assertions (ii) du “théoreme de
multiplicité un fort” de Piatetski-Shapiro.

Les assertions (i) et (ii) en rang r = 1 équivalent a la loi de réciprocité
dans la théorie du corps de classes sur F.

Raisonnant par récurrence, on fixe un entier » > 2 et on suppose les
assertions (i) déja connues en rangs < r. En combinant les équations fonc-
tionnelles de fonctions L de Grothendieck, la formule du produit de Laumon
et les “théoremes réciproques” de Hecke, Weil et Piatetski-Shapiro, on en
déduit (c’est le “principe de récurrence” de Deligne) que les assertions (ii)
sont aussi connues en rangs < r.

Ainsi, on est réduit a construire I’application A" (F) — §;(F) : w > 05
En fait, notant ¢’ et ¢” les deux projections de la surface X x X sur la
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courbe X, on va identifier dans la cohomologie £-adique au-dessus du point
générique de X x X des variétés de chtoucas de rang r (munies de 1’action
de F" par correspondances de Hecke) un morceau de la forme

EB T®q%0; ®q* 5, (1 —r).

TeA" (F)

Rappelons en effet que pour tout niveau N c’est-a-dire tout sous-schéma
fermé fini N = Spec Oy de X, on dispose du champ (algébrique au sens de
Deligne-Mumford) Cht), classifiant les chtoucas de Drinfeld de rang r avec
structures de niveau N ; il est muni naturellement d’un morphisme lisse
de dimension 2r — 2 sur (X — N) x (X — N), de deux endomorphismes
dits “de Frobenius partiels” Frob,, et Froby dont le composé est Frob et
d’une action par correspondances de la sous-algebre #), de F" constituée
des fonctions bi-invariantes par Ky = Ker[K = GL,(04) — GL,(Oy)].
Dans Cht), il y a une infinité de composantes connexes ; afin de n’en plus

avoir qu’un nombre fini, on peut considérer le classifiant Cht;(,d C Cht), des
chtoucas de degré d fixé ou bien le quotient Cht, /a? = ]_[ Chtg’,d par un

1<d<r
idele a € A* de degré 1. Un tel quotient reste muni d’une action de Frob,,
et Froby et de F}.

La principale difficulté dans 1’étude des chtoucas réside en ceci que les
composantes connexes de Chty, ne sont pas de type fini. Leur cohomologie
£-adique est de dimension infinie et si on cherche a compter leurs nombres
de points fixes par les correspondances de Hecke, on trouve qu’il y en a une
infinité. De plus, il n’existe pas dans Chty, /a” d’ouvert de type fini qui soit
stable par I’action de Frob,, Froby ou #},.

Dans le livre [Lafforgue, 1997], on a néanmoins défini des ouverts de
type fini Chty’="/a” = ]_[ Chtg\’,d’p =’ dans Cht},/a” en bornant par un

1<d<r

polygone de troncature p : [0, r] — R, le polygone canonique de Harder-
Narasimhan p des chtoucas. En combinant la formule des traces d’ Arthur-
Selberg et la description adélique des chtoucas par Drinfeld, on a calculé
les nombres de points fixes par les composés de puissances de Frob et de
correspondances de Hecke f € #% qui sont dans la fibre de Chty/="/a”
au-dessus d’un point x de X x X qui s’envoie sur deux places distinctes oo,
0 € |X — N|. En simplifiant, on a pour ces nombres de points fixes des
expression de la forme

Lef, (Frob® x f, Chty/="/a”)
= q(f—l)s Z Tl'n'(f) (Zl(noo)_s/ deg(c0) + tt + Zr(nOO)_S/ deg(OO))

TeAl (F)

xor(@)=1 (Z] (n_o)s/ deg(0) 4+t Zr(n_o)s/ deg(O))

+ d’autres termes ol apparaissent les valeurs propres de Hecke des représen-
tations automorphes cuspidales des sous-groupes de Lévi stricts de GL,.
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11 faut remarquer tout de suite que, si Frob, désigne I’élément de Frobe-
nius en le point fermé x de la surface X x X, le terme principal dans la

formule de comptage ci-dessus a la forme qu’on attend pour une trace de

Frob_*/9€™) 5 f sur la représentation EB TRq 0, ®q"™ 5 (1—r)quil
TeAl (F)

s’agit de construire. s (@=t

Quand f est I'unité 1y de I’algebre #}, la correspondance de Hecke

associée est I'identité de Cht’y”=" /a” et d’apres la formule des points fixes

de Grothendieck-Lefschetz, Lef, (Frob®, Chty”=" /a”) s’interpréte comme
la trace de Frob_*/9€™ sur la cohomologie £-adique a supports compacts
H*(Cht;P=" /a”) de Chty"=" /a” au-dessus du point générique de X x X.
Mais en général f ne stabilise pas I’ouvert tronqué Chtg’,ﬁsp /a” etle nombre
Lef, (Frob’, Cht;’,ﬁfp /a”) est a priori dépourvu de sens cohomologique.

Afin de retrouver I’action des correspondances de Hecke qu’on a perdue

.1 . . P
en tronquant, on considere les compactifications Chty”~"/a” des ouverts

Chty” = /a”. Pour N = {, elles ont été construites dans I’article [Lafforgue,
1998]. Ce sont des champs algébriques au sens d’Artin dont les groupes
d’automorphismes sont finis (mais ont une partie ramifiée), ils sont propres
et lisses au-dessus de X x X et leurs bords sont des diviseurs a croisements
normaux relatifs. Les strates de bord sont munies non seulement de ces
deux morphismes sur X “pdle” et “zéro” mais aussi de morphismes sur X
supplémentaires appelés “dégénérateurs”. Chaque €lément [ € Fj définit

une correspondance dans Cht"P=P /g par simple normalisation de la trace
dans I’ouvert Cht"?=? /a” de la correspondance de Hecke associée a f dans
Cht" /a” ; une telle correspondance induit un endomorphisme de la coho-
mologie H*(Cht"P=? /a”) auquel on peut espérer appliquer une formule des
points fixes de Grothendieck.

Pour N # ¢, on définit les champs Cht?\’,ﬁfp /a” comme les normalisés
des Cht"P=P /a” x . x (X — N) x (X — N) dans les Cht;”=" /a”. Ils sont
propres sur (X — N) x (X — N) mais ils ne sont pas lisses et a priori les
correspondances de Hecke f € #}, étendues par normalisation n’induisent

pas d’endomorphismes en cohomologie. Si toutefois Cht’y”=" /a” admet une
résolution des singularités Cht’;”=” /a” propre et lisse sur (X —N) x (X —N)

< < .. < .
et dont le bord Chty"="/a” — Chty"=" /a” est un diviseur 2 croisements
normaux relatif, les correspondances normalisées induisent des endomor-
—_—

phismes de H*(Chty/<" /a?).

_— —
On considére d’autre part I"ouvert Chty”=” /a” de Chty"=" /a* défini en
demandant que non seulement le pdle et le z€ro mais aussi les “dégénéra-
—_—

teurs” évitent N. Il est lisse sur (X —N) x (X —N) et son bord Chtg’,ﬁf” Ja”—
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N

< .. . .
Cht;,”="/a” est un diviseur A croisements normaux relatif. On montre
que, de fagon remarquable, les correspondances de Hecke normalisées sta-

— /
bilisent Chty”=" /a” et donc elles induisent des endomorphismes de sa
cohomologie.
Il faut noter que tous ces endomorphismes induits dans les

- —
H*(Cht"?=P/a”) et les H*(Chty”=" /a”) (ou éventuellement les

H*(Cht;"=" /a”)) ne définissent pas d’action des ) et Hy, car la for-
mation des correspondances de Hecke normalisées ne commute pas avec la
multiplication.

En résumé, on dispose de trois objets géométriques distincts sur lesquels
on dispose de trois informations différentes qui suffiraient a conclure si on
pouvait les rapporter a un unique objet : sur Cht},/a%, on a une action par
correspondances de I’algebre de Hecke #}, (et aussi de Frob,, et Froby) ;

sur les Chty”="/a”, on a des formules de comptage des points fixes :

enfin, sur les ouverts Chtyy”= 3 /a” des Cht”’ ?/a” (ou éventuellement sur

—~—

les Cht;P="/a”), on a la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz-
Verdier. Le principe de la démonstration va consister a séparer dans les

trois representatlons galoisiennes H*(Chty/a”), H?(Chty PP aTy et

H*(Chty” = /a”) (ou éventuellement H(Chty 'P=P /4%)) un morceau “es-
sentiel” de tout le reste qu’on qualifiera de “négligeable”. Cette cohomologie
essentielle sera la méme pour les trois objets et il s’agira d’extraire dans
les trois informations de départ ce qui la concerne et qui va permettre de la
calculer.

La définition de ce qui est négligeable et de ce qui est essentiel est
dictée par la formule de comptage rappelée plus haut. En effet, les termes
complémentaires dans cette formule, ceux qu’on voudrait supprimer, ne font
apparaitre que les valeurs propres de Hecke de représentations automorphes
cuspidales de sous-groupes de Lévi stricts de GL, lesquelles s’interpretent
d’apres I’hypothese de récurrence comme valeurs propres de Frobenius de
représentations galoisiennes irréductibles de dimension < r. Au contraire,
on s’attend a ce que les valeurs propres de Hecke qui apparaissent dans
le terme principal s’interpretent comme valeurs propres de Frobenius de
représentations galoisiennes toutes irréductibles de dimension r. Ainsi est-
on amené a poser :

Définition. — Un faisceau C-adique lisse irréductible sur un ouvert de X x X
sera dit r-négligeable s’il est facteur direct d’un faisceau de la forme
q/*o_/ ® q//*o_//
avec o’ et 0" deux faisceaux L-adiques lisses et irréductibles de rangs < r
sur des ouverts de la courbe X.
1l sera dit essentiel sinon.
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Les représentations virtuelles H:.‘(Cht?\’,ﬁfp /a”) nous sont connues par

les traces des puissances Frob_*/9€™ des éléments de Frobenius Frob, en
les points fermés x de (X — N) x (X — N). L’hypothese de récurrence
jointe a ce qu’on sait de la localisation des pdles et zéros des fonctions
L de paires (tant automorphes que galoisiennes) permet de séparer dans
H:.‘(Cht;\’,’7 =P /a”) la partie essentielle H (Cht?(,p =P /a”%)ess de la partie né-
gligeable et en les points x dont les deux projections co et O sur X sont
distinctes, on obtient la formule des traces suivante

Tr (Frob;s/ deg(x) H: (Chtg’,ﬁil’ /aZ)eSS) =
" Y Tra (i) (21 (ro0) ™ 4 - () T )

reA (F)
X (@)=1

(Z] (7TO)S/ deg(0) R Zr(n_o)s/ deg(O)).
On remarque que cette formule ne dépend pas du polygone de troncature
p et ceci permettra d’identifier les H*(Chty"="/a”). entre eux et avec la
partie essentielle de H*(Cht)y/a”%) =lim H} (ChtyP=" /a?).
P
_ _—
Mais il faut d’abord montrer que H*(Chty"="/a”) et H*(Cht\/=" /a”)

ou éventuellement H} (Cht;’,ﬁfp /a”) ont méme partie essentielle et pour

el —
cela que la cohomologie des strates de bord de Chty”=" /a” ou Chty/=" /a”
est r-négligeable.

Quand le niveau N est vide, les strates de bord des Cht"“P=P sont
indexées par les partitions non triviales r = r; + --- 4+ r; de Ientier r et
elles sont essentiellement de la forme Cht"9P=Pl x ... x y Cht"&%P=Pk,
Il résulte de I’hypothese de récurrence que la cohomologie sur X x X de
chaque Cht'"4"P=Pi est (r; + 1)-négligeable et a fortiori r-négligeable et
on en déduit que la cohomologie sur X x X de la strate considérée est
r-négligeable.

Quand le niveau N n’est pas vide, un argument du méme type s’ applique
a tout champ X qui s’écrit comme produit fibré dans un carré cartésien

X C

]

— [¢]
(X — N) x (X — N) X (xxx) Cht"¢P=0 ——— @r:N

dont la base est le morphisme lisse - ® ¢, Oy de “restriction des chtoucas
itérés de X a N” (voir le paragraphe II1.2a pour une définition précise) et ou
C estun champ représentable quasi-projectif sur "V qui prolonge le revéte-
ment de Lang qui définit Chty"”=". Ici encore, on utilise I'hypothese de
récurrence et le calcul des nombres de points fixes par les puissances de Frob
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dans les fibres des Cht;/,’ﬁfp/az, r' < r,au-dessus de (X — N) x (X — N).
Quand les “dégénérateurs” (qui sont les zéros et poles des chtoucas de rangs

ri,...,r < r que classifient les strates de bord des Cht"4P=P) n’évitent
pas N, on a besoin d’un calcul de points fixes supplémentaire dans les
champs de chtoucas de rangs < r avec structures de niveau N comprenant
le zéro ou le pole.

77/
On applique ces arguments d’une part aux ouverts Cht"®’=’ des

Cht"*P=P (lesquels ont la forme ci-dessus en prenant pour C un certain
ouvert lisse €/ de la normalisation C} de C"V dans le revétement de
Lang, voir les paragraphes III.3a et III.3b) et d’autre part a la cohomolo-

gie d’intersection des normalisations Cht"¢"”=? (en utilisant le fait qu’elles
sont déduites de C}, par changement de base et que leur complexe d’inter-
section est I'image réciproque de celui de C},). Dans tous les cas, le plus
important est de ne considérer que des objets définis comme des produits
fibrés au-dessus du morphisme de restriction de X a N.

Si on veut construire des résolutions des singularités Chty"”=" des
Cht; "= qui vérifient toutes les propriétés dont nous avons besoin, on est
ramené au probléeme de résoudre les singularités de la normalisation Cj.
Ce probleme est étroitement 1ié a celui de construire des compactifications
équivariantes et lisses de tous les quotients PGLZ‘Jrl / PGL,.. L’auteur avait
cru le résoudre dans I’article [Lafforgue, 1999] mais en préparant un cours
a I’Institut Henri Poincaré il s’est apercu dans les premiers jours de juin
2000 que le principal énoncé de lissité de cet article (le théoreme 6 du
paragraphe 1c) est faux quand n > 3 (I’erreur est dans le lemme 3 du
paragraphe 3b). Le cas n = 1 (celui des homomorphismes complets, cas
particulier des compactifications “mirifiques” de De Concini et Procesi)
et le cas n = 2 sont vrais et cela suffit pour résoudre les singularités de
Gy quand N n’a pas de multiplicités mais c’est insuffisant sinon. C’est la
nécessité de corriger les conséquences de cette faute qui a amené 1’auteur
a s’apercevoir fin juin 2000 de la propriété de stabilité des ouverts lisses

— -/
Cht;(,d’p = Ja” par les correspondances de Hecke.
Une fois qu’on a montré que la partie essentielle des H (Cht;’,ﬁfp /a”),

—_— —
des H*(Chty"=" /a”) ou H*(Chty"="/a”) et de H*(Cht},/a”) estla méme
(et qu’elle est concentrée en degré 2r — 2) ce qui utilise aussi la pureté de la

cohomologie d’intersection de Chty”=" /a” ou de H*(Chty”=" /a”), on peut

commencer a faire entrer en jeu I’action de F}; et de Frob, et Frob,. Sur

H?~2(Cht)y/a”) =lim H>~*(Chty"=" /a”), on construit une filtration finie
P

stable par ces actions et dont chaque sous-quotient est ou bien r-négligeable

ou bien essentiel. Ainsi la partie essentielle Hy e de Hf’_z(Chtfv /a”) se

retrouve-t-elle munie d’une action de F}, et de Frob,, et Froby. Afin de
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déterminer I’action de #, sur la représentation galoisienne Hy e, il suffit
de calculer Ia trace des composés de toute correspondance de Hecke fixée
f € Hy avec les puissances Frob_*/ €™ des éléments de Frobenius en les
points fermés x de (X — N) x (X — N).
L’action de f sur Hyes est identique a celle de la correspondance
-/

induite par f sur la cohomologie essentielle des ouverts Cht?\’,ﬁfp /a” ou

—_—~——

des compactifiés Chtr’ﬁfp /a” quand ils existent. On doit relier les traces de

celle-ci aux nombres de points fixes dans les ouverts Chty”="/a”.

Notons S = (X N) x (X = N), X = Cht" ”<”/a (si N = ),

ChtN” =7 Ja” ou Chty"=? ja” et X, ... , X, les strates fermées du bord de
% qui sont de codlmensmn 1. Les autres strates fermées de bord sont les

ﬂ%l, I C{l,...,m}, I # (. Comme dans I’article [Pink], o

iel
introduit 'éclaté Zde Z = X xg X lelongdes X| xs X1, ..., X, Xs X :
il est muni de diviseurs exceptionnels E, ... , E, qui sont a croisements
normaux et pour I C {1, ... ,m}, I # (J, on peut considérer E; = ﬂ E;.

iel
Expliquons le cas ou X est propre sur S.
La correspondance f dans X estun cycle dans Z dont on note f le trans-

formé strict dans Z soient cl(f) et cl( f ) leurs classes de cohomologie.

Pour toute 7 C {1, ..., m}, on note cl(f), I’'image directe dans X x5 X;
de I'image réciproque dans E; de cl(f) ; ¢’est une correspondance coho-

mologique dans X;.
Soient encore cl(4}) et Cl(S;’ ;) les classes de cohomologie des graphes

de Frob® dans les fibres de X et des X; au-dessus des points fermés x de
=(X—N)x (),{, — N). Soit cl(8}) la classe du transformé strict du graphe
65 de Frob® dans Z x x.
Un calcul d’adjonction donne pour les nombres d’intersection la formule
suivante

cl(8) - x*(cl(£)) = cl(8) - x*(el(f) + Y _(=D"el(8} ) - (€l (F)n).
10

Notons X; = Chty?="/a” I'ouvert de ¥ complémentaire du bord

Xy U---UX,. Pink a montré que pour une correspondance f générale
qui stabilise ouvert X; (et quitte a remplacer f par sa transformée
par une puissance assez grande de Id x Frob), les nombres d’intersec-
tion cl(gj;) . x*(cl(f)) des transformés stricts dans Z sont concentrés dans
I’ouvert Xy x g Xy.

Dans notre situation, la correspondance de Hecke f ne stabilise pas Xy.
Mais on remarque que 1’argument géométrique de Pink reste valable si I’on
suppose seulement que f “stabilise Xy au voisinage de ses points fixes”
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au sens qu’il existe un ouvert U de X xg X = Z, contenant toutes les
intersections de f avec les graphes des puissances de Frob et tel que, si p/f

et p’ f " désignent les deux projections sur X de la correspondance f, on ait
Unpi Xy S UN P (X,

Or on démontre que les correspondances de Hecke f dans X = Chty, Che7=" Ja*

vérifient cette propriété de stabilisation locale de Xy. L’ argument pour cela

est une généralisation en rang r arbitraire de la proposition 7.2 de I’article
[Drinfeld, 1989]. 1l est fondé sur I’existence des “dégénérateurs” dans les

strates de bord de Cht"7=? /q”.

En résumé, on a montré que pour f € Jy, fixée, il existe des correspon-

dances cohomologiques u; dans les strates de bord ?1, I C{1,...,m},
I # 1, telles que pour tout point fermé x de (X — N) x (X — N) et tout
multiple s assez grand de deg(x), on ait

TI‘HC*(ag) (f X Frob;s/ deg(x) ) + Z(_l)ll\ TrH;:(f,) (MI % FrOb;S/ deg(x))
10

= Lef, (Frob* x f , Chty"="/a").

On a le méme résultat quand X n’est pas propre sur S. En plus des argu-
ments précédents, il faut raisonner cette fois en termes de correspondances
cohomologiques au sens de Grothendieck-Verdier sur I’espace de modules
grossier de X et appliquer la formule générale des traces de Grothendieck-
Lefschetz-Verdier et le théoreme de Fujiwara sur la conjecture de Deligne
pour faire disparaitre les termes a I’infini. La démonstration de Fujiwara
utilise la cohomologie analytique rigide qui est développée seulement pour
les schémas et non pour les espaces algébriques. Pour cette raison, on est
aussi amené a montrer que les espaces algébriques grossiers associés aux
Cht,"=" /a” deviennent des schémas au moins aprés extension finie du corps
de base F,.

Quand les deux projections oo et O de x sur X sont distinctes, on a
calculé le nombre de Lefschetz Lef, (Frob® x f, Chty”=" /a”) en termes au-
tomorphes. En utilisant encore une fois I’ hypothese de récurrence et des
arguments de fonctions L de paires, on sépare dans la formule ci-dessus la
partie essentielle de la partie négligeable et on obtient

Tr (f x Frob,* %8 Hy ) = q" " Z T (f)
TeAl (F)
X (@)=1

(Zl(n_oo)—s/ deg(00) 4+ 42z (n_oo)—s/ deg(oo))
(Zl(n_o)s/ deg(0) NI Zr(no)s/ deg(O))‘

Cela suffit pour conclure.
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Pour la commodité du lecteur, on peut préciser quelles sont les res-
semblances et les différences entre la présente démonstration et celle de
Drinfeld en rang r = 2.

Dans les espaces Cht®/a” ou Cht?\, /a” de chtoucas de rang 2, Drinfeld
a d’abord défini des ouverts de type fini Cht*™ /a” ou Chti}m /a” indexés
par les entiers m € N et que nos ouverts tronqués Cht"-”=<" /a” généralisent
(les entiers m sont les valeurs des polygones convexes p : [0,2] — Ry en
s = 1). Puis il a construit des compactifications Cht>" /a” des Cht*™ /a”

que nos compactifications sans niveau Cht"7=<” /a” généralisent encore : leur
bord comprend une unique strate qui correspond a la partition 2 = 1 + 1.

Dans le cas avec niveau, les normalisations Chti}m /a” des Cht*>" /a”
dans les Chti}m /a” ne sont pas lisses mais Drinfeld a montré qu’elles sont
“cohomologiquement lisses” au sens que le faisceau constant @, y est
auto-dual (I’auteur ignore ce qu’il en est en rang r > 3) si bien que leur

cohomologie ¢-adique H} (Chti}m /a”) vérifie la dualité de Poincaré.
Drinfeld a prouvé encore que les immersions ouvertes Chti}’" Jat —

Chti}’"Jrl /a” induisent des morphismes birationnels partout bien définis

dans I’autre sens Chti;"“rl Ja’ — Chti}m /a” (ce qui n’est plus vrai dés le

rang r = 3) et a partir de la toute son étude se concentre sur la tour des

Chti}m /a” et la limite inductive de dimension infinie H* (Chtfv" /a”) = lim
—

JE— m

HY (Chti}m /a”) munie du produit scalaire fourni par la dualité de Poincaré.

Les correspondances de Hecke f € #3 et les endomorphismes de Frobe-
nius partiels Frob ., Frobg étendus par normalisation induisent des endomor-

phismes de chaque HC*(Chtfv’m /a”) et Drinfeld prouve qu’ils définissent de

nouveau une véritable action de #% x Z sur la limite inductive H* (Chty; /a”)

(dans chaque H} (Chti}m /a”) 1’endomorphisme induit par une correspon-

dance f € J3 est le composé de celui dans HC*(Chtfv" /a”) et de la projec-

tion orthogonale sur le sous-espace de dimension finie H} (Chti}m /a”) ce

qui explique pourquoi, dés le rang r = 2, #3 n’agit pas sur H* (Chti}m Ja)).

Enfin, Drinfeld calcule complétement H*(Chty /a”) muni de la triple
action du groupe de Galois G2, de J3 et de Froby, Froby. Il com-

mence par étudier dans les Chti}m /a” une certaine famille infinie de cycles
algébriques, les “horocycles”, avec leurs nombres d’intersection mutuels
et I’action sur eux de J(’,z\, et Frob,,, Froby ; les classes de cohomologie

de ces cycles engendrent une sous-représentation de H* (Chti}‘ /a”) dont
la structure est completement explicite et qui est de codimension finie. La
représentation quotient est la partie la plus intéressante (c’est elle qui con-
tient la “cohomologie essentielle” en notre sens et donc réalise la correspon-
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dance de Langlands en rang 2) ; Drinfeld la calcule grace a la formule des

points fixes de Grothendieck-Lefschetz dans les H*(Chty;" /a”) en obtenant
une formule de comptage des points fixes non seulement dans les ouverts

tronqués Cht " /a® mais méme dans leurs compactifications Cht " Ja”.
Cela utilise blen stir la formule des traces de Selberg pour GL, et aussi
(pour le comptage des points fixes au bord) un calcul explicite et une in-
terprétation géométrique de tous ses termes spectraux non cuspidaux (que
I’auteur ne saurait généraliser en rang r > 3 que dans le cas sans niveau
c’est-a-dire sans opérateurs d’entrelacement locaux).

Donnons quelques indications sur le plan du présent travail.

La partie finale de la démonstration, celle ou tous les acteurs entrent en
scene, est donnée dans le chapitre VI, particulierement aux paragraphes 2
et 3. Les cinqg chapitres précédents et les deux appendices sont de nature
préparatoire et rassemblent les différents types d’informations dont on a
besoin.

Le chapitre I rappelle les formules de comptage des points fixes dans
les ouverts tronqués des champs de chtoucas et les met sous la forme qui
servira. Le chapitre II compléte ce calcul quand le niveau comprend le
z€ro (ou le pdle) : on en aura besoin pour montrer que les strates de bord
sont négligeables. Le chapitre III rappelle la forme des compactifications
sans niveau et les munit de structures de niveau. Il montre que les ouverts
_—

Cht,’=" sont lisses. Iappendice A donne les propriétés de base de la
cohomologie ¢-adique du type de champs (algébriques au sens d’Artin
avec groupes d’automorphismes finis) auquel appartiennent les champs de
chtoucas et leurs compactifications. Le chapitre IV établit une formule
générale des points fixes d’une correspondance dans un ouvert qu’elle ne
stabilise pas globalement mais “localement au voisinage de ses points fixes”,
d’abord dans le cas propre puis dans le cas non propre. Le chapitre V montre
que les correspondances de Hecke vérifient cette hypothése de stabilité

locale et qu’elles stabilisent globalement les ouverts Cht’y” =7 /a”. 1l montre

aussi que les espaces algébriques grossiers des ChtN” =P deviennent sur E
des schémas. L’appendice B rappelle les propriétés dont on a besoin des
fonctions L de paires automorphes ainsi que le “théoreme réciproque” de
Piatetski-Shapiro.

Enfin, le chapitre VII est consacré a des applications : compatiblité entre
correspondances de Langlands locales et globale, conséquences pour les
faisceaux ¢-adiques, plus quelques mots sur la correspondance de Langlands
géométrique.

En terminant ce travail, je tiens a exprimer encore une fois ma pro-
fonde reconnaissance envers Gérard Laumon qui m’a initié aux chtoucas
de Drinfeld et a la formule des traces d’ Arthur-Selberg. Il n’a jamais cessé
de m’encourager dans la voie de la correspondance de Langlands et je peux
dire qu’au fil des ans il m’a consacré des centaines d’heures, soit pour me
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communiquer un peu de ses connaissances, soit pour m’écouter quand je
faisais des progres, soit pour me soutenir dans les périodes difficiles.

Je remercie aussi les nombreux mathématiciens avec qui j’ai eu I’occa-
sion de parler, Laurent Clozel, Alain Genestier, Guy Henniart, Luc Illusie,
Serge Lysenko, Ngo Bao Chau, Michel Raynaud et Jean-Loup Waldspurger
ainsi que Christophe Soulé pour sa relecture attentive du manuscrit et ses
nombreuses remarques et corrections.

Jai été particulicrement sensible aux manifestations de soutien et
d’amitié qui m’ont été témoignées dans la période tres difficile pour moi de
juin et juillet 2000. C’est pourquoi je veux renouveler mes remerciments
les plus profonds, encore et toujours a Gérard Laumon, mais aussi a Michel
Raynaud, Alain Genestier, Ngo Bao Chau, Luc Illusie et Laurent Clozel.

Je remercie aussi beaucoup Gerd Faltings, le rapporteur automorphe
anonyme, Pierre Deligne, Vladimir Drinfeld et I’ensemble des rapporteurs
pour leur travail de relecture critique des différentes parties. Ils m’ont
permis de corriger quelques (petites) erreurs qui subsistaient et, je 1’espere,
d’améliorer la rédaction.

Enfin, j’adresse mes plus chaleureux remerciements a M™ Bonnardel
qui a assuré la frappe enticre de la premiere mouture de ce texte comme
de mes précédents articles et a M™® Gourgues de I'lLH.E.S qui a réalisé la
frappe des nouveaux paragraphes nécessités par la correction de mon erreur
avec une rapidité et un soin extraordinaires.
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Chapitre I
Rappels sur les chtoucas et leur comptage

Ce chapitre rassemble un certain nombre de résultats antérieurs dont on
aura besoin dans la suite. On renvoie a ’article [Drinfeld, 1987] pour la
définition des chtoucas et 1’étude de leurs propriétés géométriques et au
livre [Lafforgue, 1997] pour les troncatures et les formules de comptage.

Tous les schémas (et champs) considérés seront sur un méme corps de
base I, fini a g €léments. On a fixé une fois pour toutes une courbe X
projective, lisse et géométriquement connexe sur [F,. L’ensemble des points
fermés de X est noté | X| ; il s’identifie a celui des places du corps F des
fonctions rationnelles sur X.

1) Les champs de chtoucas de Drinfeld
a) Définition. Morphisme de structure

Pour tout schéma (ou champ) S sur IF,, on notera Frobg I’endomorphisme
de S d’élévation a la puissance q.

Définition I.1 (Drinfeld). — Un chtouca (a droite) [resp. a gauche] de rang
r > 1 sur un schéma S (sur F,) consiste en

o unfibré & de rangr sur X x S, autrement dit un Qx «s-Module localement
libre de rang r,

e une modification (a droite) [resp. a gauche] de & c’est-a-dire un dia-
gramme

J t t J
€ & < &" [resp. & < & < &"]

ou &', & sont deux fibrés de rang r sur X x S et j, t sont deux homo-
morphismes injectifs dont les conoyaux sont supportés par les graphes
de deux morphismes 00,0 : S — X appelés “pdle” et “zéro” et sont
inversibles sur O,

o un isomorphisme *& = (Idy x Frobg)*& ey -1
Pour r > 1 un entier, Cht" [resp. " Cht] désigne le champ classifiant les
chtoucas (a droite) [resp. a gauche] de rang r. Il est algébrique au sens de

Deligne-Mumford. D’associer aux chtoucas leur pdle et leur zéro définit un
morphisme

(00,0) : Cht" > X x X [resp. (00, 0) : 'Cht - X x X]

qui est lisse de dimension relative 2r — 2.
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Définition 1.2 (Drinfeld). — Soit N = Spec(Oy) — X un niveau c’est-a-
dire un sous-schéma fermé fini de X.

Une structure de niveau N sur un chtouca (& — & <= &” <« *8)
de rang r sur un schéma S dont le pdle et le zéro évitent N consiste en un
isomorphisme

u

& Roy Oy=¢ R0Oyys Onxs - (91rV><S

faisant commuter le diagramme :

€ ®oy ON — &' Qoy Oy <—— €" Qo Oy <—— "€ ®uy Oy
(91r\7><S

On note Cht), le champ des chtoucas de rang r avec structures de
niveau N. Il est muni d’un morphisme d’oubli des structures de niveau

Cht)y, — Cht" xx.x(X — N) x (X — N)

qui est représentable fini étale galoisien de groupe de Galois GL,(Oy).
Ainsi le morphisme de structure

(00,0) : Chty - (X —N) x (X = N)

est-il également lisse de dimension relative 2r — 2.

b) Endomorphismes de Frobenius partiels

Sur la surface X x X, on dispose des deux endomorphismes Froby x Idy et
Idx x Froby. Le schéma intersection de tous les ouverts complémentaires
des images réciproques de la diagonale par ces endomorphismes et leurs
puissances est noté A.

Au-dessus de A, les champs Cht” et Cht), sont également munis chacun
de deux endomorphismes dits “de Frobenius partiels” Frob,, et Froby tels
que

Frob, o Froby = Frobg o Frob,, = Frob

et qui rendent commutatifs les diagrammes :

Frob , Frobg
A XxxX Cht’;v — =5 Cht’;v XXX)(A

l |

Frobyo, Froby
A XxxX Cht" w) Cht" XX><XA

l l

Froby x Idy,Idy x Froby

A A
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On renvoie par exemple au paragraphe I.1d de [Lafforgue, 1997] pour
une définition des endomorphismes Frob,, et Froby. Précisons toutefois
que dans toute la suite de cet article on ne se servira que de I’existence
de telles paires d’endomorphismes vérifiant les propriétés ci-dessus (plus
le fait qu’ils ne modifient pas les fibres génériques des chtoucas pour la
démonstration des théoremes de stabilité globale V.14(ii) et de stabilité
locale V.18).

¢) Correspondances de Hecke

On note A = H F, I’anneau des adeles du corps F des fonctions ration-
x€|X|
nelles sur la courbe X et Oy = 1_[ O, son sous-anneau des entiers.
xe|X|

Tout élément g d’un des GL,(A) induit un fibré &% de rang r sur X
avec structures de niveaux arbitraires, et ce de maniére compatible avec le
produit tensoriel. Cela induit en particulier une action du groupe des ideles
A* = GL(A)

(g, E=(E > & < T8) > E°RE =(6°R®E < 6°®E < 65®7E)

sur le systeme projectif constitué de Cht" et des Cht).
D’autre part, le groupe GL,(O4) = (liﬂGLr((Q ~) agit également sur les
N
Cht),.

Ces deux actions se prolongent par celle des ‘“correspondances de
Hecke”.

On note F#" I’algebre de Hecke des fonctions localement constantes
a support compact sur GL,(A) munies du produit de convolution pour la
mesure de Haar dg qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact
maximal K = GL,(0O,). Pour tout niveau N = Spec(OQy) — X, on note
H), la sous-algebre unitaire de #" constituée des fonctions invariantes a
gauche et a droite par le sous-groupe de congruence Ky = Ker[K —
GL,(ON)].

Soit donc f une fonction dans #},. Il existe un plus petit sous-ensemble
fini 7, de | X| contenant les points de N et tel que, pour toute place x ¢ T,
f contienne en facteur la fonction caractéristique 1l g, (0,) = f)? deGL,.(0O,)
dans GL,(F}).

La fonction f s’écrit comme une combinaison linéaire finie

f= Z)‘i ’ ]lKNgiKN

de fonctions caractéristiques 1l g,,x, de doubles classes Kyg;Ky de
Ky\GL,(A)/Ky. Les g; qui apparaissent ici sont dans 1_[ GL,(0,) x
x¢Ty
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1_[ GL, (Fy) donc, d’apres la proposition 3 du paragraphe l.4c de [Laf-
xeTy

forgue, 1997], ils définissent des champs I" (g;) représentables finis sur
ChtrN X Cht’;v X(XxX)x(XxX) (X— Tf) X (X— Tf) (mais qul €n général ne sont
pas des sous-champs) dont les deux projections sur Chty, Xy, x(X — Tf) x
(X — Ty) sont représentables, étales et finies. Ainsi, chaque I (g;) est une
correspondance étale relative dans Cht), au-dessus de (X — Tf) X (X —=Ty).

On associe alors a la fonction f la somme formelle

Z dg(Ky)h; - [Ty (gn]

dans I’algebre des classes de correspondances étales (au sens du paragraphe
L.4c de [Lafforgue, 1997]) dans Cht}, au-dessus de (X — T¢) x (X — T¥).

D’apres le théoreme 5 du paragraphe 1.4c de [Lafforgue, 1997], ceci
définit un homomorphisme de I’algebre unitaire #¢;, dans 1’algebre des
classes de correspondances étales dans la fibre de Cht, au-dessus du point
générique de X x X. Cette action de #}, commute avec celle des endomor-
phismes de Frobenius partiels Frob,, et Froby.

Dans toute la suite de cet article, la définition précise des correspon-
dances de Hecke que rappellent par exemple les paragraphes I.1e et L.4c
de [Lafforgue, 1997] n’interviendra qu’au travers des propriétés que nous
venons de rappeler, du fait que les correspondances de Hecke ne modifient
pas les fibres génériques des chtoucas et bien stir des formules de comptage
des points fixes rassemblées dans les théoremes I.5 et 1.7 ci-dessous.

d) Troncatures

Soit « un élément de R.

On considére € = (& Leg b Té‘) un point du champ Cht" a valeurs
dans le spectre S d’un corps algébriquement clos (contenant F,). Si o ¢
[0, 1], on suppose que le pdle o0 et le zéro 0de & dans X (S) ne sont images
’un de I autre par aucune puissance de Frob ¢’est-a-dire que (50, 0) € A(S).

On appelle sous-objet £ de & la donnée de deux sous-fibrés ¥, ' de
&, & de méme rang et maximaux (au sens que §/F et &'/ F’ ont sans
torsion) et tels que j et 7 envoient F et *F = (Idy x Frobg)*# dans F'.
A un tel sous-objet, on peut associer son rang

g =rg F =g F’
et aussi son degré d’indice o
deg, ¥ = (1 —a)deg F + o deg F'.

(Remarque : Par rapport a [Lafforgue, 1997], on change ici w en 1 — «.)
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Si maintenant 0 = Fo G £ G - & Fi = € est une filtration
croissante de & par des sous-objets, on peut lui associer son polygone qui
est la fonction affine par morceaux

p:10,r] = R, avec p(0) = p(r) =0,

dont les seules ruptures de pente sont en les entiers rg F, et qui en ces
entiers-1a vaut

rgf € 0<e<k.

plrg F,) = deg, F. —

On prouve que parmi tous les polygones attachés aux filtrations de g il
en est un plus grand que tous les autres. C’est le polygone canonique de
Harder-Narasimhan p¢ de €. La filtration la moins fine qui le deéfinit est
appelée la filtration canonique de Harder-Narasimhan (d’indice «) de &.

Nous rappelons (voir le théoreme 8 du paragraphe I1.2b de [Lafforgue,
1997]) :

Proposition L.3. — Etant donné o un réel [resp. un réel dans [0, 1]] et
[0,7] — Ry un polygone convexe de troncature, il existe dans le
champ Cht" x xxx A [resp. Cht"] un unique ouvert Cht"P«=P tel qu’un point

géométrique € de ce champ est dans I’ouvert Cht""P«=P si et seulement si

son polygone canonique pS est majoré par p. m|

Le champ Cht" s’écrit comme une somme disjointe

Cht’ = ]_[ Cht"*
deZ

ol les Cht" classifient les chtoucas & = (§ <> & <> '€) de degré
deg & =d.

Chaque Cht"? n’a qu’un nombre fini de composantes connexes et est
localement de type fini puisque lisse sur X x X mais il n’est pas de type fini
si 7 > 2. En revanche, les ouverts Cht"%?«=P = Cht"*? N Cht""P«=P sont de
type fini.

Le groupe A* agissant sur Cht” stabilise chaque ouvert Cht"-”«=?_ Choi-
sissant un idele a € A* de degré non nul, on peut considérer le quotient

Cht" /a* = ]_[ Cht"¢
0<d<r| deg(a)|

qui donc est réunion filtrante des ouverts de type fini

Cht""P«=P /g" = ]_[ Cht"4Pa=P
0<d<r|deg(a)|
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Pour N = Spec(Oy) <> X un niveau, on notera Chty, Cht;”*=" et

Cht;\’,d”7 =P Jes images réciproques par le morphisme d’oubli des structures
de niveau Cht}, — Cht" des ouverts Cht"¢, Cht"P«=P et Cht"¢-P«=P,

Sur Cht" /a” et les Chtly /a”, il y a bien siir une action de A*/a”%, de
GL,(0,) et des endomorphismes de Frobenius partiels Frob,, et Froby.

Et pour N < X un niveau, il y a une action par correspondances étales
dans la fibre de Chty /a” au-dessus du point générique de X x X de I’algebre
Fr /a” quotient de F}, par a” (laquelle s’identifie 2 I’algebre des fonctions
a support compact sur GL, (A)/a” invariantes des deux cotés par Ky).

Cependant, les ouverts de type fini Cht"”«=? /q” ne sont pas stabilisés
par Frob,, ou Froby et un Chty”*=" /a” n’est stabilisé par la correspondance
de Hecke associée 2 une fonction f € J5/a” que si celle-ci est supportée
par A* - K.

e) Nombres de Lefschetz

Considérons f une fonction dans #}, oo et O deux places distinctes en

dehors de Ty, o0 et 0 deux points géométriques dans X (F,) au-dessus de
ooet0,ets’, u > 1 deux entiers. On écrit & nouveau

f= Z)‘i Mgk

Les puissances Frob®(*%" et Frob®”" stabilisent la fibre de Cht}, /a”

au-dessus de (00, 0) et on peut considérer dans cette fibre les correspon-
dances composées

Iy (gi) % Frobggg(oo)s/ X Frobgeg(o)“ .

Elles coupent transversalement la diagonale, c’est-a-dire que leurs pro-
duits fibrés avec celle-ci sont étales sur IF,, et finis sur Cht), / a” X x5 x (39, 0).
Ils deviennent finis absolument si on les restreint aux ouverts de type fini

Cht;"*=" /a”

et, comptant chaque point fixe avec sa multiplicité égale a I'inverse du
nombre fini de ses automorphismes, on peut alors introduire leurs cardinaux
notés

"l deg(oo)s’ deg(O/
Lﬁ:faf?6 P (gi X Frobogg(OO)A X Froboeg u ) ‘
Puis on pose
Lef"7e=" ((f x Frob2>" x Froby®" )

= ng(K N - Lefg %Sp (g x Froble(®s’ x Frob; " ).
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2) Comptage des points fixes et expression spectrale
a) Variantes des traces tronquées d’Arthur

On fixe un niveau N.

On considere f une fonction dans J} /a” et 0o, 0 deux places distinctes
dans |X| — Ty. Par définition de T, la fonction f se factorise en f =
fR0® £ ® ) o £ et £ désignent les fonctions caractéristiques de
GL, (Ox) et GL,(0q) dans GL, (Fy,) et GL, (F).

Etant donnés encore s’, u’ > 1 deux entiers, on introduit la fonction
Fow = 200 f2F @ fi ot f2* et f sont les fonctions sphériques de
Drinfeld de niveaux —s’ et u’ en oo et 0 (voir par exemple la définition 7
du paragraphe IIl.6¢c de [Lafforgue, 1997] ou bien le corollaire 1.8 du
paragraphe 2d ci-dessous qui peut &tre considéré comme une définition
équivalente).

On dispose des traces tronquées d’ Arthur

Te="(fy) = T (f0® [ ® fi)

pour p : [0, r] — R, un polygone convexe de troncature.

Nous allons rappeler comment elles sont définies. On note &, I’ensemble
des sous-groupes paraboliques standards de GL, = G et, pour P € J, on
note Np son radical unipotent, Mp son sous-groupe de Lévi, | P| le nombre
de facteurs de Mp et dnp la mesure de Haar sur Np(A) qui attribue le
volume 1 a Np(Oy).

Pour tout P € J, on considere 1’opérateur de convolution a droite par
fy.w dans I’espace des fonctions localement intégrables sur Mp(F)Np(A)\
G(A)/a”. Cet opérateur admet le noyau

Kpori@eh— Y f dnp - fo.u (g ynpg).
yeMp(F) I Np(B)

D’autre part, on a une application naturelle

GL,(A) = Np(A)\GL,(A)/ GL,(04) — Mp(A)/Mp(Oy) =5 Pl
et on note g > 1(py >p p) la fonction caractéristique du sous-ensemble
des g € GL,(A) = G(A) dont I'image (di, ... , d|p) dans Z\P! vérifie

rp+-eo4r;
d1+..-+dj—%(d1+---+d\m) > p(ri+--+r)), 1 < j<|P|

(siry,...,rp désignent les rangs des facteurs de Mp).
Les traces tronquées d’ Arthur sont les intégrales convergentes

Tr="(fyuw) = f dg
G(F\G(h)/a®

YD (py >p p)Ky,, (88, 89).

Pepy se P(F)\G(F)
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Or notre fonction fy , contient en facteur la fonction sphérique de
Drinfeld fo_os’ (ainsi que fé‘/). Ceci va nous permettre de définir des variantes
Tr.?(fy.w) de Tr=P(fy ) indexées par les o € R.

Tout d’abord, en toute place x € | X|, les fonctions sphériques de Drinfeld
fi(t € Z —{0}) et les fonctions caractéristiques f)? de GL,(O,) dans
GL,(F,) en les différents rangs r sont reliées de la facon suivante :

Proposition 1.4. — Etant donnés P € Py un sous-groupe parabolique stan-
dard de GL, = G et x € |X| une place de F, munissons Np(F\) de la
mesure de Haar dn, qui attribue le volume 1 a Np(O,) et notons pp la
racine carrée du caractere modulaire de Np(F)).

Alors pour tout t € Z — {0} et tout (m',... ,m'ly € Mp(A) =
GL,, (A) x --- x GL,, (A), ona

pp(m', ... m!™) fints o mPhny) - dn,
Np(Fy)
= Z qdeg(X)T’IIIf;(mi) Hf)?(mj)
l<i<|P| JA#i
Démonstration : Voir [Laumon, 1996] volume I, proposition 4.2.5. O

En appliquant cette proposition au facteur fo_os/ de fy ./, on détermine
pour tout P € $) une décomposition du noyau K, , p en une somme

Ky ,p= Z Kfp

1<i<|P|

D’autre part, si P € Fp est un sous-groupe parabolique standard de
GL, =Getr=(r,... 1), r1 + -+ 4+ r, = r, est la suite des rangs des
facteurs de Mp, on introduit pour tout indice i, 1 < i < k, le polygone p}, =
pi : [0, 7] — R qui est affine sur chaque intervalle [r| +---+7rj_,ri +---
+ r;] et vérifie

ety

; - si0<j<i,
pprit - 4r)) = {1_ riter

sii < j<k.

Ceci étant posé, on définit pour tout @ € R les variantes suivantes des
traces tronquées d’ Arthur

T ) = | NS DS

GF\G(A)/a® PeRy 1<i<|P|8e P(F\G(F)
8 . .
ﬂ(pPg >p p— Olp})K}},{u/’P((Sg, 3g).

(Remgrquf: : Par rapport a [Lafforgue, 1997], on a changé ici pl, en } phou,
ce qui revient au méme, « en £

re
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11 est évident sur la définition que Trgl7 (fyw) = Tr=P(fy.0) et d’apres
[Lafforgue, 1997, paragraphe VI.2f, théoréme 11], on sait que la fonction
a > TrP(fy ) est en escalier et périodique de période r!r (et méme en
fait r!).

b) Egalité en moyenne sur les « € R

On rappelle que, parlant d’un polygone p : [0, r] — R, I’expression “si
p est assez convexe” signifie “si toutes les différences de pentes [p(r') —
p(" = D] —[p(r'+ 1) — p(r)], 1 <r' < r, sont supérieures a un nombre
réel assez grand”.

Nous pouvons maintenant reproduire le résultat central de [Laffor-
gue, 1997] (c’est le théoréme 1 du paragraphe V.2a) :

Théoréme L.5. — Soient N < X un niveau, f € Jy/a” une fonction, oo
et 0 deux places distinctes dans | X| — Ty avec donc f = f*°® f2 ® f(?
etu',s’ > 1 deux entiers.

On suppose que deg(0) et deg(oo) sont assez grands en fonction du
support de f et de t = deg(0)u’ — deg(oo)s’ (cette condition étant vide si
f est supportée par A* - GL,(Oy) et sit = 0).

Enfin, soit p : [0, r] — R, un polygone de troncature assez convexe en
fonction de N et du support de f.

Alors, pour 33 et 0 deux points de X (F,,) au-dessus de oo et 0, la fonction
sur R

o — Lefg %Sp ( f x Frobggg(oo)“, X Frobgeg(o)” )

est en escalier et périodique (de période le p.g.c.d de deg(oo) et deg(0))
et sa moyenne est égale a celle de la fonction également en escalier et
périodique

o Tl (00 £ @ f).

c) Egalité en moyenne sur les 50 ou les 0

On s’apercoit qu’on peut remplacer la moyenne sur les ¢ € R par une
moyenne sur les o0 (ou les 0) au-dessus de la place oo (ou 0) fixée. Nous
aurons besoin dans la suite de cette adaptation.

On commence par :

Lemme L.6. — Soient un niveau N < X, une fonction f € H} /a”, deux

points 50,0 € X (F,,) au-dessus de deux places distinctes 00,0 € |X| — Ty
et deux entiers s', u’ > 1.
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Alors pour tout polygone de troncature p : [0, r] — R, ef tout o € R,
les suites

Z>n > Lef?7=P (f x Frobe" 5 Frob)®” )

Frob’ ( —) 0
Do = deg(co)s’ deg(0)s’
Z>n > Lef . Fob”(O) (f x FrobS#>* x Frob, )

sont périodiques de période le p.g.c.d de deg(c0), deg(0) et r!.

Démonstration : Ces deux suites se déduisent I’une de I’autre par le change-
ment de variables n +— —n. Lapremiere est périodique de période deg (co) et
la seconde de période deg(0) car Frob™e(*®) (50) = 50 et Frob%e® (0) = 0.
Il reste seulement a prouver que r! est aussi une période.

On se reporte pour cela a la formule intégrale pour le nombre des
points fixes qui est énoncée dans la proposition 2 du paragraphe III.6b
de [Lafforgue, 1997]. Bien sir, les domaines d’intégration sont limités
aux (ms, g8, g9, g3, mg) dont le polygone a-canonique est majoré par
p. Le sens de ces conditions est explicit¢ dans le lemme 1(vi)(vii) du
méme paragraphe III.6b. On voit d’apres cela qu’il suffit de montrer que r!
appartient a I’'image de I’homomorphisme de degré

End(E"), (%) 8 7

pour tout élément (1’ deg(0), s’ deg(oco))-admissible y = (y/, y”) dans
GL,(F). Or, étant donné un tel élément y = (y',y"), F' = F[y'] est
un corps extension de F de degré < r, le corps des constantes de F’ est
une extension de F, de degré h < r et 'image de I’homomorphisme deg
ci-dessus est 27Z. D’ou la conclusion. O

On a la variante suivante du théoréme 1.5 :

Théoréme L.7. — Soient un niveau N < X, une fonction f € J} /a”, deux
points 50,0 € X (F,,) au-dessus de deux places distinctes 00,0 € | X| —
et deux entiers s', u’ > 1.

On suppose que deg(0) et deg(oo) sont assez grands en fonction du
support de f et de t = deg(0)u’ — deg(oo)s’ (cette condition étant vide si
f est supportée par A* - GL,(Oy) et sit = 0).

Enfin, soient p : [0, r] — Ry un polygone de troncature assez convexe
en fonction de N et du support de f et o un nombre réel.

Alors les deux suites périodiques

"Pa=P deg(oc0)s’ deg(0)u’
n— Lemebn .0 (f x FrobSE# ™" x Froby, )

n Lefgop; ob' (D) (f X Frobggg(m)s/ > Frobgeg(O)u )

ont la méme moyenne que la suite également périodique

ns T, (0 e 12 ® f).
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Démonstration : 1l faut reprendre la démonstration du théoreme 1.5 telle
qu’elle est exposée dans [Lafforgue, 1997]. Il n’y a a changer qu’une partie
du paragraphe V.2d, pages 243 a 247. L’argument est essentiellement le
méme :

On voit apparaitre des expressions de la forme

/ dh - o(h)1l(deg(h) = n)
H(A)

neZNl

avec H un sous-groupe de GL,, ¢ une fonction sur H(A) muni d’une

mesure de Haar dh, h +— 1(deg(h) = n) les fonctions caractéristiques des

ensembles d’éléments de H(A) de degré n € Z et I un intervalle borné de R.
Or, de la suite

n— dh - o(h)1l(deg(h) = n)
H(A)

qui est périodique de période r!, on ne connait que la valeur moyenne.

Cependant, de remplacer 50 par Frob(ao) ou 0 par Frob(0) ou encore o
par o + 1 a toujours pour effet de translater / par 1 ou —1. Cela permet de
terminer le calcul de la méme facon, qu’on fasse une moyenne sur les o0,
sur les 0 ou sur les a. O

d) Valeurs propres de Hecke

Etant donnée x € | X| une place de F, on note #, I’algébre de convolution
des fonctions localement constantes a support compact sur GL,(Fy) =
G (F,) pour la mesure de Haar dg, qui attribue le volume 1 au sous-groupe
ouvert compact maximal GL,(O,) = K,.

D’apres Satake et notant toujours fV la fonction caractéristique de K,
dans GL,(F,), la sous-algebre fOH#’ fO de ' constituée des fonctions
invariantes a gauche et a droite par K, est commutative et elle est canonique-
ment isomorphe a I’algebre de polynomes symétriques

c[z. 27", .... 2z, 2]

On a comme conséquence de la proposition 1.4 :

Corollaire 1.8. — Pour tout t € Z — {0}, la fonction sphérique de Drinfeld
fie fOH £O de niveau t correspond, via isomorphisme de Satake, au
polynéme symétrique

qdeg(x)%l\z\(zzl+,,,+zzr)‘

Démonstration : Voir [Laumon, 1996] volume I, corollaire 4.2.6. m|
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Si . est une représentation admissible irréductible de #, qui est non
ramifiée c’est-a-dire telle que 7, - f0 # 0, alors le module 7, - f0 sur
I’algébre commutative fOF" f0 est lui-méme irréductible donc de dimen-
sion 1 et il existe ¥ nombres complexes z1 (), ... , z,(7y), bien déterminés
a permutation pres, tels que, pour tout ¢t € Z — {0}, ’action de f] sur m,
soit égale a la multiplication par g9 2 11l (z, (77,)! + - - - + z,(7,)"). Ces
nombres sont appelés les “valeurs propres de Hecke” de la représentation
non ramifiée .

Bien sir, si 7, est ramifiée c¢’est-a-dire si 7, - f)? =0, les actions sur 7,
des fonctions sphériques et en particulier des f} sont nulles.

e) La formule des traces d’Arthur-Selberg

En combinant la proposition I.4 et le corollaire 1.8 ci-dessus avec le théoréme
12’ du paragraphe VI.2f de [Lafforgue, 1997], on obtient :

Théoréme L.9. — Etant donnés une fonction f € H'/a”, deux places dis-
tinctes 00,0 € |X| — Ty et deux entiers s', u’ > 1, on a pour tout polygone
de troncature p : [0, r] — R et tout réel o

/ / 1 1
<p 00,0 —s u' __ o
e e )= 2 | Fixe(P, 7, 0, Ay)| o]
(P,mt,0,Ax)
g0 g T N (g ()T ()T
1=i,j=<|P|

(21" e 2 () VU (£

ou

((h2) (1)) 5

!

tl‘ofzp (f:;,{l/)P,n’,U,)\,ﬂ = /;mAID dho - Z (()Lo)i(k )ia)deg(oo)s
o )\% T o

. “~P— Olpf -
im Y T o6 2000)
Mo €N py Te@ng\

P -1
e (P o 0\ Gty fa) [ (M gy (5 2525 ) T0 )
o My? (- 23k /o) © £ (- A5/ 1s) ]
Commentaire : Les notations sont les mémes que dans [Lafforgue, 1997].

En particulier, les (P, 7, o, A;) sont des bons “quadruplets discrets” con-
stitués de

e une “paire discrete” (P, ) c’est-a-dire un sous-groupe parabolique
standard P de GL, et une représentation automorphe discrete 7 =
(@', ... 7Py de Mp(A) = GL, (A) x -+ x GL,, (A),
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e un fixateur (o, A;) de (P, ) c’est-a-dire une permutation o € &p| de
{1,2,...,|P]} etun caractere Ap € Ap Vérifiant o(m @ Ap) = 7.

N’apparaissent que les (P, 7r) dont les facteurs ', ... , 7!P! sont non

ramifiés en dehors de T/, si bien que les valeurs propres de Hecke z1(wl),
s 2y (71' )etzy (770) e Zr (710) des composantes TL’OO et 710 des facteurs
7' et w/ en oo et 0 sont bien définies.

Enfin, il a fallu rajouter dans la formule un facteur ﬁ (ou |o| désigne le
produit des cardinaux des orbites de la permutation o) qui manquait dans
les énoncés des théoremes 11, 12 et 12° du paragraphe VI.2f de [Lafforgue,
1997] : la faute se situe dans la démonstration du théoreme 11 a partir du
lemme 9 du paragraphe VI.2e ot on procéde a un changement de vari-
ables d’intégration qui induit en vérité ce facteur ﬁ (Mais cela n’a pas
d’importance pour la suite du livre). O

f) Forme des résidus

Nous allons pr{:ciser la forme des termes tr>7( f;,”ju,) P00, QUi apparaissent
dans I’expression du théoreme 1.9.

Proposition 1.10. — Fixons une fonction f € H"/a”, un entier t € Z, un
polygone p : [0, r] — R, un réel o, un bon quadruplet discret (P, , o, A;)
et deux indices i, j € {1,2,...,|P|}.

Alors il existe un ensemble fini de constantes c,, d’entiers m, > 0 et de
scalaires ), tels que pour toutes places distinctes 00,0 € |X| — Ty et tous
entiers s', u’ > 1 vérifiant deg(0)u’ — deg(oco)s’ = t, on ait

< i,j ad v
tr(;[’ (f;/v“/)P,ﬂ,U,)w = ch(deg(OO)S/)m Aleg(m)g
¢

des lors que deg(oo)s’ ou deg(0)u’ est assez grand en fonction de t et du
support de f.

Démonstration : Sii, = j,, c’est immédiat. Dans le cas contraire, nous al-

lons déplacer le contour d’intégration Im A p, dans I’opérateur / dhry
ImA Py

de facon a faire tendre le quotient (A,)77 /(As) vers 0.
On sait que la fonction sur A p,

(i)

ho > ROG) = lim Y Ty " (11,0 (32) /250 (Ax))
p,f:(é?\)pa 7€B|py)|

Tr 20 (PN (NG a2y L (Mo (- A;’\a)w(’\n))_l o MpP (-, Ao/ 1ho)
o f( A2he /o) ]
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est une fraction rationnelle dont les pdles sont supportés par des hyperplans
de la forme

ML =naveck, € e{l, ... |P | etr e C.

Sideg(oco)s’ ou deg(0)u’ est assez grand, les résidus a I’infini s’ annulent
et il ne reste plus que les résidus a distance finie lesquels sont de la forme

)\’a J )\40- Jo deg(o)“,
Res .-+ Res (( ”)( ) )

kip.|— k i . \deg(co)s’
e o L(08) G)?)

R(As)

(1P =1

ou les notations “Res” désignent les opérateurs de résidus le long d’hyper-

ke .
plans &Z;h = A, 1 < e < |Ps|, qui se coupent proprement dans Ap,

(autrement dit, tels que les couples (k., ¢.), | < e < |P,|, fassent de
I’ensemble d’indices {1, 2, ..., | P,|} un arbre connexe).

La proposition résulte alors du lemme suivant appliqué | P, | — 1 fois :

Lemme L.11. — Soient K un corps, R(z) une fraction rationnelle a coeffi-
cients dans K et zo € K* un pole non nul d’ordre my > 1 de R. Alors la
suite
my < n —>Res R(z)7"dz
=20

est une combinaison linéaire des suites

myp<nt>n"z;, 0<m<my.

n
Démonstration : 11 suffit d’écrire 7" = Z C,’j(z — zo)kzg_k et de remarquer
k=0

que la forme R(z)(z — zo)*dz n’a pas de pole en z, et donc pas de résidu si
k > my. O

g) Allure des nombres de Lefschetz

On rappelle le résultat suivant :

Théoreme 1.12. — Pour toute représentation automorphe discrete w d’un
groupe linéaire adélique GL,,(A), n > 1, il existe des représentations auto-
morphes cuspidalesnl, ..., 7kde groupes linéaires GL,, (A), ..., GL,, (A)
avec ny + --- + ny = n telles que, en toute place x € |X| ot w est non
ramifiée, les b, ..., 7k sont elles-mémes non ramifiées et la famille des

valeurs propres de Hecke

Zl(nx)v cee Zn(nx)

est la réunion disjointe sur les i, 1 < i < k, des familles de valeurs propres
de Hecke

S (). 2 ().
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Démonstration : C’est une forme faible de la construction générale due
a Langlands des spectres discrets par résidus. On renvoie par exemple au
théoreme VI1.2.2 de [Moeglin et Waldspurger, 1994].

Dans leur article aux Annales de I’E.N.S., Moeglin et Waldspurger ont
completement déterminé le spectre discret des groupes GL,,, mais le résultat
moins précis ci-dessus nous suffira. O

En combinant ce théoreme avec le théoreme 1.7, le théoreme 1.9 et la
proposition 1.10, on obtient :

Théoréme 1.13. — Fixons un niveau N < X, une fonction f € H}/a” et
un entiert € 7.

Notons {rr}, ’ensemble fini des représentations automorphes cuspidales
de GL,(A) = G(A) qui apparaissent dans la décomposition spectrale de
LA(G(F)\G(A)/Ky - d®).

Soit p : [0,r] — R, un polygone de troncature assez convexe en
fonction de N et du support de f et soit o un nombre réel.

Alors il existe un ensemble fini de constantes c,, d’entiers m, > 0,
de scalaires A, et de représentations automorphes cuspidales ' et T'* de
groupes linéaires adéliques GL, (A) et GL,/(A) de rangs r,,r, < r tels
qu’on ait la formule suivante :

Pour tous points 50,0 € X (Fq) au-dessus de deux places distinctes
00,0 € |X| — Ty et pour tous entiers s',u’ > 1 vérifiant deg(O)u’ —
deg(co)s’ = t, la moyenne de chacune des deux suites périodiques

7 Da <P deg(00)s’ deg(0)u’
n > Lefy b s (f x FrobS#>* x Frob, )

n > LefZTe=! o (f x Frob%e0" x Froby® " )

est égale a
Z Try (f)g e 0 gdesc 5 (21(Te) ™+ + 20 () ™)
we(mly
(21G)" + -+ 2,(10)")
+ Z ¢ (deg(00)s')™ 1.0 (7, (JT&J)_S/ +-+z (ngo)"’/)
L

(21 ()" + -+ 2 (m)")

des lors que deg(oo) et deg(0) sont assez grands (condition qui est vide si
f est supportée par A* - GL,(0y) et si t = 0) et que deg(co)s’ ou deg(0)u’
est assez grand en fonction du support de f et de t.

Remarque : La démonstration de la proposition 1.10 un peu plus haut est
semblable a celle du lemme 11 du paragraphe VI.3f de [Lafforgue, 1997].
Cela signifie en particulier que dans 1’énoncé dudit lemme 11 on a oublié
d’éventuelles puissances de u = deg(oco)s’ apparaissant en facteurs des
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exponentielles A”. Mais la suite du livre reste valable car, quand on fait
la somme sur tous les bons quadruplets discrets a la page 325 (ou comme
dans le théoreme 1.13 ci-dessus) et qu’on identifie le résultat obtenu a
une trace en cohomologie, on voit que nécessairement tous les termes ou
apparaissent des puissances positives de deg(co)s’ se simplifient les uns les
autres. D’ailleurs, nous nous servirons plus loin de cet argument.

Notons aussi que lorsque N = {J c’est-a-dire qu’il n’y a pas de niveau, on
peut montrer que dans 1’énoncé de la proposition 1.10 et donc du théoréme
I.13 tous les entiers m, valent O : on se sert de ce que les opérateurs
d’entrelacement de Langlands attachés a des représentations partout non
ramifiées sont scalaires si bien qu’on peut leur appliquer la “combinatoire
des (G, M)-familles” d’ Arthur.

Signalons d’autre part que dans la suite nous n’utiliserons le théoréme
.13 ci-dessus qu’avec t = 0 et @ = 0 (avec la notation p = p,). m|
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Chapitre I1
Compléments quand le niveau comprend le zéro

Dans le livre [Lafforgue, 1997] et comme rappelé au chapitre I, nous avons
compté les chtoucas munis d’une structure de niveau N en dehors de leur
pole et de leur z€ro. Mais nous verrons au chapitre III que lorsqu’on com-
pactifie les champs Cht;’,d’p =P qu-dessus de (X — N) x (X — N), on fait
apparaitre au bord des strates qui classifient des familles de chtoucas de
rangs < r, munis de structures de niveau N et dont les poles et zéros peu-
vent rencontrer N. Afin d’étudier la cohomologie de ces strates on est donc
amené a compter aussi les chtoucas munis d’une structure de niveau N et
dont le zéro (ou le pdle) est contenu dans N. C’est ce que nous allons faire
dans ce chapitre, apres avoir défini une premiere notion de structure de
niveau (naive) en le zéro (ou le pdle) d’un chtouca.

1) Chtoucas avec structures de niveau en le zéro
a) Restriction des chtoucas a un niveau

On fixe toujours une courbe X projective, lisse et géométriquement connexe
sur un corps fini de base [F, et » > 1 un entier.

On fixe aussi un niveau c’est-a-dire un sous-schéma fermé fini N =
Spec(Oy) — X de la courbe X.

On note @;’N [resp. ’@g ] le champ algébrique (au sens d’Artin) qui
associe a tout schéma § sur I, le groupoide des diagrammes

Fhg Lty
[resp. F LF S “F|
o F et F' sont deux Oyxs-Modules localement libres de rang r,
¥ désigne (Idy x Frobg)*# et j, t sont deux homomorphismes dont les
conoyaux admettent localement sur S un générateur comme ¢ g-Modules.

En associant a tout chtouca a droite (§ — & <= *&) [resp. a gauche
(& <= & — "&)] de rang r sur un schéma S le diagramme

€ ®oy On = &' Quoy Oy < "€ ®oy Oy
[resp. € ®oy, Oy < & o, Oy — “€ ®o, (QN] ,
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on définit un morphisme de champs algébriques

‘®0yON —p

Cht —25 @

®oyON —

[resp. ’Chtu’eg]

qu’on appellera le morphisme de restriction des chtoucas de X a N.

On note GY et AN les schémas déduits du groupe multiplicatif G,, et
de la droite affine A' par restriction des scalaires a la Weil de Oy a F,. Le
champ quotient G\ A associe a tout schéma S (sur F,) le groupoide des
On«s-Modules inversibles sur N x S qui sont munis d’une section globale.

En associant a tout diagramme & —j> g lg [resp. Lg —j> TF]
les déterminants de j et ¢, on définit un morphisme de E;’N [resp. ’@g] dans
(GINAN) x (GI\AY).

Par ailleurs, N plongé diagonalement dans X x N est un diviseur de
Cartier et donc induit un morphisme

X — GM\AY

qui est lisse de dimension relative 1.
11 est clair que les carrés

‘®oy ON —r,N

Chtt —— Cy
XxX —— (GNMAN) x (GN\AN)

‘®oyON _N
'Cht —— Cy

XxX —— (GN\AN) x (GN\AN)
sont commutatifs.

Lemme I1.1. — Pour tout entier r > 1, les morphismes

r —r,N
Cht" — @@ X(G{,\,’\AN)X(G,I},’\AN) (X x X)

¢ N
Cht — @@ X(G{,‘{\AN)X(G{,‘{\AN) (X x X)

sont lisses de dimension relative 2r — 2.
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Démonstration : Comme les isomorphismes de passage aux duaux échan-

—rN —N , N .
gent Cht" — G; et 'Cht — "C et préservent pdles et z€ros des chtoucas,
on peut se limiter au champ Cht" des chtoucas a droite.

Soit He), [resp. He'] le champ qui a tout schéma S sur I, associe le
groupoide des diagrammes

ehe LE

ou &, ¢&’, &€ sont trois Oyxs-Modules [resp. Ox.s-Modules] localement

libres de rang r sur N x § [resp. X x S]et j, t sont deux homomorphismes

dont les conoyaux admettent localement sur S un générateur comme Og-

Modules [resp. deux plongements dont les conoyaux sont supportés par les

graphes de deux morphismes oo, 0 : § — X et sont inversibles sur Og].
On remarque qu’ici encore on a un morphisme

Hey — (G\A") x (G\A"Y)
défini par
€ > & < &) > (detj, det?).

Soit aussi Vecly [resp. Vec'y] le champ qui a tout schéma S sur I, associe
le groupoide des Oy« s-Modules [resp. Oxxs-Modules] localement libres
de rang r sur N x S [resp. X x S].

On a deux carrés cartésiens :

Cht" —— Vec'y @;’N —_— Vecl,
l l(ld,Frob) l l(ld,Frob)
He" —— Vec, x Vec) Hel, —— Vec), x Vec),

D’apres la proposition 1 du paragraphe 1.2 de [Lafforgue, 1997], il suffit
de prouver :

Lemme I1.2. — Pour tout entier r > 1, le morphisme représentable

He" — (He;\, X Vech, Vecg() X( (X x X)

GI\AY ) x (G \a)
est lisse de dimension relative 2r — 2.
Démonstration : Les deux cotés étant lisses, il suffit de prouver que toutes

les fibres g€ométriques de ce morphisme sont non vides et lisses de dimen-
sion 2r — 2.

Soit donc (B —J> B <L ﬁ, 5, 00, 0) un point du champ

(He;\, Xvecr, Vec (X x X)

) x (ch\av)x (ciav)

a valeurs dans un corps.
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Si oo et 0 sont dans X — N, on sait d’apres le lemme 8 du paragraphe 1.2
de [Lafforgue, 1997] que la fibre au-dessus de ce point est projective lisse
de dimension 2r — 2.

Si oo est dans X — N et O figure dans N avec une multiplicité égale a
1 [resp. plus grande que 1], cette fibre est représentable par le produit de
I’espace projectif (6, ) de dimension r—1 (associ€ a la fibre &, de & en co)
et du groupe des automorphismes de B’ qui induisent I’identité sur Im# et
dont le déterminant est 1, lequel groupe est isomorphe 4 Ker[A"™! x G,, —

Gl = A1 [resp. a Ker[A” — A'] = A1,

De méme, si O est dans X — N et oo figure dans N, cette fibre est
représentable par le prodult de l’espace projectif IP’(SV) de dimension r — 1
(associé au dual de la fibre &) de & en 0) et du groupe des automorphismes
de B qui induisent I’identité sur Ker j et ont 1 pour déterminant, lequel
groupe est isomorphe a2 A”~! dans tous les cas.

Enfin, si co et O figurent tous deux dans N, cette fibre est représentable
par le produit de deux groupes isomorphes 2 A"~

Ceci termine la démonstration du lemme I1.2 et donc aussi du lemme I1.1.

O

b) Choix d’un modeéle

Fixons un point fermé O de la courbe X qui est supporté par le niveau
N = Spec(Oy) — X.

Le corps résiduel «(0) de O est une extension finie de F, de dimension
deg(0). Choisissant une uniformisante w, en 0, I’anneau local complété O
de X en O et son corps des fractions Fy (qui est le complété du corps des
fonctions F de X en la place 0) sont isomorphes a x(0)[[wg]] et k(0)((wp))
respectivement. Si m( désigne la multiplicité du point O dans le niveau N,
celui-ci s’écrit N = N’ LI Spec(Op/wp ") ou N = Spec(Oy) est la partie
de N supportée par le complémentaire de 0.

C 1 =~ . —r,N .
Considérons F un point du champ @g a valeurs dans «(0) qui n’a pas
de po6le mais a un zéro en 0. C’est un diagramme de O yg,(0)-Modules libres
de rang r

F = F «°F,

ou ' F désigne toujours (Idy x Frob,))*F, S Festun isomorphisme
et ¥ — F' un homomorphisme dont le conoyau est supporté par O et de
dimension 1 sur x(0).

La partie ¥ —F Qoy Oy de F 7 en dehors de 0 peut étre identifiée au
fibré trivial 9% N @K(0)° Et il existe un entier hg, 1 < hy < r, tel que la partie

=F Qpy Oo/ wg‘) concentrée en 0 se décompose en une somme directe

370 — jfoét @ jfoc ,
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ol ¢ s’identifie a (Op/w(’ ®, k(0))" "0 et Ff = ("F¢ — F¢) admet
une base 1y, ny, . .. , ny, sur laquelle 7% agit par

npt>ny, n3r—> Ny, ... ,Np, > Npy—1, N = Wk,

Le schéma en groupes Aut F des automorphismes de F se décompose
naturellement en produit

Aut F = Aut F' x Aut F& x Aut Ff

avec Aut ¥ et Aut }N'Oé‘ des groupes discrets respectivement isomorphes a
GL,(Oy) et GL,_j,(Op /wg”’). Le troisieme facteur Aut fo" a une com-
posante neutre (Aut %")COM qui est une extension de £ groupes A; (sauf un
Gy simg = 1). - N N
Afin de décrire la partie discrete (Aut F)U = Aut Ff/(Aut F)<

de Aut 5;06, introduisons le Fy-module de Dieudonné Ny, | = (F(@Fqﬁq)ho
muni de la base canonique 1y, ns, ... , ny, sur laquelle on fait agir 9¢©
par

Nnot—>ny, n3t> Ny, ... ,Npg > Apy—1, N1 > WeNp,.

D’apres Drinfeld (voir le théoréme 6 du paragraphe I11.1 de [Lafforgue,
1997]), il est irréductible de rang A et son algébre des endomorphismes
est une algebre a division centrale simple D, de dimension h% sur Fj et

d’invariant —h]—o e Q/Z.
La valuation O sur le corps local complet Fj se prolonge de maniere
unique a Dy ou elle définit un homomorphisme de groupes

1
0:Dy— {0} =D — —Z
ho

dont le noyau Dy est compact.

Pour toutm € hl—OZ, m > 0, on peut définir le sous-groupe de D" = .!DOXO
d’indice fini

Dy™ ={8 € Dy | 0(1 —8) > m}.

Ona:
Lemme I1.3. — La partie discrete (Aut foc)disc = Aut foc /(Aut ffN"OC)CO“t du
groupe Aut ¥y des automorphismes de F; s’identifie au quotient

mo—1

DDy, O

c) Structures de niveau naives en le zéro

Sont toujours fixés un point 0 supporté par le niveau N et un “modele”
. -~ ~ —rN |

c’est-a-dire un point ¥ = (¥ — F' < *F’) du champ @g avaleurs dans

k(0) qui n’a pas de pdle mais a un zéro en 0.
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On rappelle que pour tout degré d € Z et tout polygone convexe de
troncature p : [0, 7] = R, Cht"¢P=P désigne le champ algébrique au sens
de Deligne-Mumford qui classifie les chtoucas de rang r, de degré d et dont
le polygone canonique de Harder-Narasimhan p est majoré par p.

Nous nous intéressons au produit fibré :

Cht"P=P 5 on F .
[}

C’est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford et de type fini ; il
classaﬁe les chtoucas & dans Cht"*P=P munis d’un isomorphisme 3 ®oy,On
>~ #. De tels chtoucas & ont leur zéro en O et leur pole dans X — N et,
d’apres le lemme 1II.1, Cht"4P=P x er est lisse sur (X — N) ®r, «(0).

De plus, ce champ est muni d’une actlon du groupe algébrique Aut F des
automorphismes de F.

Au paragraphe précédent on a introduit la composante neutre (Aut Fo)eont
du groupe algébrique Aut ¥ et on peut former le champ quotient

Chty =" = (Cht"*P=P x o F) [ (Aut Fo) ™.

Proposition I1.4. — Le champ Cht'; dfp P est algébrigue au sens de Deligne-
Mumford, de type fini et lisse sur (X — N) Qp, K(O)

1l est muni d’une action du groupe fini (Aut £ FHdisc = Aut £’ x Aut foé’ X
(Aut F)85¢ = GL,(On1) x GL,_py (o)) x (D /D™ M),

Enfin, le produit fibré Cht"4P=P xa;.zvf est un torseur sous le groupe

algébrique (Aut F£)" au-dessus de Cht;’,d’g =P qui est localement trivial
pour la topologie de Zariski.

Démonstration : Le groupe (Aut ¥ ‘)COnt est une extension de groupes iso-
morphes a A' (ou éventuellement a G,, si my = 1) donc tout torseur sous
(Aut F;)™ est localement trivial pour la topologie de Zariski. m|

Les champs Cht;’,d’g =P peuvent étre appelés champs de chtoucas avec
structures de niveau naives comprenant le zéro. On qualifie ces structures
de niveau de naives car elles sont définies en fixant un “modele” c’est-a-dire

. ~ =~ ,

un point ¥ de Gg’N alors que le champ €, ', tout en €tant connexe, compte
plusieurs points sans pdle et avec un zéro en 0.

On note Chty’ p =P =1] Cht’ &P L=" 11 est muni d’une action de A* /F*

del
et fixant comme au chapitre I un élément a € A* de degré non nul, on peut
considérer le champ de type fini
Chtr P<P/ Z =~ L[ Chtr’d"?ép .

N,F
1=<d<r|deg(a)|
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Dans la suite, nous aurons besoin de controler la cohomologie £-adique
de la fibre des Chtr’d’f =P au-dessus du point générique de X — N. Dans ce

but, nous allons compter les points dans les fibres des Chtr ” =" /a” au-dessus
des points géométriques de X — N.

Pour o0 € (X — N) (Fq) un point géométrique de X — N supporté par
un point fermé oo € | X — N| et s > 1 un multiple de deg(co), considérons
donc

Lefjvpfp_(Frob )

le nombre de points fixes (comptés avec multiplicités) de Frob® agissant sur
la fibre (Chtr PP jqly X (x—N) O0.

Il nous sufﬁra de calculer ce nombre lorsque s est un multiple non
seulement de deg(co) mais aussi de deg(0)hy.

d) Expression intégrale des nombres de Lefschetz

On conserve toutes les notations des paragraphes précédents et en particulier
mq la multiplicit€ du zéro O dans le niveau N, I’entier hg € {I,...,r}
déterminé par le choix du modele ¥, le point fermé oo € | X — N| supportant
> € (X — N)(Fq) et s > 1 un entier divisible a la fois par deg(oco) et
deg(0)hy.

On choisit0 € X (Fq) un point géométrique de X qui s’envoie sur O ; ainsi
les points géométriques de (X — N) ®r, «(0) au-dessus de 50 € (X —N) (F,,)
sont-ils les (30, Frob”(0)),0 < n < deg(0).

La description adélique des chtoucas de zéro O et de pdle co qui est faite
dans le chapitre III de [Lafforgue, 1997] permet de donner pour Lef;\,’7 T’L
une expression intégrale semblable a celle de la proposition 2 du paragraphe
II1.6b de [Lafforgue, 1997].

L’expression de cette proposition doit étre modifiée essentiellement en
la place 0. Il faut restreindre la sommation sur les y aux représentants des
classes de conjugaison d’éléments (s, s)-admissibles de GL,(F) tels que
G8 = GL,_y, (F£p). L'intégrale orbitale de la fonction f0 = gL, 0y doit
étre remplacée par celle de la fonction caractéristique du sous-groupe de
congruence Ker[GL,_;,(0p) — GL,_hO(OO/ng)]. Et la sommation sur
les deg(0)ym; € deg(0)Z C Z = D; /D, doit étre remplacée par une
intégrale orbitale sur les gglyg(), gy € Dy, de la fonction caractéristique
du sous-groupe d’indice fini Dy mo=1 ge D, décalé par multiplication par
i B Ok,

Dans la fonction de troncature qu’on a écrite

—(m.852,8%0.80.mg)
1 (wa = p)
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deg(8p)
deg(0)  deg(0)
o = 1. On peut garder y en indice car la filtration canonique de Harder-
Narasimhan de tout chtouca fixé par Frob® est automatiquement respectée
par le fixateur y.

Enfin, il faut prendre pour f°° la fonction caractéristique du sous-
groupe de congruence Ker[GL,(Ogx0) = GL,(Oy)].

Comme ici on n’a pas normalisé les Lefjvp Np_(Frob ) en les multipliant
par les mesures de Haar des sous-groupes de congruence considérés, on

obtient :

il faut alors remplacer la variable m € Z par 7 et poser

Proposition ILS. — Pour tout polygone convexe de troncature p : [0, r] —
R, tout point géométrique 30 € (X — N)(F,) au-dessus d’un point fermé
o0 € | X — N| et tout multiple s > 1 de deg(oo) et deg(0)hg, on a

dg™"(K35")dg)(K{ ) dgo(Dg ") Lef /=" (Frob*)
:Z/ ; dms - dgS - g™ - dgf) - dgg-
» A;aZ\[ZXG%xGW-Ongxpg]

s ((62) ™ 76%) Mo (8™) ve™) g ((65) )

—s/ deg(0)h (0,832,870, 0 deg(gg))
llgjx(mo 1)(g0 Y85, / eg(0) 0) ll(py 0 0 < p)
ou:

e y décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison
d’éléments (s, s)-admissibles (comme dans le théoreme 5 du paragraphe
111.4 de [[Lafforgue, 1997]) de GL, (F) dont le polynéme caractéristique
Xy ar — hg racines de valuation 0 en 0 et hq racines de méme valuation
>0en0; )

o dms, est la mesure de comptage sur 7 et dg>®°, dg™°, dgg, dgy sont
les~ mesures de Haar sur Gg.'ﬁ’ = GL,_; (Fx), G*®0 = GL,(A*®Y),
Gg = GL,_,(Fo) et D qui attribuent le volume 1 aux sous-groupes

=GL,- hoo(ooo), K> = GL,(040), K) = GL,_3,,(Op) et Dy ;
o g, 1 K0 1o etd Dm0 désignent les fonctions caractéristiques
R OmO
des sous-groupes K(fg, KN, = Ker[K®? — GL,(Oy)], KO my =
Ker[K{ — GL,_4,(Oo/=))] et :oX(’"O s

0
,deg(gg p N
e la fonction de troncature 1( p(mOO 8¢ g degep)) < p) est égale a la
42,870 g0 deg(gp)
ms, , .y
fonction de troncature ll(p . > “O < p) explicitée dans le

paragraphe 111.6a de [Laﬁorgue, 1997]. m|

On rappelle qu’a tout élément y € GL,(F) qui est (s, s)-admissible est
associée une F-algebre A = A’ x A”. On note A, la sous-algébre des
commutateurs de y et A son groupe des €léments inversibles.
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La composante y’ de y dans A’ est elliptique au sens que F' = F[y’]
est un corps. Dans I’extension finie F’ de F il existe au-dessus des places
oo et 0 deux places uniques oo’ et 0 telles que oo’ (y”) # 0, 0'(y’") # 0.

Comme dans le paragraphe I11.6 de [Lafforgue, 1997], on a pu choisir
chaque représentant y de fagon que les complétés F, et Fy, soient plongés
dans M), (Fx) et My, (Fp) ; les images de y’ dans GL,,_ (F) et GL;, (Fo)
sont notées y., et ;.

Proposition 11.6. — Dans la situation de la proposition 11.4, chacune des
intégrales
dms, - dg® - dg™"° . dgg - dgg -

o0

/;;az\[Zngg xGoovongng]
s ((82)v82) W () ve™) i ((80) ' v20)

/ deg(O)h —(m5.832.8%0,g0. deg(gp))
ﬂ£x<m0 1>(g0 Y857, ) 1(py, "7 < p)

—s/ deg(O)ho

ne peut étre non nulle que si 0(yyw, 1) > mo—1quand my > 1

[resp O(y()’ A/deg(o)h())
Et dans ce cas elle vaut

> Moouo/

’ 0
L~ deao) GL,(F)VaZ\[GyOC/xG£ xG®0x G} xGyo/]
Mool = deg(cc)

deg(0/)
()]

0 quand my = 1].

dgyoo/ dgz/ .ng0,0

dgy -dgyo - ﬂxgg’((gﬁ)_lygﬁ) Ho(€°) ' 78™) ey ((s5) ' 7sd)

ds / deg(0
(Mg — deeég((%z; oo’(detgyoc/),g§ ,8%° go My + deeég((om/(detgyo/)) - )

1 (Py
ou :

o dg%, dg™0 et dgg/ sont les mesures de Haar sur G = GL,_j,_ (Fx.),
G0 = GL,(A®?) et Ggl = GL,_j,(Fy) qui attribuent le volume 1
aux sous-groupes ouverts compacts maximaux ng/ = GL,_;_(0),
K0 = GL,(Oy0) et K = GL,_;,,(Oy) ;

o dg, et dg,y sont les mesures de Haar sur les sous-groupes de com-
mutateurs G oy = GLhm(Foo)yéo, et G,y = GLhO(FO)y(;, des éléments
elliptiques y. , et y,, qui attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts

compacts maximaux ;
o GL,(F), désigne le sous-groupe de GL,(F) des commutateurs de I’élé-

menty ;
o 1 K 1 Koqo et 1 0/ sont les fonctions caractéristiques des sous-
.mo

groupes K32 K = Ker[K®? — GL,(Oy)] et K8 = Ker[Kgl —
GL,_j,(Oo/w )]
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® on aposé
deg(00) 2 deg(o0) (g 1) destoo)
oo = (g5 = (@ 1) (g T -1

hq

' ' = =——1) deg(0/
Ho = (qdeg(O) _ 1)(q2deg(0) —1)--- (q(lFO/ Fol ) eg(0) 1)

Démonstration : Cela se prouve de la méme fagon que la proposition 6 du
paragraphe II1.6b de [Lafforgue, 1997] une fois qu’on a remarqué que

—1 —s/ deg(0)ho\ __
]li);(mofl)(g() Y87 0) =1

si et seulement si

—s/ deg(0)h
0()// @, 0

o —I)Zmo—l quand mgy > 1

5/ desO) _ g

[resp. O(yé,wo quand my = 1]

comme il résulte de la caractérisation

D™ =1{8€ Dy | 0(1 —8) > m} pour m > 0 et
DY’ =D =1{8e Dy| 0 =0).

2) Calcul des nombres de Lefschetz et expression spectrale
a) Fonctions de Kottwitz

Nous allons nous servir des résultats du chapitre 5 de [Laumon, 1996,
volume I]. Dans le paragraphe 5.1 de ce chapitre est définie une “fonction
d’Euler-Poincaré”

GL;, (Fo) — Q

qui est localement constante, invariante par F et & support compact mo-
dulo F{’. Ses principales propriétés sont données dans le théoreme 5.1.3 (di
a Kottwitz pour les parties (i) et (iii) sur les intégrales orbitales et a Laumon
aidé de Waldspurger pour la partie (ii) sur les termes constants) que nous
recopions en utilisant les notations propres a notre situation :

Théoreme I1.7. — 1] existe une fonction (dite d’Euler-Poincaré ou de Kott-
witz)

Jo : GLy (Fp) — Q

localement constante, invariante par F et a support compact modulo F
et qui vérifie les propriétés suivantes :
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(1)  Pour tout élément y(;, € GLy, (Fo) qui est elliptique c’est-a-dire tel que
F, = Fylyy ] soit un corps (local complet, extension finie de Fy), on a

dgy 1 deg(0) _ho 4
Jo(gy Vo&r) = (=Dl g
‘/C;y()’\GO/ dgyO’ ( 0 0 ) hO deg(o)

deg(0)
deg(0)

ho

en notant dgy et dg,y les mesures de Haar sur GLy,(Fy) = Gy
et le sous-groupe GLhO(FO)y(;, = Gy des commutateurs de yj, qui

attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux.
(i1) Pourtout sous-groupe parabolique standard P & GLj,, de sous-groupe
de Lévi Mp et de radical unipotent Np, on a

/ di’l()/ . / dk(y . f()/(k&lmo/no/kof) =0 s Vm(y (S MP(F()),
Np (Fo) Koy

en notant dny une mesure de Haar sur Np(Fy) et dky la restriction a
Ky = GL,,(Oy) de la mesure de Haar dgy sur Gy = GLj, (Fp).

(iii) Pour tout élément yy € GLj,(Fo) qui n’est pas elliptique et si dg,y
désigne une mesure de Haar sur le groupe G,y = GLhO(FO)y(;, des

commutateurs de yj,, on a

dgo -
/ To fo(gy'vy80) =0.
G,y\Gy 48yv

O

Soit donc fiy une telle fonction de Kottwitz. Quitte a la remplacer par la
fonction

GLy, (Fo) > go > dky - fo(ky' goko),
Ky

on peut la supposer invariante par conjugaison par Ky = GL;,(Oy).
Notant toujours my > 1 la multiplicité du point O dans le niveau N, on
introduit la fonction produit

GLy, (Fo) 2 g0 > fome(80) = Sfor(80) Ly (80)

ou 1,,, désigne la fonction caractéristique du sous-ensemble des éléments
de GLj,(Fp) dont le polyndme caractéristique xo vérifie I'une des deux
propriétés équivalentes suivantes :

e toutes les racines y;, de xo satisfont

O(yy — 1) >mo—1 quand mo > 1
[resp. O(yy) =0 quand mo = 1],
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eonayy(l+7)=T"n+ Z biT'

0<i<ho

avec 0(b;) > (hg —i)(mg — 1), 0 <i < hg quand my > 1

[resp. on a xo(T) = Tho 4+ Z a;T'

0<i<hop

avec 0(a;) >0, 0 <i < hg, et 0(ap) = 0 quand my = 1].

Du théoreme I1.7, on déduit aussitot :

Corollaire I1.8. —Lafonction fy ,, sur GLy,(Fy) est localement constante,
a support compact et invariante par conjugaison par Koy = GLj,(Oy).

Elle vérifie les propriétés (ii) et (iii) du théoreme 11.7.

Enfin, pour vy, un élément elliptique de GLj,,(Fy), l'intégrale orbitale
de fo.m, en vy ala méme valeur que dans le théoreme 11.7(i) si le polynome
caractéristique xy de y,, vérifie les conditions ci-dessus et elle est nulle
sinon. O

b) Amplification a partir d’un sous-groupe de Lévi

On conserve toutes les notations du précédent paragraphe.

Procédant comme dans le paragraphe 10 de [Harris, Taylor], on définit
pour tout multiple s > 1 de deg(0)/h( une fonction localement constante a
support compact

From  OLi(F) = Q
en spécifiant de la maniere suivante la valeur des éléments yy € GL,(Fy) :
o S’il existe
ko € Ko = GL,(Oy),
v e Ky, = Ker[ GL,_;,,(09) = GL,_4, (Oo/=")].

0,mq

et )/(/)/ € GLhO(F())

_ : —s/ deg(0)h
tels que ky ' voko = (W, 14, et fiymo (W™ ™) £ 0, on pose

X —s/ deg(0)h
f;fo,mo(yo) = fO’Jno(V(;’woA * 0)

(définition qui ne dépend pas du choix de ky € K).
e Dans tous les autres cas, on pose

Sigmo (o) =0
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Lemme IL.9. — I/ existe un sous-groupe ouvert (d’indice fini) de K, =
GL,(0y) C GL,(Fp), ne dépendant que de la multiplicité m, par lequel
soient invariantes a droite et a gauche toutes les fonctions

From  OLi(F) = Q
associées aux multiples s > 1 de deg(0)hy.

Démonstration : Soit yp un élément du support d’une des fonctions fj .
11 s’agit de prouver que si v, v’ sont deux éléments d’un sous-groupe ouvert
V de K assez petit (indépendamment de s), alors vyyv’ est encore dans le
support de f  etméme fp  (vyov') = f; . (Vo)-

Par définition des f} ,, . il existe ko € Ko = GL,(0o), y§ € K ,,, C

K; 0 = GL,_ 1o (Oo) et un élément y;, du support compact de fiy ,,, dans

GL;, (Fp) tels que yp = ko(yo , A/deg(o)ho 0/)k_

Le polyndme caractéristique Xo de yy s’écrit
y 5/ deg(0 —s/ deg(O)h
10(T) = 33 (D) O xo (e 0" T)

avec X(()), et xo deux polyndomes unitaires de degrés r — hg et hy dont les
racines sont de valuation O (ou, ce qui est équivalent, dont les coefficients
sont entiers et le coefficient constant entier inversible).

On voit d’autre part que les coefficients des matrices y et wf)/ deg(o)hoy
restent dans un compact de F indépendant de s. Il en est de méme des coeffi-

cients de vyov’ et ‘" (uyov') ! etpour V assez petit (1ndependamment
de s) ils sont arbitrairement proches de ceux de y et iy 48O, 1
Par conséquent, le polyndme caractéristique ¥, de vyov’ s’écrit lui aussi

~ T T N dC 0 —s/ deg(0)h T

avec ')Zgl et Xo deux polynémes unitaires de degrés r — hy et hy dont les

coefficients sont arbitrairement proches de ceux de X(()y et xo.
La matrice des(0) dee(O
N C; ~ —S €
(] R (VY1)

a des coefficients arbitrairement proches de ceux de
s/ deg(0) —s/ deg(0)h
=) Xor (wo OVO)

et elle a le méme rang r — hy. Son noyau et son image sont arbitrairement
proches de ceux de la seconde matrice.

Pour V assez petit (indépendamment de s), il existe donc un élément
ko € Ky = GL,(Oy) arbitrairement proche de ky et des éléments ’)7(? €
GL,_;,(Fp) et ¥y, € GL;,(Fp) de polyndmes caractéristiques ')Zg, et Yo tels

que

U)/()U/ _ 750()/0/’ s/ deg(O)ho~/ )k—

De plus, 7 et ¥,y sont arbitrairement proches de v et Yy- |
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c) Transfert

Comme dans les paragraphes précédents, on a fixé le niveau N = Spec(Oy)
< X et le point 0 de N de multiplicité mg et on a noté N’ = Spec(Oy) la
partie de N en dehors de 0.

On considere un point fermé oo € |X — N| en dehors du niveau N.
Pour tout multiple s > 1 de deg(oo) et deg(0)hy, on dispose de la fonction
sphérique de Drinfeld

2 i GL.(Fy) — Q

de niveau —s' = — Tzt SUr GL,(F4) (voir la définition 7 du paragraphe

III.6¢ de [Lafforgue, 1997]). Elle est invariante des deux cotés par le sous-
groupe ouvert compact maximal K, = GL,(O4).

Sur GL,(A) = GL,(Fx) x GL,(A>®?%) x GL,(Fp), on peut former la
fonction localement constante a support compact

fo—cf’ ® ]lK]oV?O (029) f]::()am() . GL,(A) —> Q y
ou fﬁo’mo : GL,(Fy) — Qestlafonction construite au paragraphe précédent

et 1l o0 désigne la fonction caractéristique du sous-groupe de congruence
4

K5 = Ker[K®°? = GL,(0~0) — GL,(Oy)] de GL,(A®?).
D’aprés le lemme I1.9, la fonction ¥ ® 1l x20 ® fho o €St invariante a
N ’

gauche et a droite par un sous-groupe ouvert (d’indice fini)de K = GL,(O,)
qui ne dépend pas de s mais seulement du niveau N.

Pour tout polygone convexe de troncature p : [0, r] — R,, on dispose
alors de la trace tronquée d’ Arthur

Trfp (fo_oS/ R ]lK]oV?D ® fl::o,mo)'

. s 3 .
Comme les fonctions f ' ® 1l g0 ® fj . contiennent en facteurs en la
N ’

place oo les fonctions sphériques de Drinfeld f(;s', on peut aussi définir a
la fagon du paragraphe 1.2a des variantes des traces tronquées d’ Arthur

Ts? (£ ® lgeeo ® £ o)
indexées par les o € R. Les fonctions sur R
o> TP (f @ U ® fiym,)
sont en escalier et périodiques de période r!

= 14a: ¢ N =N A 2
Rappelant que ¥ désigne un “modele” dans C;  sans pole et avec z€ro
en 0 et que hg est le rang de la partie non triviale £, de & en 0, nous
pouvons maintenant énoncer :
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Théoreme I1.10. — Pour tout polygone de troncature p : [0, r] — R assez
convexe en fonction du niveau N, tout point géométrique 3 € (X — N)(IF,)
au-dessus d’un point fermé oo € |X — N| et tout multiple s = deg(c0)s’ de
deg(oo) et deg(0)hy, le nombre de Lefschetz

Lef,P="_(Frob®)

N,F ,00

multiplié par la constante
dg™ (K3) dgo (Ko n,) dgi(Dg™™") /ho deg (0)
est égal a la moyenne de la suite périodique

Z>n+— TI';I7 (f;)S/ ® ﬂKlts]o,,O & f}fo,mo)'

Démonstration : Ce théoréme se prouve a partir des propositions IL.5 et I1.6
exactement de la méme facon que dans [Lafforgue, 1997] le théoréeme 1 du
paragraphe V.2a a partir des propositions 2 et 6 du paragraphe II1.6b.

On a besoin de deux types d’informations en chacune des places co
et 0 : d’une part des propriétés d’annulation de termes constants de facon
a pouvoir appliquer le théoréme 10 du paragraphe V.2d de [Lafforgue,
1997], et d’autre part des formules pour les intégrales orbitales d’éléments
elliptiques.

En la place oo rien n’est changé et les propriétés voulues des fonctions
sphériques de Drinfeld f(;f/ ont été prouvées dans [Lafforgue, 1997] a
partir des lemmes 8 et 9 du paragraphe IIl.6c. En la place 0 les propriétés
voulues des fonctions fﬁo’mo : GL,(Fy) — Q résultent du corollaire 11.8
étant donnée la maniere dont elles ont été construites au paragraphe I1.2b
ci-dessus a partir de la fonction fy ,, : GLjy, (Fo) — Q.

Dans I’énoncé du théoréme, on n’a besoin de prendre p assez convexe
qu’en fonction de N seulement car toutes les ¥ ® 1 K ® Sho.m, SONL

invariantes des deux cdtés par un sous-groupe ouvert qui ne dépend que de
N et pas de s. |

d) Forme de I’action des fonctions f .

Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard de GL,, on note Np son
radical unipotent et Mp = M} x --- x M}l,lDI = GL, x--- x GL,, son
sous-groupe de Lévi. On désigne par A p(r,) le tore complexe des caracteres
Mp(Fy) — C qui se factorisent a travers deg : Mp(Fy) = M},(Fo) X -0 X
My (Fo) — (deg(0)2)'".

Nous allons démontrer :
Proposition I1.11. — Soient P un sous-groupe parabolique semi-standard

de G =GL, et my = 716 X «-- X 7, une représentation lisse admissible
irréductible unitaire de Mp(Fy) = GL,, (Fp) X - -+ x GL;,,, (Fp).
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Alors Uaction des fonctions f .. (pour s > 1 multiple assez grand de
deg(0)hg) sur les induites normalisées

Indg((g?)) (0 ® o) » 2o € Apry)

est de la forme

Lo
> 8" X (0) Ri (o),
=1

ou les u, sont des opérateurs de rang fini dans Indg((g;’)) (7o), les R, : A pry)

— C sont des fonctions rationnelles, les x, : Apry — C* sont des
fonctions monomiales et les m, sont des entiers > 0.

Démonstration : 1l existe un sous-groupe parabolique semi-standard Q C P
(avecdonc My € Mp) et une représentation lisse admissible supercuspidale
m, de My(Fy) tels que my soit un sous-quotient de I’induite normalisée

Ind?ﬁlfgg)( Fp) (7). Comme la forme donnée dans 1’énoncé de la proposition

est automatiquement préservée par passage a n’importe quel sous-quotient,

. P .
on voit qu’on peut supposer my = JTé X oo X 7T(|) ! supercuspidale.

Afin de calculer Paction des fonctions f, . sur les induites

Indg((g?)) (o ® Ap), on procede comme dans la démonstration du lemme
7.5.7 de [Laumon, 1996, volume IJ.

On note W I’espace de la représentation g et p 1’action sur W qui définit
7o ; pour tout Ag € A pg,, I'espace de la représentation my ® A¢ s’identifie
a W et I’action qui la définit est Agp.

Soit alors V I’espace vectoriel des fonctions localement constantes

v: Ko =GL,.(0p) > W
telles que
v(gonoko) = p(go)(v(ko)), Ygo € Mp(Qy), Yng € Np(Oyp), Yko € K .
dG(Fo)

Pour tout 1y € Apr,), ’espace de la représentation In P(Fo) (7m0 ® Xo)
s’identifie a V et ’action des fonctions f, , ~est donnée par

or (Kos ko [ Gon () (0(4) - k)

ou les wgﬂ . sont les fonctions sur Mp(Fp) définies par
0

¥ 1 (80) = Prery (80) dno - firy o (ko ' gon0kG) ;
oo Np (Fo)
ici, dk{, est la mesure de Haar de volume 1 sur Ky = GL,(Oy), dny est la
mesure de Haar sur Np(Fp) qui attribue le volume 1 a Np(QOy) et ppr)
désigne la racine carrée du caractere modulaire de P(Fj).
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D’apres le lemme I1.9, il existe un entier m( > 1 ne dépendant que de
la multiplicité m( de 0 dans N tel que toutes les fonctions f; - soient
invariantes a gauche et a droite par le sous-groupe de congruence Ko, =
Ker[Ky = GL,(0Op) — GL,(OO/ng)]. Comme KO,m6 est distingué dans
K, toutes les fonctions

Mp(Fp) > go —> ‘/fjio,k(f)(go)

sont invariantes a gauche et a droite par KO,m6 N Mp(Oy).
Or on sait que les pseudo-coefficients des représentations supercuspi-
dales des groupes GL,(Fj) sont a support compact modulo le centre F’.

C’est en particulier le cas pour les facteurs Jré e 7T(|)P| de la représentation
T de MP(F()) = CIL,1 (Fo) X X GLF\P|(F0)‘
Par conséquent, il existe des parties compactes Sy, ... , S|p;de GL,, (Fp),

..., GL, , (Fo), stables a gauche et a droite par GL,, (Oy), ... , GL, ,, (0y),
telles que si 1 5z .. o5, désigne la fonction caractéristique de w5 Sy %
e X wOZS|p| dans GL,, (Fp) x --- x GL,, (Fp), on ait les égalités

(Aop)(wlio,k6) = ()\'Op)(wzo,kéﬂw%&XMX’W%S‘H)

entre opérateurs de I’espace W des représentations o ® Ao, Ao € A pg). On
peut supposer que tous les €léments g1, ... , gpyde S CGL,, (Fp), ... , Sip|
C GL,, (Fp) sont a coefficients entiers et que leurs valuations 0(g)),
..., 0(gp)) (c’est-a-dire les plus petites valuations de leurs coefficients
dans Og) valent 0.

La proposition II.11 résulte du lemme suivant :

Lemme I1.12. — Soient g(l), o ’g|0P| des éléments de S\, ... , S\p et ko, k;
deux éléments de Ky = GL,(Oy).
On considere I’expression

s d d
wko’k(’) (wolg(l)’ ceey wo‘Plg?ﬂ)
comme fonction du multiple s = deg(0)hos’ de deg(0)hy et d’entiers
d],... ,d‘p‘ € 7.
Alors il existe un ensemble fini d’inégalités de la forme

cidi +cada+ -+ cpdip+ s +¢ >0

(ot cy, ca, ..., Cyp|, C, ¢ sont des entiers fixés) telles que dans chacune des
parties du réseau des (dy, ... ,d,p|, s") définies en demandant que chacune
de ces inégalités soit vérifiée ou ne le soit pas, ’expression

3 di ,0 dip| 0
Wzio,kg)(% 81r -0+ @ g|P|)
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s’ecrive J .
4 P gm 1P|
E :Ct |P| lql R q|P|LqL
oulesmy,, ... ,mp., m, sont des entiers fixés et les c,, q1,, ... ,q|p|..» 4.
sont des constantes. J
1Pl 0 .
En particulier, pour que wk X (wo gl, s 8pp #F 0, il faut
0<d SS/,... ,Ofd‘p‘ SS/.

Démonstration du lemme 11.12 : 11 s’agit de comprendre la dépendance des
intégrales

X — d
/ dng - fho,mo(kol(wolg(l)»--- wo‘ 'glopl)noké))
Np (Foy)

ens = deg(0)hos' etdy, ... ,dp.

Il existe un entier m > 1 tel que si g1 € M, (Oy), ... , g p| € M, (Op)
vérifient
— 0 _ 0
81281»---,8\P\=g|p| mOdulowg,
alors g1, ..., gp sontdans Sy, ..., S p et on a toujours

S — d d
/ Fromo (ko (' 81 -, " g1p1)mok) - dno
Np (Fo)

s — d
S CUE TR L R
Np (Fo)

On est ramené a comprendre le comportement des intégrales

s (- d /
/fho,mo(ko H'81. - g1p)n0ky) - dnodg . dgpy

ougi, ..., gp décrivent maintenant des classes de congruence modulo @y .

On a besoin de savoir déterminer les valeurs f;  (g) des fonctions
f,j'o o €1 les éléments g € GL, (Fp) :

Lemme I1.13. — Soir s = deg(0)hos’, 5" > 1, un multiple de deg(0)hg et g
un élément de GL,(Fy) -

() Pour que f , (8) # 0, il faut que g vérifie les conditions suivantes :
e O(det g) = hys/,
e g est a coefficients entiers,
e [’image et le noyau de la réduction modulo wf)/ de g sont libres de
rangs r — hg et hy sur 00/wf)/,
I’image et le noyau de la réduction modulo w de g sont en somme
directe.
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(i1) Si les conditions de (i) sont vérifiées, on a
° wf)/ g~ ! est a coefficients entiers,
e la matrice w, s Arhotl g est a coefficients entiers et 'image de
sa réduction modulo wf)/ est libre de rang hgy sur Oy/wy.
(iii) Si lentier m a été choisi assez grand, si s' > m et si g vérifie les
conditions de (i) et donc aussi de (i1), la valeur f}fo’mo (g) ne dépend

— _
que des réductions modulo @) des matrices g et w,’ - A"""*lg

Démonstration du lemme II.13 : Rappelons comment la fonction f;
a été définie. Il existe une fonction localement constante et invariante par
conjugaison

Jomg = GLy(Op) — Q

telle que, pour tout g € GL,(Fy), on a

Fomo (&) = formy(8")
s’il existe k € GL,(0Oy) vérifiant

(x)  k'gk= (¢, wmhg") avec g €GL,_,(0p),g" € GLy,(0y)

et sinon
Jiomo(8) = 0.

Pour g donné, I’existence d’un k € GL,(Oy) vérifiant (x) est équivalente
aux conditions de (i) et elle implique les conditions de (ii).

Il reste a prouver (iii).

On peut supposer que ’entier m > 1 a été choisi assez grand pour que
la fonction GL;,,(Op) > g&" + fo.m,(g") ne dépende que des classes de
congruence modulo = des éléments g”.

Considérons donc un élément g qui vérifie les conditions de (i) c’est-a-
dire s’écrit g = k(g, wf)/ gk~ Laréduction modulo @}’ de @, S Aot g
se factorise en

Ar—ho+1(00/wg1)r Ar—ho+1(00/w6n)r

| J

det((Oo/y)" /Kerm(g))  ~ det(Im,, (g))

® Kerp, (g) ® (0o /TTg)" /Ty, (g)
(ou Ker,,(g) et Im,,(g) désignent le noyau et 'image de g réduit modulo
=) . . . |
Si on tensorise avec I’inverse de 1’isomorphisme

det ((Oo/wy)’ /Ker,(g)) —> det(Im,,(g))
déduit de g par réduction modulo <y, on obtient un isomorphisme

Ker,, (g) — (Op/=})" /Im,,(g)
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qu’on peut toujours composer avec I’inverse de la projection
Ker, (g) = (0o/=})" —> (0o/=})" /Im,,(g)
pour obtenir un automorphisme

Ker,,(g) —> Ker,(g) .

Celui-ci est conjugué a g” et donc il détermine la valeur f;  (g). |
Suite de la démonstration du lemme I1.12 : Pour alléger, notons désormais

k = | P| et revenons aux intégrales

/ f}fo’ma(kgl (’wglgl, ey ’wgkgk)l’loké) . dnodg1 . dgk .
On voit déja que pour avoir

fo e (ko (g1, -, o i) moky) # 0,
il faut

et
r1d1+---+rkdk—|—(v1+---+vk)=h0s’

ol vy, ..., v, désignent les valuations des déterminants de g1, ... , g (elles
sont fixées car ne dépendent que des classes de congruence modulo wy' de
ceux-ci). Dorénavant, on supposera ces conditions vérifiées.

‘o {14 d d
Récrivons les éléments (w' g, . .. , @, gk)no = g sous la forme :
dy
™, 81 ni2 nik
da
0 ™y &2 I’l2’3
g =
. . Ni—1.k
d
0 cee 0 wokgk

D’apres le lemme I1.13, on est ramené au probleme de calculer en
fonction de s" et d, ds, . .. , di le volume de 'ouvert des gy, ... , gr et n; ;,
0 <i < j <k, qui vérifient les conditions suivantes :

(1) Les g1, ..., gk sont dans des classes de congruence fixées modulo wy .

(2) Tous les n; ; sont a coefficients entiers et ils sont dans des classes de
congruence fixées modulo wy .

(3) Modulo w‘g, la matrice g a un noyau libre de rang A sur O/ w(‘)'.

(4) La matrice w,, s A""M*lg (qui est automatiquement a coefficients
entiers) est dans une classe de congruence fixée modulo wy'.
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Comme la matrice g a une image libre de rang r — k¢ modulo wf)/, on
peut choisir une famille de » — h( vecteurs colonnes de g qui forment une
base de 'image. L’ensemble 8 C {1, 2, ... ,r} de leurs indices peut étre
choisi indépendamment de g car g est dans une classe de congruence fixée
modulo wf (on décide que chaque d; et s" — d; ou bien est fixé a une valeur
< m ou bien est variable > m).

Ces r — hg vecteurs colonnes forment une matrice a r vecteurs lignes

/

dont on note £1, ... , £, les réductions dans (Oo/wf)J”")’_h" et ly, ..., 40,
celles dans (Op/w) .

On note E,_y, E,_5, ..., Ey les sous-modules de (00/w5’+m)r—ho en-
gendrés par €,, (6;, €r—1), ..., (6, brmyy oo, £y) et Er—l, Er—Z, R EO

leurs images dans (Og/ wf{)"”‘). On a

0= EF < Er—] - Er—2 c...c EO = (00/w6,+m)r_h0

et on peut choisir un ensemble d’indices (ici encore indépendant de g)
A C{l,...,r}decardinal r — hy tel que les £,, @ € A, forment une base

de (Oo/my ") "0 = Ey.
Pour tout o, 0 < @ < r — 1, il existe des entiers v, 4, | <d <r —a,
0 < vgq < s + m, tels que pour tout entier v, 0 < v < s' + m, on a
I’équivalence
. —h —h
dim (Eq 0 (8- 00) ") /(Eo 0 (w11 - 00) ) = d

V= Vyq-

Les entiers U, 4 = min{v, 4, s’} sont tels que pour tout entier v < §’, on a
. - —h - —h
dim (£, 0 (@ - 00) ™)/ (Ea 0 (w8 - 00) ™) = d

V> V-

Ceux des entiers v, 4 qui sont < m sont fixés puisque g et donc les
£y, ..., L, sont dans une classe de congruence modulo wy' fixée. On décide
de fixer aussi ceux des entiers s' + m — v, 4 qui sont < m.

Considérons maintenant un vecteur colonne arbitraire cg, 1 < B < r,
dans la matrice g. Soiti, 1 <i < k, I’'unique entier tel que

B =rn+---+ri<pB<r+--+r ::3+-
Ce vecteur doit vérifier les conditions suivantes :

e d’une part, (3) signifie que, modulo wf)/, il est li€ aux r — hq vecteurs
colonnes cg, B € B ;

e d’autre part, si on note (x, ... , x,) ses coordonnées, on a
Xe =0, Ya> BT,

(On oublie provisoirement la condition (4).)
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On considere la matrice formée des r — h( colonnes cg, B’ € B, et
de la colonne cg. La premiere condition se représente en disant que pour
touto, 1 <o <r,a ¢ A, lamatrice carrée M, g d’ordre r — ho + 1 formée
des vecteurs lignes indexés par les o' € # et par « a un déterminant qui
s’annule a I’ordre oy .

Notons £ 4 la matrice carrée formée par les vecteurs lignes £y, o' € A,
et pour tous indices o ¢ 4, @' € 4, notons zgf 4 la matrice déduite de £ 4
en enlevant la ligne d’indice o' et en la remplagant par le vecteur ligne £,.

On obtient les équations

(detZa)xg = Y (detl )xw =0 [w].

o' eA

Il résulte de la définition de 4 que det £ 4 est inversible. Pour tout «, le
vecteur a r — ho coordonnées

det €% ,
det £ 4 o
n’estautre que le vecteur des coordonnées de ¢, danslabasede (O, / wf)/)"h"

constituée des £, o' € A.

Le fait que x, = 0, Vo > BT, signifie exactement que le vecteur des
(C) doi.t étre dans 1’orthogonal du soug—module E g+ de (Op/ wf)/)’_ho.
Autrement dit, le vecteur (x4 )y €St astreint a décrire le sous-espace des
applications linéaires

(0o/y) ™" — 0o/

qui s’annulent sur le sous-module E g+. Quant aux autres coordonnées X,
N z . z N o ~
a ¢ A, elles sont completement déterminées (a I’ordre @y ) par celles-la.

Pour un i donné, 1 < i < k, regardons maintenant simultanément tous
les Btelsquer|+---+riy < B <ri+---+r;cest-a-dire 7 = ri+- - -+r;.
L’ensemble des vecteurs colonnes cg définit une application linéaire

s/\—ho s\ Ti
(Oo/wo) — (OO/Wo)
qui s’annule sur le sous-module E,, ;... Les coordonnées des cg dont
I'indice o vérifier; +---+ri_; <a <rj+---+r;,soita™ =r|+---+r,
définissent une application linéaire

~ r s\ i
Er1+‘~+r,‘71/Er1+m+r,‘ - (OO/WO)

. . AN ) . / d;
ui donc s’identifie a la réduction modulo =, de @, g;.
0 0
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Lalongueurde E, (.., ,/E, 1.1, estégale a

( E l_)r1+~~~+r,-,d) - ( § i]r1+w+r,‘1,a’>

d=ripi+e+rg d<rite+r
et elle majore la longueur de son image qui est
ri(s' —di) — ;.
En faisant la somme sur tous les i, 1 <i < k, on obtient
(r—ho)s" > (ri+---+r)s' — (ridi + - - - +redp) — (V1 + -+ - +vg)

qui se récrit

(rndy + -+ redi) + (Vi + - 4 o) = hos'.
Or au début de la discussion on a imposé

(ridy + -+ rdy) + (g + -+ o) = hes' .

Toutes les inégalités ci-dessus doivent donc étre des égalités et

_ _ N
Eritotriy [ Erptotr; = (00/7/75) [

doit étre un plongement.

Pour tout indice o, ry + --- + 1.1 < o < ry + --- + r;, notons my,
0 < my < m, la longueur du quotient dans (Og/wy)" du sous-module
engendré par les vecteurs lignes de g; d’indices > « par le sous-module
engendré par ceux d’indices > «. C’est un entier fixé. Alors on a pour tout o

( Z Da,d) - ( Z ﬁa—l,d) = (S/ - dl) +my —m.
d<r—a d<r—a+1

Nous décidons maintenant de fixer pour tout o, | < o < r, la filtra-
tion croissante de (00/w{’f)’_h° constituée par les images des (E, N wy -

0y ") /(Ee Nag™ - 057", 0 < v <5
En particulier, les modules E, sont enticrement déterminés modulo g
et il en est de méme de leurs quotients

(Er1+~~-+ri—1/Er1+~~~+r,-) ® (OO/W?;) :

Alors, pour tout 8 ¢ B, I’existence d’un vecteur colonne cg = (x1, ... , X,)
c’est-a-dire d’une application linéaire

J\F—h = 5
(OO/WE)) O/E/g+ —> (Oo/wo)
compatible a la fois avec les conditions de congruence imposées aux

—d;
™ ()Clg—_H, ey Xﬁ+)
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et aux
(xlaXZa o ,Xﬁ)

modulo wy', ne dépend que de toutes les classes de congruence modulo g
que nous avons fixées.
S’il y a compatibilité, le volume de I’ouvert des vecteurs colonnes

cg, BEB,

qui vérifient les conditions (1), (2) et (3) est €gal a une constante multiplica-
tive pres a

V = 1_[ q—lg(E,ng)q—nﬁS’

I<p=r
—Ti Z Dr1+---+ri,d s’
— 1_[ q d=rig)+try . 1_[ q—n/g
I<i<k 1<B=<r

ou lg () désigne la longueur d’un module et, pour tout indice 8,1 < g <r,
ng est le cardinal de I’ensemble

{all<a<phag¢A}l.

Il reste a imposer en plus la condition (4). Connaitre I’homomorphisme

—s — 2 . N A, o/
wy® - AT g modulo @' est équivalent A connaitre modulo wj ™" la
famille des déterminants

detMyp, a g A, B¢ B,

qui s’annulent modulo wf)/.

Pour tout indice Bavec B~ =ri+---+ri  <B<r+---+r=8"
etsicg = (x1,...,x,) estle vecteur colonne associé, on a pour tout indice
o ¢ A

det My p = (detLa)xa — Y (det €l )xa [ ]

o' €A

ou ¢, désigne la matrice carrée formée par les vecteurs lignes €y, &' € A,
et les Eg/ 4 sont déduites de £ 4 en remplacant la ligne £, par £,,.

En les indices a < B7, les det M, g peuvent prendre des valeurs ar-
bitraires dans w‘g . 00/w‘8/+’” - Op = Op/wy et indépendantes des autres
choix. Il en est de méme en les indices o dans 187, 8] sis’ —d; > m.

Se donner la famille des (det M, g)q- g+ modulo w8’+m est équivalent
a se donner une application linéaire sur le module Eg+ N w‘g . 06_h°. Or
celui-ci est completement déterminé puisqu’on a fixé la filtration croissante
de (0o /=) " par les images des (Ey N - Oy ") /(Ey Nwit™ - 057")
et ceux des entiers s’ + m — vy 4 qui sont < m.
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De méme, si 5" —d; < m, il est fixé et la famille des (det My g)y=p-
peut prendre dans (wf)/ . 00/wf)/+m S0P = (OO/Wg)’_‘r des valeurs
indépendantes des autres choix dans un ensemble de possibilités déterminé
seulement par la classe de congruence modulo =y de g; et le module fixé

Eﬂ N w‘g . Og_ho.

En définitive, le volume V' de I’ouvert des vecteurs colonnes cg, S ¢ B,
qui vérifient les conditions (1), (2), (3) et (4) (les autres vecteurs colonnes
cp, B € B, étant donnés) ne differe du volume V de I’ouvert défini par les
seules conditions (1), (2) et (3) que par une constante multiplicative, et la
démonstration du lemme II.12 est ramenée au lemme facile suivant :

Lemme I1.14. —Lesentiersr, hg etm > 1 étant fixés, on considere un entier
variable s' > m ainsi qu’une famille d’entiers variables vy 4, 0 < o < r,
1 <d<r—avérifiant 0 < vy 4 <5 + m.

On considere le volume V de ’ouvert des familles de vecteurs €1, . .. , L,
dans des sous-espaces fixés (définis par I’annulation de certaines coor-

données) de OS_hO tels que, si E,_1, ..., Eqy désignent les sous-modules de
(Oo/wf)urm)’_h‘) engendrés par £,, (£, L,_1), ..., £y, ..., £y), on ait :

e les classes de congruence modulo wy de €y, ... , L, sont fixées,
e pourtout o, | < a <r, et sila valuation 0(£y) de Ly est < s/, la classe
de congruence modulo wy' de w, Wl g est fixée,

e pour tout «, la filtration croissante de (OO/w{'f)"hO définie par les
images des (Eq N @ - OS_hO)/(Ea Ny ™ - Og_h"), 0<v <y, est
fixée,

e pourtouta, 0 <o <r,toutd, 1 <d<r—aettoutv,0 <v<s' +m,
l’inégalité v < v, 4 est vérifiée si et seulement si

dim (E, Ny - 0,7 JEq Ny ™ - 057) > d.
Alors il existe un ensemble fini d’inégalités de la forme
Vo,d — Vo' d’ =>c,

Vad > C, 8 —Vgq>c

(ot les ¢ sont des entiers fixés) tels que dans chacune des parties du réseau
des (5" ; vq.q) définies en demandant que chacune de ces inégalités soient
vérifiées ou ne le soit pas, le volume V s’écrive

- (Zmo(,d.t U(x.d+mt~?/)

Y eg e
L

ou les mqy, 4, et m, sont des entiers fixés et les c, sont des constantes. O
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e) Allure des nombres de Lefschetz

Sont toujours fixés le niveau N — X, le point O de N de multiplicité m et

R ~ . . —r,N . ~ .
un “modele” ¥, autrement dit un point de G , qui n’a pas de pdle mais a
un zéro en 0. Nous pouvons maintenant démontrer :

Théoreme I1.15. — Pour tout polygone de troncature p : [0, r] — R assez
convexe en fonction du niveau N, il existe un ensemble fini de constantes c,,
d’entiers m, > 0, de scalaires )\, et de représentations automorphes cuspi-
dales * de rangs r, < r non ramifiées sur X — N telles qu’on ait la formule
suivante : _

Pour tout point géométrique o0 € (X — N)(F,) au-dessus d’une place
00 € |X — N| et pour tout multiple assez grand s = deg(oco)s’ de deg(oo)
et deg(0)h, le nombre de Lefschetz

r,p=<p s
Lef I Jg&(Frob )

est égal a

/

Y e k() ez () ).
L

Démonstration : Elle est semblable a celle du théoreme 1.13.
On part de 1’énoncé du théoreme I1.10.
Puis on écrit la moyenne de la suite périodique

Zon Tl (£ @1 K=o @ Fiomo)

sous forme spectrale, en appliquant la formule des traces d’ Arthur-Selberg
(théoréme 12’ du paragraphe VI.2f de [Lafforgue, 1997]).

Dans I’expression spectrale obtenue, la dépendance des termes de traces
en la place oo et s' est donnée par la proposition 1.4 et le corollaire 1.8,
exactement comme pour le théoreme 1.9.

D’autre part, ladépendance en s ala place O est précisée par la proposition
I.11 ci-dessus.

Il reste a déplacer les contours d’intégration et a calculer les résidus qui
apparaissent, ce qui se fait grace au lemme I.11. m|
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Chapitre I1T

Compactifications des champs de chtoucas

Dans I’article [Lafforgue, 1998], on a construit des compactifications des
champs de chtoucas de rang r sans structures de niveau qui généralisent
celles de Drinfeld en rang r = 2. Ce sont les champs de chtoucas itérés

Cht"*P=P Tls sont propres et lisses sur X x X et leurs bords sont des diviseurs
a croisements normaux relatifs dont les strates classifient des familles de
chtoucas de rangs strictement plus petits que . Cette derniere propriété est
essentielle dans la démonstration par récurrence de la correspondance de
Langlands que nous allons exposer.

Pour N = Spec Oy un niveau, c’est-a-dire un sous-schéma fermé fini

de la courbe X, on peut définir des compactifications Cht?{,d’ﬁsp des champs

r.d,p< . ..
Chty""=" de chtoucas avec structures de niveau N par normalisation au-

dessus de Cht"P=P xy x (X — N) x (X — N). Elles apparaissent aussi
comme produits fibrés dans des carrés cartésiens

Cht" =P Cy

|

R ‘®oy ON
Cht"*P=F x y.x (X = N) x (X — N)

@r,N

ol - ®e, Oy désigne le morphisme lisse de “restriction” des chtoucas itérés
de X a N et Cj, est le prolongement par normalisation au-dessus de C"V du
revétement de Lang.

Chaque Cht?\’,d’ﬁfp est lisse sur Cp x (X — N) x (X — N) mais C}, n’est
pas lisse. On exhibe toutefois un ouvert naturel €V dans €V tel que les

ouverts images réciproques €}/ dans €}, et Cht;*”<” dans Cht}"”=" sont
lisses. Ces derniers sont trés importants et on vérifiera au chapitre V qu’ils
sont stabilisés par les correspondances de Hecke.

Dans le dernier paragraphe et bien qu’en définitive cela ne soit pas
nécessaire pour la suite, on construit des résolutions des singularités ézrv
des champs €}, dans le cas de niveaux N sans multiplicités. Par un simple

changement de base, cela induit des résolutions des singularités Cht;\}d’ﬁfp
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des Cht?’vd’ﬁsp qui donc sont propres et lisses sur (X — N) x (X — N) et
dont les bords sont des diviseurs a croisements normaux relatifs.

1) Les compactifications sans niveau

On rappelle dans ce paragraphe le procédé de construction et les principales
propriétés des compactifications Cht**”=P des champs de chtoucas sans
structures de niveau, tels qu’exposés dans I’article [Lafforgue, 1998]. On
part du schéma des “homomorphismes complets” vu comme prolongement
du schéma en groupes GL,.

a) Le schéma des homomorphismes complets

Pour r > 2 un entier, on considere la suite exacte de tores
2 r+1 r—1
1-G, -G, =G, —1

oﬁGi — G’m+1 est (Ao, Ap) — (ko)\‘i)ofl-fr etG;j] — G;fl est (A;)o<i<n F>
(Ai—1A; *his1)1<i<r- Elle permet d’identifier le quotient G/*' /G2 au tore
AL = GI~! de la variété torique A" = A",

Dans 4"! = A™!, les orbites de ,A)gl sont naturellement indexées par les
partitions r = (r1, ... , 1), r1 +---+ry = r,de I'entier r. Ce sont les sous-
schémas localement fermés 4! constitués des points dont les coordonnées
d’indices r; +---+r., 1 < e < k, sont nulles et les autres sont inversibles ;
chacune contient un unique point «, dont toutes les coordonnées valent 0
ou 1.

On note encore G- /G,, le quotient de G par G,, plongé diagonale-
ment ; il agit sur 4" via son quotient G/ /G2, = A/

Proposition III.1. — Pour tout entier r > 2, notons Q"' I’adhérence
schématique dans [] (End(A*A”") — {0}) de GL, x an_l plongé par

1<s<r

(U, €)1<t<r) — ((]_[ Efs_t)) - AF u) . Le schéma Q! vérifie les pro-

t<s 1<s<r
priétés suivantes :

(i) Q"' est muni de deux actions a gauche et a droite de GL, et d’une
action du tore G/ /G, qui commutent entre elles.

(i) Q"' est muni d’'un morphisme équivariant (relativement & ces actions
et a I’action triviale de GL, sur A™")

Qr,l N Ar,l

qui est lisse de dimension relative r>.

(iii) Lafibre Gr;;1 de Q"' au-dessus du point unité oy du tore A;’l s identifie
a GL,.
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Et plus généralement, sir = (ry,... ,rx), ri1 + -+ + r, = r, est une
partition de U'entier r, la fibre Gr:’1 de Q"' au-dessus du point marqué ar
de I’orbite A! classifie naturellement les familles constituées de

e une filtration décroissante A" = Fy D F| 2 --- 2 F; = 0 de I'espace
vectoriel A" de dimension r dont les sous-quotients sont de dimensions

r17r2,"' 9rk,'

e une filtration croissante 0 = Foy & Fy & --- G Fp, = A" de A" dont les
sous-quotients sont de dimensions ry, ry, ... , It

e des isomorphismes F,_1/F, —> F,/F,_;,1 <e <k m|

. . . .=l
Laction du tore G/ /G, sur Q"' est libre. Le schéma quotient Q
est muni de deux actions a droite et a gauche de PGL, et d’un morphisme

lisse de dimension r*> — 1 sur le “champ torique” A™!/ Agl quotient de la
variété torique A”™! = A"! par son tore A;’l = G/7'. L'ouvert dense de
o image réciproque du point ouvert dense .Agl / Ag’] s’identifie a PGL,
et on montre que o est projectif. C’est la compactification de De Concini
et Procesi de PGL, = (PGL, x PGL,)/ PGL,.

Scindons la suite exacte de tores 1 — G2/G,, — G-*'/G, —
GH/G2, — 1 au moyen de GIf' — G2 : (AM)o<icr = (R0, Aikg ).
Cela définit une section A};' = G = G/ /G2 — G''/G,, et donc une
action de ,A)gl sur Q"1 qui est libre et reléve celle sur ,A)gl. Le schéma quo-
tient Q" = Q"!/ A;,’l est muni de deux actions a droite et a gauche de GL,
et d’un morphisme lisse de dimension 2 sur le champ torique A"!/ A;’l et

il contient GL, comme ouvert dense. C’est ce qu’on appelle le schéma des
homomorphismes complets.

b) Le champ des chtoucas itérés

Le schéma Q" des homomorphismes complets de rang r est muni de deux
actions a droite et a gauche de GL, commutant entre elles. Cela permet
de parler aussi d’homomorphismes complets entre deux fibrés localement
libres de rang r sur un schéma. Comme ces deux actions de GL, respectent
le morphisme Q" — A"/ A;’], tout homomorphisme complet entre fibrés

de rang r sur un schéma induit un point du champ torique A"!/ Agl =
AY/G = (AY/G,,) ! a valeurs dans ce schéma.
On peut rappeler que le champ quotient A' /G, est le classifiant des fibrés
inversibles munis d’une section globale (pas nécessairement inversible).
Un homomorphisme complet entre deux fibrés & et ¥ localement libres
de rang r au-dessus de la donnée de r — 1 fibrés inversibles &£, ... , £,_;
munis de sections globales ¢, ..., £,_; consiste en une famille d’homo-
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morphismes partout non nuls
us - A“8®®£?(S_Z) — ANF,1<s<r,
1<s

qui vérifient en particulier les relations

Auy = (HZ;S_Z))L{S, I1<s<r.

1<s
On notera & = ¥ les homomorphismes complets entre & et ¥ .

A partir de maintenant, on se réfere a nouveau a la courbe X projective,
lisse et géométriquement connexe sur le corps de base fini a g €léments F,.
Un chtouca itéré de rang r sur un schéma S (sur ;) consiste en

un fibré & localement libre de rang r sur X x S,
e une modification (a droite) de & c’est-a-dire un diagramme

et g Lgr

ou &', & sont deux autres fibrés de rang r sur X x S et j, ¢ sont des
homomorphismes injectifs dont les conoyaux sont supportés par les
graphes de deux morphismes “pole” et “zéro” co,0 : S — X et sont
inversibles sur Og,

e des fibrés inversibles L, ..., L£,_; sur S munis de sections globales
T

e un homomorphisme complet

'€ = (Idx x Frobg)*é = &”

dont I'image dans (A"!/ Agl)(X x §) provient via la projection X x §
— S du point (L', 171, ... (L], £17) de (A1/G,)1(S) =
(A" AG(S).

Dans la définition, on impose a ces données un certain nombre de con-
ditions ouvertes (voir la définition 3 et le lemme 6 du paragraphe 1 de
[Lafforgue, 1998]) que nous ne recopions pas ici.

On note Cht" le champ classifiant les chtoucas itérés de rang r. 1l est
algébrique au sens d’Artin et localement de type fini. Ses groupes d’auto-
morphismes en tous points sont finis mais attention ! certains ont une partie
ramifiée si bien que Cht” n’est pas algébrique au sens de Deligne-Mumford
(contrairement a ce qui est dit dans I’introduction de [Lafforgue, 1998]).

A tout chtouca itéré (8; 8 < & <= &"; Ly, ..., Lo 1: Ly, ... L 1;
& = &”), on peut associer d’une part le pole et le zéro de la modification
& — & <« §” et d’autre part la famille des fibrés inversibles munis de
sections (L, £1), ..., (L1, £,_1). Cela définit deux morphismes
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(00,0):Cht" - X x X
et Cht” — A"/ AL

L’image réciproque du point ouvert dense A;’l / Agl de A"/ A;’l estle
champ Cht” des chtoucas de rang r.

Le champ Cht" n’est pas séparé. Cela rend possible I’énoncé suivant qui
est le résultat principal de I’article [Lafforgue, 1998] :

Théoreme I11.2. — Pour tout entier d € 7. et tout polygone de troncature
p : [0, r] — R, assez convexe (en fonction de la courbe X), il existe dans
le champ Cht” des chtoucas itérés de rang r un ouvert Cht"*P=P te] que

() le morphisme Cht"4P=P — X x X est propre (en particulier séparé et
de type fini),

(ii) le morphisme Cht"¢P=<P — X x X x A"!/ AQ est lisse de dimension
relative 2r — 2,

(iii) lintersection Cht"¢P=P N\ Cht" est le champ Cht"*P=P des chtoucas de
rang r, de degré d et dont le polygone canonique p est majoré par p.

O

Le champ Cht" est muni d’une action par produit tensoriel du groupe

de Picard de X identifié & F*\A*/O} qui stabilise les ouverts Cht"?=" =

deZ
Pour a € A* un idele de degré non nul, on dispose donc de

Cht"P<r/a®= []  Cht*P=r
I=d=r|deg(a)|

qui est une compactification de Cht"?=? /a” lisse sur X x X x A"!/ AE,’I.

c) Description des strates de bord

Pour d € Z un degré et p : [0, r] — R, un polygone de troncature (assez
convexe en fonction de X), nous rappelons comment décrire les strates de

bord de la compactification Cht"*?=P de Cht"*%P=P.
Dans la variété torique 4! = A"!, les orbites du tore 4/' = G’,! sont
indexées par les partitions r=(ry,...,ry) del’entier r et sont notées A”l ;

I’adhérence A, de chaque 4! est la réunion disjointe des ,A) quand r’
décrit I’ensemble des partitions de r qui raffinent r.

Comme Cht"4P=P est lisse sur X x X x A"/ ,A)@ , 0N voit que pour toute
partition r = (ry, ... , ;) de r, I'image réciproque Cht”“?=7 de A" I/Agl
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dans Cht""®P=P est lisse sur X x X de dimension 2r — k — 1 : il en est de

. [ A PP . - T, 4l
méme de son adhérence Cht/"P=? qui est I'image réciproque de A, ' /A;;

. L. ... B d,p<
et aussi la réunion disjointe des Cht,“"="

partitions de r qui raffinent r. )

quand " décrit I’ensemble des

Modifiant 1égerement les notations de [Lafforgue, 1998], on désigne par
Cht" le produit fibré

Cht" = Cht"" xx"?Cht x - - - xx "*Cht ;

il classifie les familles constituées d’un chtouca a droite de rang r| et de

k — 1 chtoucas a gauche de rangs r,, ... , 1y tels que le zéro de chacun se
confonde avec le pdle du suivant.
Onnote encore r~ = {0, 71, ... ,ri +---+r_1}etrt = {r,r +r,

., 7+ -+ =r}. Tout élément s de r~ a un successeur sT € rT et
tout élément s de r™ a un prédécesseur s~ € r™.
On désigne par Cht" le champ qui a tout schéma § sur I, associe le
groupoide des familles ((éN})‘geﬁ, (Ls)ser—nr+) OU

° 5,1 = (&, — 8;1 <= TE,) est un chtouca a droite de rang ry,

e pour s > ry, & = (& <= & — 7&) est un chtouca a gauche de rang
s—5,

e les L, sont des fibrés inversibles sur S munis d’isomorphismes sur X x §

(6./7€,) @7 Ly, sis=ry,

T8+ /8 =
A {(ss/s;) QL sis>r.

Si BG,, désigne le champ classifiant du tore G,,, le champ Cht" s’inscrit
dans un carré cartésien

Cht- —— Cht&

O
k—1 _Frob k—1
BG, = ——BG),
ou la fleche verticale de droite associe a toute famille de chtoucas (’és)se£+
comme ci-dessus la famille de fibrés inversibles sur S

(6,:18) @ (€, ,)"
(Tgs+/8;+) ® (8;/6’2,)_1 L, SETT, s>,
Frob

Le morphisme Cht" — Cht’, qui se déduit de BGK™! —— BGt~! par

changement de base, est un morphisme de gerbe dont le groupe de structure

est le noyau G*~1[] de G+~ Lo G*~! lequel est fini et radiciel.

D’apres les propositions 7 et 9 du paragraphe 1 de [Lafforgue, 1998],
ona:
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Proposition I11.3. — Etant donnés d un entier et p : [0,r] — R, un
polygone assez convexe (en fonction de X), associons a tout entier v/,
0 < v’ <r, unique entier d(r') tel que

dW)—%demvﬁ—vaﬂ.

Alors, pour toute partition r = (ry, ... , ) de r, la strate Cht:"”ﬁfp
s’ écrit naturellement comme une gerbe dont le groupe de structure est plat,

. .. , ~.r.d,p< - L. ,
fini et radiciel sur 'ouvert Cht" P=P de Cht" image réciproque de I’ouvert

Cht>4P=P de Cht" classifiant les familles de chtoucas &, ... , & de rangs
r1, 72, ... , ¥y qui vérifient :
e Le chtouca a droite & = (8 <> & < &) est de degré d; =

d(ry) et ses sous-objets (F — F' <= *F) sont de degrés deg(F) <
pag¥F) + %d ; autrement dit, son polygone canonique est majoré par
e pi() =d(r) — £d(r), 0 < 1 < ri.

e Pour 1 < e < k, le chtouca a gauche ge = (8 <« & — '8,
est de degré d(ry + --- +r,) —d(ri + --- 4+ r._1) et ses sous-objets
(F — F' <= "F) sontde degrés deg(F) < p(r1+---+re_1+rgF)+
e PP g — d(ry + - - -+ Te—1) — | quand deg(F) = deg(F") et de
degrés deg(F) < p(ri + -+ + re_y +r1g¥F) + LI g d(ry +
<o+ r.1) quand deg(F) = deg(F') + 1. Autrement dit, le chtouca a
droite associé (§, — T8, <= "E)) est de degré d, = d(ry + --- +r,)
—d(ry + -+ +r.1) — 1 et son polygone canonique est majoré par
e pe(r) =diry+ -+ 1o +1) —dry + -+ 1) — 1 =
;—e(d(rl—I—---+re)—d(r1—|—---+re_1)—1),1§r/§re. [m|

Pour tout entier ' > 1, le morphisme
"Cht — Cht” : (6 <= &' <> "8) > (§' — "€ <« 7¢))

est représentable, fini, surjectif et radiciel et il s’inscrit dans un carré com-
mutatif : / )
"Cht —— Cht'

(OO,O)l J/(OOﬁ)

Idy x Froby

XxX — X x X
On obtient donc :
Corollaire IIL.4. — Dans la situation et avec les notations de la proposition
I11.3, on a pour toute partition non triviale r = (ry, ... , ry) de l’entier r un
morphisme naturel

Cht;’d’pﬁp —s Cht't-91:P=p1 X x Cht'242:P=p2 X X.Frob * * * X X.Frob Cht'*-dk-P=Px
au-dessus de I’endomorphisme Idx x Froby de X x X ; c’est le composé

d’un morphisme de gerbe dont le groupe de structure est plat, fini et radiciel
et d’un morphisme représentable, fini, surjectif et radiciel. m|
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2) Le morphisme de restriction associé a un niveau

A partir de maintenant, on fixe un niveau c’est-a-dire un sous-schéma fermé
fini N = Spec Oy de la courbe X.

a) Définition et propriétés

.. =N . N L .
Soit € le champ qui associe a tout schéma S (sur [F,) le groupoide des
familles constituées de

e trois O yxs-Modules &, ' et F” localement libres de rang r sur N x S,

e deux homomorphismes de Oy.s-Modules F LgeFr LoF

dont les conoyaux admettent localement sur S un générateur comme
Os-Modules,

e des fibrés inversibles L, ..., L£,_; sur S munis de sections globales
iy by,

e un homomorphisme complet

'F = (Idy x Frobg)*F — F”

dont I'image dans (A"!/ AE,’I)(X x §) provient via la projection N x §
— S du point (L', 171, ... (LIZ], £17) de (A1/G,)1(S) =
(A AG(S).

—r.N _y r s .
Le champ C" est algébrique au sens d’Artin. Il est muni d’un mor-
phisme sur A"! /Agl qui est lisse puisque le schéma 2" des homomor-

phismes complets est lisse sur A™!/ A;,’l = A""!'/G’~'. On peut remarquer
que I’'image réciproque par ce morphisme de structure du point ouvert dense

,A)g’l / A;’l n’est autre que le champ E;’N introduit dans le paragraphe la du
chapitre II.

Les foncteurs
(E—> 8«8, 6=8&")—
(& ®ox On = €' Qo Oy < " Qo Oy, "€ ®oy Oy = & ®0, O)
induisent des morphismes

Cht — "

Che#P=r — ©""

qui commutent avec les morphismes de structure sur A"!'/ .Ag’l. On les
appellera morphismes de restriction des chtoucas itérés a N.
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En associant a tout point (¥ SNy i FleLy, . oo, Lo_ii by, ...,
;' F = F) les déterminants de j et ¢, on définit un morphisme

—r,N

¢ - (AV/cN)’

ot AN et GV désignent les schémas déduits de A! et G,, par restriction des
scalaires a la Weil de Oy a F,.

Par ailleurs, on rappelle que N plongé diagonalement dans X x N et vu
comme diviseur de Cartier définit un morphisme

N ;N
X = AY/G,,
qui est lisse de dimension relative 1.
11 est clair que les carrés

= ‘®oyOn —r,N
Cht"*7=r —— ¢

ol l
XxX —— (AV/GY)

sont commutatifs.
Nous allons prouver :

Proposition IIL.5. — Si le polygone de troncature p est assez convexe en
fonction (de X et ') de N, le morphisme

—r,N

Cht"4P=r > @ 2 (X x X)

X
(av/c))
est lisse de dimension relative 2r — 2.

Démonstration : Nous savons déja d’apres le lemme II.1 que pour tout
entier ' < r les morphismes de restriction a N

(av/cY)

X xX
(a¥/c) )2 (X x X)
sont lisses de dimension relative 2r’ — 2.

En utilisant la proposition III.3, nous allons voir au paragraphe suivant
que cela implique le résultat annoncé. m|

Cht" —> @g'N X 2 (X x X)

"Cht —> ’/@é}v X

b) Vérification de ce que le morphisme de restriction est lisse

Démontrons la proposition IIL.5.
] —=r.N .
Les champs Cht"*P=? et @"" sont lisses sur A"/ A;’l et X x X est

. —r.N —r.N
lisse sur (AY/GY)2. En notant @i les fibres de € au-dessus des strates
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AP/ Aj;' de A /AL il suffit donc de prouver que pour toute partition
de I’entier r, le morphisme

r,N

r.d,p<p I
ChtL — @L X(M/G{X)Z (X x X)
est lisse de dimension relative 2r — 2.
Fixons une telle partition r = (ry, ... ,r;) et considérons les points
(F > F <« F" Ly, Lo by, 7 F = F) du champ

=N £
C, " a valeurs dans les schémas S sur F,. Pour tout s ¢ r*, on peut

r
identifier .£; muni de la section inversible ¢; au fibré canonique @5 muni

de la section 1. Et I’homomorphisme complet *¥ — F consiste en la
donnée de
e une filtration croissante 0 = ;' & --- ¢ F" ¢ --- G F = F" de TF "

par des Oyxs-Modules F.” localement hbres derangs s, s € r~ Ur™
tels que les quotients ¥/ }V " soient aussi localement libres,

e une filtration décroissante °F = Fo 2 - 2 F, 2 --- 2 F, =0de
tF par des Oy S—Modules localement libres, s € r~ Ur™, tels que
les quotients F / F , soient localement libres de rangs s,

e une famille d’isomorphismes

FF.® (®£>—>5~“/f ®(®£) sert

TEF ter
1<s t<s

On note @’ N'le sous-champ ouvert de @ qui est défini par les trois
conditions suivantes :

(i) Chaque ¥ = ¥, s € r~, est plongé dans ¥’ via F” — F' et les
quotients '/ ¥, sont localement libres de rangs r — s.

(i) Notant aussi F, " = = F’/, chaque ¥/, s € r*, s’envoie surjectivement
sur Coker(¥ — ¥) si bien que les images rec1pr0ques Fs des F/
via F — F' (et aussi Fy = 0) sont localement libres ainsi que les
quotients ¥/ F;.

(iii) Pour tout s € f’, on a

?s* +T}VS ='F

et'F/ (F,+7F,) admet un générateur comme (9 g-Module localement
sur S.

Ces conditions ouvertes sont le reflet dans N de celles introduites dans
le lemme 6 du paragraphe 1c de [Lafforgue, 1998] pour définir les chtoucas
itérés. Cela signifie que le morphisme de restriction a N

= —r,N
Cht,*?P=’ — €

r

se factorise a travers 1’ouvert C*V.
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Continuons notre description des points de ér’N .

On note A, = ¥, et A, = F' = F. Ils sont munis des homomor-
phismes Ay — ,A/rl et TA” N ?/?rl S g — A/
Et pour s € K+, s > = 0+’ on note A s/:Fr _ 3:;//?;/_

et A, = FoN'F = Ker[F,- ®F, — r57]. Ce sont des Opyxs-
Modules localement libres de rangs s — s~ et ils sont munis d’homomor-
phismes A, = Fo- NTF, —> "F)°F = ", et AL ® (®£>

rer
t<s

F T (®£) S FEL® (®£)—>.A ®(®£>

TEF ter ter
1<s t<s 1<s

De plus, pour s € r~ Nr™, on a des isomorphismes canoniques

det(?,EB tF— ’57)

—det((f O F)D(FsN "For) > (Fy® "Fy))
“’det( For = "F)TF )
—det( — A +)
et

det (F, @ "Fy—> °F)
Zdet((Fs@ "F,) @ (Fs-NF,) > (Fe-® °Fy))
Zdet (F,- N "Fy—> Fy /Fy)

det (T,A),l — A ) sis=ry,
1—1

~ ) det AL — A ® X L sis > 7

Si on pose By = A; ® <® cCt) et B, = A, ® T<® cCt) pour tout

ter t€[+
1<s t<s

s € r*, on définit alors un morphisme de C”-" vers le champ algébrique
—r,N —r,N —N —N . , .
C7 =Cy  xuvey PCy X -+ xun gy *Cy qui a tout schéma S associe
le group01de des familles ainsi constituées :

e des Oyxs-Modules B, et B/, s € r*, localement libres de rangs s — s,
e des homomorphismes B, — B/, "B, — B, et B; - By,

r’

B, — "B, pour s > r; = 0, dont les conoyaux admettent un
générateur comme (9s-Modules localement sur S, et tels que pour tout
s € r~Nr* le déterminant de B/, — B+ est muni d’un isomorphisme

avec celui de B, — B, sis > r1 [resp. de *8B,, — B, sis =r].



70 L. Lafforgue

On a un carré commutatif

~

Cht/*P=P —— eIV x
r L (AN/GN

m

l l

- —r,N
Cht"4P=F —— € x

)2 (X x X)

(AN/G{X)Z (X x X)

ot on rappelle que Cht>%P=P est un ouvert de Cht" = Cht"! x y"2Cht xx - - -
—r.N —r1.N —N
XerChtetque @L X(AN/G%)Z (XXX) = XXAN/G% @;1 XAN/G% rze@ X
—N .
oo X e Cy X v gy X. Dapres le lemme I1.1, la seconde fleche hori-

zontale Cht247=P s @"" x v gy (X x X) est lisse de dimension relative
Cri—=-2)4+---+Cr—2)+ k-1 =2r—k—1.
D’autre part, on a le lemme suivant :

Lemme II1.6. — Le groupe G des automorphismes d’un point géométrique
F=F = F <« F'; (Lysernr, F = F")de G£’N au-dessus de

. =N . . ,
son image dans C~' s’inscrit dans une suite exacte naturelle
k—1 /
1= G, [t]xUlt] > G- G =1

ot GK-[t] et U[t] désignent les noyaux de Frob dans GX~! et le groupe
unipotent U associé a F muni de la filtration (F;) et ou G’ est composé de
k — 1 facteurs égaux a G,, ou A'.

Démonstration : Le groupe G est le groupe des automorphismes de F qui
induisent I’identité du point image dans C"". Celui-ci consiste en des B;

et B/, s € rt, reliés par différents homomorphismes. De plus, le point F
définit des isomorphismes entre les déterminants

det (B! “8,.) = det ("B, @ L, = B], @ Ly,) sis=rp,
€ — 5 =
st + det (B, ® "Ly — B, ® 'Ly) Sis> 7

indexés par I’ensemble {s € r~ N r*} de cardinal k — 1. Notons [ [resp. J]
le sous-ensemble des s tels que les deux déterminants ci-dessus soient nuls
[resp. non nuls].

Le facteur Gﬁjl [tr] est le groupe des automorphismes des Ly,
s € r~ N rt, qui induisent I’identité sur les *.L;.

Le quotient de G par Gﬁjl[t] x U[t] contient un facteur G,, indexé
par chaque élément s € I (c’est le groupe des automorphismes de *L; qui
respectent I’isomorphisme entre déterminants nuls ci-dessus). Et il contient
comme unique autre facteur le groupe Aut(* ) des automorphismes de * ¥
qui respectent les deux filtrations (* ;) et (F ,) etinduisent ’identité sur les
F ) Fe, Fy |F et F- NTF, puisque ceux-ci peuvent &tre reconstitués
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par la donnée des B;, B; et L,. On est ramené a montrer que Aut(*F) est
composé de | J| facteurs égaux a A'.

Pour tout s € I, *F se décompose en somme directe *F = *F; § F,
si bien qu’il suffit de traiter le cas ot I = @ et J = r~ N r*. Considérant
r~ =r;+ -+ et Aut(* £,-) le groupe associé a * F,- muni des deux
filtrations par les "% et les *¥,- N F. s < r, (avec la remarque que
F T F-NF ETF )/ F et F-NF ) F-NF, = F/F)onaun
homomorphisme surjectif de restriction de *F a * F,-

Aut("F) — Aut("F-) .
Son noyau est constitué¢ des éléments de la forme
Id+u,

ou u est un endomorphisme de * ¥ vérifiant

uF-)=0 et u(F,)=0,
u(*F) c'F-,
u(F)C F,- (puisque *F ="F- 4+ F(-)-) .

Comme *F /(" F- + F,)et F- NF, sontdedimension 1, ce noyau est
isomorphe a A'. On conclut par récurrence sur le nombre k — 1 d’éléments
der—nNrt. O

On peut maintenant donner :

Fin de la démonstration de la proposition IIL.5 : Comme Cht"P=P et

ér’*N X@angyy (X x X) sont lisses, il suffit de prouver que les fibres
géométriques non vides de

Cht#7=P — GIN x 2 (X x X)

(av/c))
sont lisses de dimension 2r — 2. On sait déja qu’elles sont de dimension
> 2r — 2 car celles dans la strate générique indexée par la partition triviale
@ sont lisses de dimension 2r — 2. B

Le morphisme Cht%P<F — Cht~%P=P est le composé d’un morphisme

LN BGK ! et d’un
autre morphisme de gerbe dont le groupe de structure U[t] est plat, fini
et radiciel. En un point & = (& — & <= &" ; (Ly)sernr+, '€ = &)
de Chtj"”ﬁf‘” , U[7] est le noyau de Frob dans le groupe unipotent U des
autom6rphismes de & muni de sa filtration canonique (&;)ge,—ny+-

Il résulte des conditions de troncature qui définissent le champ Cht:"”ﬁfp

a partir du polygone p (voir la proposition 9 et le lemme 10 de [Lafforgue,
1998] paragraphe 1d) que si p est assez convexe, les & figurent dans la

de gerbe déduit par changement de base de BGX™!
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filtration canonique de Harder-Narasimhan de & et que les ruptures de pentes
w (&) — ut(&/8;) de son polygone canonique en les entiers s € r~ Nr™*
sont arbitrairement grandes. On en déduit que si le polygone p est assez
convexe en fonction de (X et) N, ’homomorphisme de restriction de X a N

u—Uu

est surjectif et il en est de méme de U[r] — Ul[z].
Comme les fibres géométriques de

Cheed7=r — @ x XX X0

(a¥ /Gy
sont lisses de dimension 2r —k— 1 = (2r —2) — (k— 1) et d’apres le lemme
I11.6, les fibres géométriques de

Chtzd’ﬁf” — E’,’ZN X 2 (X x X)

(sv/55)

sont des fermés dans des champs lisses de dimension (2r —2) — (k — 1) +
(k — 1) = (2r — 2). Sachant que leur dimension est > 2r — 2, on conclut
que ce sont des réunions de composantes connexes, lisses de dimension
2r — 2. |

3) Compactifications avec niveau

Dans ce paragraphe, on met des structures de niveau N = Spec Oy sur les
chtoucas itérés au moyen de carrés cartésiens dont la base est le morphisme
de restriction au niveau N.

a) Structures de niveau définies par normalisation

. . ~rN |, —=rN
Il existe un unique sous-champ ouvert € de C"" dont la trace dans
—r,N . < =rN
chaque strate G, soit égale a C," .

Pour d un degré et p : [0,7] — R, un polygone de troncature, le
morphisme de restriction a N

Cht"*P=/ — €
se factorise a travers cet ouvert éN’N .

On notera C"" TI’ouvert de C"" constitué des éléments qui n’ont ni
pdle ni zéro dans N c’est-a-dire 1’'image réciproque du point générique
(GN/GN)> de (AV/GN)2. Son image réciproque dans Cht"%P=P et
Cht"*P=P xy.x (X — N) x (X — N) et d’aprés la proposition IIL5, le
morphisme

r,N

Cht"P=P x vy v (X = N) x (X = N) = C"Y x (X = N) x (X — N)

est lisse de dimension relative 2r — 2 si p est assez convexe en fonction de
(X et) N.
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Le champ C"" est muni d’un morphisme lisse sur le champ torique
A" A "= (A!/G,,)""'. Limage réciproque du point générique A, ly Ay !
est la strate ouverte dense Gg’N de @™V qui associe a tout schéma S (sur Fy)

le groupoide des O y«s-Modules ¥ localement libres de rang » munis d’un
isomorphisme

"F = (Idy x Frobs)*F — F.
1l s’identifie au champ GLY /7/GLY quotient de GLY (le groupe déduit de
GL, par restriction des scalaires a la Weil de Oy a IF,;) par I’action a droite
de GLfV par conjugaison tordue

(u,g) > ut=1(g) 'ouog.

En associant a tout schéma S le fibré trivial O}, ¢ on définit un point
SpecF, — @;’N et d’apres le théoreme 2(ii) du paragraphe 1.3 de [Laf-
forgue, 1997], @;’N est aussi le classifiant BGL,(Oy) = SpecF,/ GL,(Oy)
du groupe fini GLY (F,) = GL,(Oy).

On peut reformuler la définition 1.2 en disant que le revétement Cht), de

Cht” X xxx (X — N) x (X — N) est défini comme produit fibré dans le carré
cartésien

Cht), —— Gy, = SpecF, = GL) /GLY

! |

¢, = SpecF,/GL,(Oy)

Cht" Xxyxx(X —N)x (X —-—N) ——

ot GLY /GLY — GLY /7/GLY est le quotient par GLY de I’isogénie de
Lang
GLﬁV — GLiV g 1(g) log.
Ceci amene a définir des structures de niveau N sur les chtoucas itérés
en prolongeant I’isogénie de Lang au-dessus de C"V :
Proposition IIL.7. — Soit ¢ — C"N un champ algébrique représentable
quasi-projectif sur "V dont la restriction au-dessus de I’ouvert dense @;’N

s’identifie au revétement de Lang Cy , — @;’N .

Alors pour tout degré d et tout polygone de troncature p assez convexe
en fonction de (X et) N, le champ algébrique X défini comme produit fibré
dans le carré cartésien

X — C

l l

Cht"*P=P xy.x (X — N) x (X = N) —— ¢~V

vérifie les propriétés suivantes :
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() 1l est représentable quasi-projectif sur Cht"*P=<F xy.x (X — N) x
(X —N) et sa restriction au-dessus de I’ouvert Cht"“P=P x y. v (X —N)
x (X — N) s’identifie au revétement étale galoisien Cht;(,d’p =P Si
C — C"N est projectif [resp. finil, il est projectif [resp. fini] sur
Cht"“P=P x v, x(X—N)x (X—N) et donc propre sur (X—N)x (X—N).
(i1) 1l est lisse sur C x (X — N) x (X — N). Si C est lui-méme lisse sur
le champ torique A [ Ay quotient d’une variété torique lisse A par son
tore Ay (de telle fagon que Cy ; soit I'image réciproque de Ay / Ay), il
est lisse sur A/Ay x (X — N) x (X — N) ; autrement dit, il est lisse
sur (X — N) x (X — N) et son bord X — Chtg\’,d’pfp est un diviseur a
croisements normaux relatifs. m|

Un choix naturel consiste a prolonger par normalisation de @g’N acerN
le revétement C}, ;5. On pose :

Définition IIL8. — Soit C}, le champ algébrique normal représentable fini

sur C"N (avec action de GL,(Oy)) qui est la normalisation de C"V dans
Cl 4
N

d, p< s
On notera Chtyy""=" et on appellera champs de chtoucas itérés avec
structures de niveau N les champs algébriques définis comme produits
fibrés dans les carrés cartésiens :

rd,p<p
Chty — Cy

l l

Cht"*P=P x y. x (X = N) x (X = N) —— ¢V

Ils sont représentables finis sur Cht"*P=P x y. v (X — N) x (X — N)
et donc propres sur (X — N) x (X — N) et ils sont munis d’une action de
GLr ((9N)

D’autre part, ils sont lisses sur Cy, X (X — N) x (X — N) (si p est assez
convexe en fonction de X et N) et en particulier normaux.

Bien sdr, on notera aussi Cht;”<” =[] Chty"”=" et Cht;"="ja” =
_ deZ
11 Cht;’,d’pfp. Tous sont lisses sur €y x (X — N) x (X — N) mais
l=d=<r|deg(a)]
ils ne sont pas lisses sur (X — N) x (X — N) car C}, est singulier.

Dans le cas ou N n’a pas de multiplicités, on construira au paragraphe ¢
une résolution des singularités de C}, mais dans le cas général nous allons
nous contenter d’expliciter dans le paragraphe b ci-dessous un ouvert de
lissité dans C}, plus gros que Cy .
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b) Un ouvert naturel de lissité

Le champ C"" associe a tout schéma S sur F, le groupoide des familles
constituées de

e un Oyxs-Module F localement libre de rang r sur N x S,

e des fibrés inversibles L, ..., L£,_; sur S munis de sections globales
El? cre Er—l’

e un homomorphisme complet’ ¥ = (Idy x Frobg)*¥ = F dontI’image
dans (A'/G,,) ' (N x 8)est (LZYV 097, ..., (L2970,

r—1

Un tel homomorphisme complet peut s’écrire comme une famille
d’homomorphismes linéaires entre fibrés

u, (AN F QL) > AMF QLT 1<s<r,

<s t<s

qui sont non nuls en tout point géométrique de N x S.

On définit un ouvert €Y de C"" en demandant qu’en tout point
géométrique de N x S aucun des u;, 1 < s < r, ne soit t-nilpotent (ou,
ce qui revient au méme, que pour tout s, Ker u, et “Im u, soient en somme
directe).

D’autre part, on définit un champ Cjy représentable sur ™" en clas-
sifiant les facons de compléter les données ci-dessus (F ; (L1, £1), ... ,
(Lr—1,4,-1) ; F = F) par un homomorphisme complet

F = Oy

dont I'image dans (A'/G,) NN x S)est (L1,£1), ..., (Lr—1,€_1)) et
qui, si on I’écrit sous la forme d’une famille d’homomorphismes linéaires

vt AF @)L > A(Ohg). 157,

t<s

vérifie les relations 7(vy) = vyou,, 1 <s <r.

La restriction de G}, — C"" au-dessus de I’ouvert dense @é’N cerv
s’identifie a I'isogénie de Lang Cy ; — @(g’N puisqu’elle est définie par la
condition que les sections ¢4, ... , £,_; soient inversibles ou, ce qui revient
au méme, que u; et v soient des isomorphismes. On a le lemme évident :

Lemme IILY. — Le morphisme Cy — C"V se factorise a travers I’ouvert
@/r,N de @r,N

Démonstration : La relation 7(v;) = vy o u entraine, pour tout entier 7,
7" (vs) = vy 0y 0 T(ug) o - - - 0 T (uy) si bien que si v, ne s’annule jamais,
u; n’est jamais t-nilpotent. O
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On a un diagramme commutatif :

nr
@N

| T

eV —= (A1/G,) " = A" AL

Dans A"! = A", les orbites #4}! de #j;' = G ! sont indexées par les
partitions r = (r = r; + --- + rr) de entier r et chacune a un point

.. ) N :
distingué @,. On note Gy, et C/" les strates dans Cy et C"V images

réciproques des points A/ ! /,A)g’l. En un point "F = F) de C-V, les
conditions de transversalité Keru,N"Keru, =0,1 <s <r, qui définissent
Iouvert GV sont vérifiées si et seulement si elles le sont en les indices
ser-Nrt ={r,ri+ry...,r1 + -+ ri_1}. Elles signifient que la
filtration des noyaux dans *¥ et la transformée par t de la filtration des
images dans £ sont transverses. Strate par strate, on a :

Lemme II1.10. — Pour toute partition r = (r = ry + --- + ry), la strate
I . A . . N
. €st lisse de méme dimension que C;"".
Le morphisme
@1/\;r d @rmN

est fini et plat, de rang égal au cardinal de GL,(Oy) (donc indépendant
de r), composé d’un morphisme étale et d’'un morphisme radiciel surjectif ;
ses fibres sont homogenes sous [’action du groupe fini GL,(Oy).

Démonstration : Lafibre Cy X 41/g,,-1 @ classifie les familles constituées
d’un fibré F sur N x S muni de

e une filtration croissante 0 = o & 1 & ... & F = F de ¥ dont les

gradués sont localement libres de rangs ry, ... , ry,
e une filtration décroissante & = F% 2 F! 2D ... D FF =0de F
dont les gradués sont localement libres de rangs ry, ... , ri et qui vérifie

F=FdF,0<i<k,

o une filtration croissante 0 = Eq & E1 & ... & Ey = Ede E = Oy ¢
quiest fixée par t (car pourtousi ets avecr;+- - -+r; = s,det E; = A*E;
est 'image de I’homomorphisme vy lequel vérifie t(vy) = v, o uy) et
dont les gradués sont libres de rangs ry, ... , g,

e des isomorphismes

v FTYYFT S EJE 1 <i<k.

Le morphisme sur €N x 41,5, -1 a, consiste 2 associer a ces données
celles constituées de

e le fibré F,
e la filtration croissante (F;) de F,



Chapitre I1I : Compactifications 77

e la filtration décroissante (F; = *F') de °"F,
e les isomorphismes

U =" ot)  F,1/Fi—> FYF=F/F .
On voit que Cy X (41/g,, -1 @ est lisse et que le morphisme

G]/\;’ X(Al/Gm)r_l (Xﬁ —> G/r’N )r—l (Xﬁ

X

(a1/Gn

est fini et plat, composé d’un morphisme étale et d’un morphisme radiciel

surjectif ; ses fibres sont homogenes sous 1’action du groupe fini GL, (Oy).

Si U, désigne le radical unipotent du sous-groupe parabolique standard

P, de GL, associé a la partition r, le rang de ce morphisme fini plat est égal
au produit du cardinal du quotient

GL,(0On)/Ux(On) = GLY (F,) /U (F,)

et de la puissance de ¢
qdim(GLff /PN)

Or dim(GLﬁV / PLN ) = dim Uév et # Uév (F,) = gt U donc ce produit est

toujours égal a # GLY (F,).
Toutes ces propriétés se transportent a la strate Cy . et au morphisme

/rN
Nr—)@ O

Nous pouvons maintenant prouver :

Proposition IIL11. — Le champ Cy est lisse sur (A'/G,,) ™!, donc lisse
absolument.

Le morphisme représentable Cy — C™N est fini plat et le groupe
GL,(Oy) agit transitivement sur ses fibres.

L’image réciproque de C™" dans la normalisation Gy de "N dans
Cl .y §identifie a Cy.

Remarque : Comme le morphisme représentable fini plat Gy — €™V
n’est étale que génériquement et ramifié au bord, on voit en revenant a
la démonstration du lemme 16(ii) du paragraphe 2d de [Lafforgue, 1998]
que dans I’énoncé de ce lemme il faut s’autoriser a remplacer I’anneau
de valuation discrete A par une extension finie €ventuellement ramifiée
(contralrement a ce qui est dit) qui ne dépend que de la famille (Ww) et
du niveau / considéré. Par conséquent, dans la proposition 15 qui précede
dans [loc. cit.], il faut s’autoriser a remplacer A par une extension finie
éventuellement ramifiée qui ne dépend que de (W,,) et de la constante o > 0.
C’est suffisant pour la démonstration des corollaires 17, 18 et 19 qui suivent
(quitte encore une fois a remplacer A par une extension finie éventuellement
ramifiée) car les polygones canoniques de Harder-Narasimhan des suites de
chtoucas dégénérés qui apparaissent dans la preuve des corollaires 18 et 19
restent bornés et la constante ;> 0 peut étre choisie une fois pour toutes.
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Démonstration : 11 suffit de montrer que tout point de @V a valeurs dans
un trait et dont la générisation est dans @;’N et se releve en un point de C}
se releve lui-méme en un point de Gy, qui prolonge le précédent.

En effet, comme GL,(Oy) agit transitivement sur les fibres de Gy —
CN et Gg’N est dense dans €, cela prouvera d’abord que C}.» estdense
dans Gy, puis que G}, est propre donc fini sur €V, Cela implique que
Cy — C"V est plat puisque d’apres le lemme I11.10 son rang est constant et
que C™N est lisse. Il en résulte que le composé Cy — C"™N — (A!/G,,)" !
est plat, donc lisse puisque ses fibres sont lisses.

Considérons donc un anneau de valuation discrete A de corps des frac-
tions K et un point de "V a valeurs dans S = Spec A consistant en les
données suivantes :

e un fibré ¥ de rang r sur N x S,

e des (<=C1, 31), ey (oCr_], E,_1) sur S,

e un homomorphisme complet ¥ = ¥ qui s’écrit sous la forme
d’homomorphismes linéaires partout non nuls

u, T(NF @R L) > AF QLT 1 <s <7,

r<s r<s
tels que Ker u, et “Im u, soient partout en somme directe.

On suppose que la générisation de ce point est dans GQ’N , ce qui signifie
que sur N x Spec K les u; sont partout des isomorphismes, et qu’elle se
releve dans Cy, . Ce relevement consiste en des isomorphismes

v, ASF ®®£,®(S_I) — AS( ;va)’ l1<s<r,

t<s

bien définis sur N x Spec K et qui vérifient
T(US) = Us O Uy, I<s<r.

11 s’agit de prouver que les v, sont bien définis en tant qu’homomorphismes
sur N x Spec A et que leurs spécialisations sont non nulles en tout point
de N.

Pour tout s, 1 < < r, notons ¢, I’isomorphisme 7-linéaire de I’espace
[AFR Q °Cf'z’(s_l)] ®a K qui est induit par I’isomorphisme u,. Sur cet

1<s
espace, il existe une unique valuation deg,, telle que

deg,, (¢:(e)) = gdeg, (). Vee [A'F Q)L @4 K

<s
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(voir la démonstration du lemme 3 du paragraphe 2a de [Lafforgue, 1998]).
Comme u; stabilise le réseau A*F ® @ GC;@(S_I), on a

<s

deg, () =0, Vee A'F @ R) L™,
<s
et comme Keru; et *Im u; sont en somme directe partout, on peut trouver
pour tout point fermé de N x S un élément e du facteur associé de A°F ®
® L0 qui vérifie deg,, (e) = 0.

1<s
L’isomorphisme v; transforme nécessairement la valuation deg, de

[AFR @ °C;@’(S—l)] ®4 K en la valuation canonique de A*(Oy ® K).

<s

Donc il envoie le réseau A*F ® ) GC?(S_’) dans le réseau A*(O) ® A) et

t<s

en tout point fermé de N x § sa réduction n’est pas nulle. C’est ce qu’on
voulait. O

11 est facile de compléter la proposition ci-dessus par :

Corollaire IT1.12. — Pour tout niveau N' = Spec Oy <> X qui contient
N comme sous-schéma fermé et a méme support, on a un diagramme

commutatif:

n v
N’ @N

l |

C" N C'" N
Le morphisme induit

" N’ "
N’ — C N X @mN @N

est représentable, fini et plat et il est muni d’une action du groupe fini
Ker [GL,(On) — GL,(Oy)] qui est transitive sur ses fibres. m]
D’autre part, on a le lemme important :

Lemme II1.13. — Pour d un entier et p un polygone de troncature, notons

—_— - . =
Cht"*P=P ’ouvert de Cht"*P=P x vy (X — N) x (X — N) défini comme
image réciproque de C"N via le morphisme de restriction

Cht"*P=P x y. x (X = N) x (X = N) = C"V .

_
Alors, pour toute partitionr = (r = ry4+---+ry), latrace de Cht-4P=r
dans la strate Chtf’d’ﬁfp est I'image réciproque de (X — N) x (X — N)F=! x
(X — N)via
Chth®P=P — X x X1 x X ;

autrement dit, elle est définie en demandant que pole, zéro et dégénérateurs
évitent le niveau N.
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Démonstration : Soit § = (& — & <« & « T€) un point de
Cht"P=P x x . x(X — N) x (X — N) et F = (F & ™F) son image
dans G,”N . Les fibrés & et *& sont munis des filtrations canoniques (&;) et
(&,) tandis que leurs restrictions ¥ = & ®g, Oy et *F sont munies des
filtrations induites (F; = &; ®p, On) et (F, = &, ®ey On). Pour tout
s € r~ Nrt, les sous-fibrés 7€, et &, de *€ sont génériquement en somme
directe et le quotient 7§ /("8 @ &) est supporté par un point exactement
qui est le dégénérateur en rang s. Demander que ce dégénérateur évite N
est donc équivalent 2 demander que °F =¥, @ F,. O

Sur les champs de chtoucas itérés avec structures de niveau N, on sait
maintenant :

_—
Corollaire I11.14. — Avec les notations de la définition 111.8, soit Chtg\’,d’p =p

[’ouvert de Cht;{,d’ﬁfp image réciproque de I’ouvert Cy; de C}.

—_—
Alors Cht;\’,d’p =P est représentable, fini et plat au-dessus de I’ouvert

Cht"*P=P de Cht"*P=P ¢t le groupe fini GL,(Oy) agit transitivement sur
ses fibres.
Si le polygone de troncature p est assez convexe en fonction de (X et) N,

e
Cht;(,d’pfp est lisse sur (X — N) x (X — N) x (A'/G,,)*". m]

o e T dp=p
Bien sir, on notera aussi Chty”~" =]] Chty""=".
del

c) Résolution des singularités pour les niveaux sans multiplicités

Dans le cas d’un niveau N = Spec Oy < X sans multiplicités c’est-a-dire
réduit, nous allons construire ici une résolution des singularités du champ
C}y qui prolonge le revétement de Lang de GQ’N au-dessus de "V,

On commence par un résultat préparatoire qui vaut pour un niveau N
arbitraire.

On note (Q"HN et (A>HN = (A7"HN = (AV)"~! les schémas déduits
de Q"1 et A™! = A™! par restriction des scalaires a la Weil de Oy a F,,. Ils
sont munis d’actions des groupes GLY x GLY x(GN)"*+!/GV et (AE;I)N =
(GNy=! = (GN)1/(GN)? et ils sont reliés par un morphisme équivariant

(Qr,l)N N (AV,I)N

qui est lisse de dimension relative % dim(Oy).
On note aussi a : A" — (A")V le “plongement diagonal” induit
par le morphisme N — SpecF, et a?™' : A" — (A" son composé

avec A" = AN > AT = AN T (0L ) > 9T AT,
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Le produit fibré (2"")V x 4n1yv 4¢-1 A" est muni d’une action du groupe
GLY x GLY xG’#'/G,,. Sion compose cette action avec I’homomorphisme

GLY — GLY xGLY
g — (1(g),8),

on obtient une action de GLY xG’*!/G,, dont le noyau est G,, = G2 /G,,
plongé par A — (X, A).

Lemme IIL.15. — Le champ C™V s’identifie & un ouvert du champ quotient
du schéma
Q"N X artyv ga1 A

par Uaction du groupe

(GLY xG}, /Gu) /(G = G, /Gp)

Démonstration : Eneffet,comme le schéma 2" des homomorphismes com-
plets est un quotient de "' par A;' = G/;! = G/ /G2, on voit qu'un
point du champ quotient ci-dessus a valeurs dans un schéma S consiste
en un fibré ¥ de rang r sur N x S muni d’'un homomorphisme complet
'F = (Idy x Frobg)*# = F dont 'image dans (Ar’l/Agl)(N x §) =
(A" /ARYN(S) provient via a?~! d’un point de (A"!/A])(S).

On remarque que I’exposant ¢ — 1 qui apparait dans la définition de
C"N permet ici de se débarasser du choix de la section de G'."'/G,, —

G /G2 = AL qui est nécessaire pour définir €. o

Le probleme est donc de prolonger I'isogénie de Lang au-dessus de
(Q" N X (4n1)V ga-1 A" en un morphisme équivariant et projectif dont
la source est lisse absolument. Ce probleme a été résolu dans le dernier
paragraphe 4d de Iarticle [Lafforgue, 1999] en ce qui concerne Q"!'. Cela
utilise I’existence et les propriétés des compactifications Q" des quotients
PGL"™!' /PGL, introduites dans cet article dans les cas n = 1 et n = 2
qui sont entierement corrects. On renvoie par exemple a la prépublication
[Lafforgue, mars 2001] pour une démonstration complete des résultats de
lissité dont nous allons nous servir ici.

Rappelons que pour n = 1 ou 2, nous avons construit une compacti-
fication projective équivariante Q" de 5;” = (PGL,)"*!/PGL, muni de
I’action a gauche de PGL"*".

Au-dessus de Q" il y a un torseur ™" sous un tore 7" = G /G
qui est muni d’une action compatible de GL”*! ainsi que d’un morphisme
lisse et équivariant sur une variété torique ™" dont le tore A" est un

Fn

quotient de 7" par un sous-tore J G /G,,. La fibre de Q"" au-
dessus de Iunité de ce tore A" s’identifie naturellement a GL!*' / GL,.
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Pour »n’ un second entier < 2 et¢ : {0,...,n'} — {0,...,n} une
application, on a des morphismes induits

r.n'

- Q"

/ / /o=rn
g _y qrrn , AT s AT , Qrt s Qi , Q

tous compatibles entre eux et avec les morphismes
+1 +1 +1 "+1
GL™ — GL' ™', PGL!™ — PGL] ™" .

Dans le cas d’un application injective ¢ : {0, 1} — {0, 1, 2}, le morphisme
induit
Q2 = Q" x i A2

est lisse de dimension relative 2.

Considérons maintenant un niveau N = Spec Oy — X qu’on suppose
£ 1..: 2 —r,N,n
réduit et donc étale sur SpecF,. Pour n = 1 ou 2, on note ", Q"""

grNn - grNn - es schémas déduits de §r’n, QR AR par restric-
tion des scalaires a la Weil de Oy a IF,,. Il résulte de I’hypothese que N est

P —rN,1 _ —=rN2 S =rl =2
réduit que Q" et Q7 sont projectifs tout comme Q et Q.

Sitep :1{0,1} — {0,1,2}, 0 = «, 1 — B, est une application
injective, on désignera par p, g n’importe lequel des morphismes induits
Qr,N,Z N Qr,N,l Ar,N,Z — Ar,N,l etc.

. N,
Soient 77, 7T

et A;)’N 2 qui vérifient I’équation

et A} """ les plus grands sous-tores de 7 "2, TQ,V’N’2

po,» = Frobo pg

dans 77N, 7,7 et AR Alors 7,77 est isomorphe a (GY)?/GY, cest

r,N,t

g N7 et leur quotient s’identifie & Ay .

un sous-tore de 7
Soit A7 la variété torique de tore A;’N '" qui est la normalisation de

’adhérence schématique de celui-ci dans A™Y2. Ainsi A"™N'7 est-elle le

noyau du diagramme
Po,2

—_—
AV’NQ -3 Ar,N,l
FrObop()_l

dans la catégorie des variétés toriques normales.
Nous pouvons énoncer :

Proposition II1.16. — Etant donné N un niveau réduit, soit QN7 le sous-
schéma fermé de QN2 x yenv2 AN défini par Iéquation

Po,2 = Frobo pg

dans Q"1
1l est muni d’actions du groupe algébrique GLﬁV , du groupe fini GL,.(Oy)
et du tore T"N° commutant entre elles et d’un morphisme équivariant

QV,N,'L’ — e}%I’,N,'L'
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r,N,T

qui est lisse et dont la fibre au-dessus de I'unité du tore A, " s’identifie a

Ker|(GLY)"/GLY — (GLY)’ /6Ly .

Frob o Po.1

Enfin, le quotient QN de QN par Uaction libre du tore T"N'T est
projectif.

Démonstration : Le schéma Q"7 est muni d’une action du groupe

Ker| (GL}')’ — (GLY)’

Frob o Po.1

qui, via la projection de (GL")? sur ses deux premiers facteurs, est isomor-
phe a GLY (F,) x GLY = GL,(0Oy) x GL".

Il est lisse sur A"M7 puisque QN2 — A"N2 et po, : QN2
Q"N x ova A™N2 sont lisses et par transversalité des morphismes de
Frobenius et des morphismes lisses.

—r,N,t . . ) . —r,N,2
Enfin, Q2 est projectif car c’est un schéma fini sur Q= . O
On peut considérer les deux morphismes

P21

QV,N,'L’ Qr,N,l .
po,2=Frobo pg |

Au-dessus des éléments unités de ,A)gN et ,A)gN 1 po.» = Frobo po est
un isomorphisme sur (GLfV )2/ GLﬁV = GLfv tandis que p;; s’identifie a
I’isogénie de Lang

GLﬁV — GLiV g 1) log
On déduit de la proposition ci-dessus :

Théoreme II1.17. — Soit N = Spec Oy un niveau réduit.
Alors il existe un champ algébrique @’ au-dessus de C™N tel que :

° ('31’\, est représentable et projectif sur C™V,

e sa restriction au-dessus de I’ouvert dense @6’1\7 de C"VN s’identifie au
revétement de Lang C), N

° ('BN est muni d’un morphisme lisse sur le champ torique A™Y/ AQ’N
quotient d’une variété torique lisse A™N par son tore AgN (avec la
propriété que CY, , soit I'image réciproque de A;’N / .AQN
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Démonstration : D’apres le lemme II1.15, on est ramené au probleme de
compactifier I'isogénie de Lang au-dessus de Q"' x 4x1 401 4! Dans la
proposition II1.16, une telle compactification Q"7 est construite au-dessus
de Q"N-!: on doit donc modifier la base AT de Q"N-T.

Soient 7"V rJ'@r’N et Ar’N les composantes neutres des produits fibrés

arN,T r+1 +1,N,T 2 r,N,t
J X py 1, TN a1 G, /G, Sy’ sz,l,TJ‘N‘l,aq" G;, /G, et Ay

N
X ot ATV o G, /G2, Ce sont trois tores, T,"" est un sous-tore de 7"V

isomorphe a G2, /G,, et Ag’N s’identifie au quotient 7"V /7 .
Soit alors A"V la variété torique qui est la normahsatlon de l’adhérence
schématique de .AgN dans le produit fibré

AV,N,'L' po,lavA’r'N'l ’aqfl Ar’l

Autrement dit, on a dans la catégorie des variétés toriques normales un carré
cartésien :
eA)r,N - S eA)r,l

Ar,N,r W Ar’N’l

Le produit fibré Q"7 x 4-v- 4" est muni d’une action de GLY x 7N x

N(VrN

GL,(Oy) dont le noyau est isomorphe a G,, = 7' et d’'un morphisme

équivariant lisse sur la variété torique A" de tore A, N> qgrN /Ty N
Par construction, on a un homomorphisme

r*'r,N r+1
7T = G, /Gy
un morphisme équivariant de variétés toriques
AV’N - Ar,l — Ar—l
et, au-dessus de celui-ci, un morphisme
p2,1 . S‘ZV,N,'L’ XAr,N,r Ar’N d Qr’N’l X(Ar4N4l’aq—l Ar’l

qui est équivariant relativement aux actions de GLY x7 "V x GL,(Oy) et
de GLY xG’'/G,, via I’homomorphisme 7"V — G/1/G,,

Le champ quotient de Q"M% x 4.v- A" par I’action de (GLY x7"V)/

Gn =T, Ny vérifie les propriétés suivantes :
e il est muni d’un morphisme représentable projectif sur le champ quotient
de Q"M x v Lt A"l par I'action de (GLﬁV xG G/ (G, =

G2 /G,,) (lequel contient €V comme sous-champ ouvert d’apres le
lemme II1.15),
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e sa restriction au-dessus de I’ouvert dense Gg’N = GLY /7/GLY s’iden-
. A ~ N N
tifie au revétement de Lang Cy , = GL,” / GL,,

o il est lisse sur le champ torique A"/ ,A)gN

Pour conclure, il suffit d’une part de se restreindre au-dessus de 1’ou-
vert "V et d’autre part de procéder au changement de base consistant a
remplacer la variété torique ™" par une résolution des singularités AN
comme suit :

Lemme IIL.18. — Etant donnée une variété torique A de tore Ay définie
sur un corps F, il existe une variété torique 4 de méme tore Ay qui est lisse
et telle que Iidentité de Ay se prolonge en un morphisme équivariant et
projectif A — A.

Démonstration : Si le tore Ay est déployé, c’est le contenu du théoreme 11
de [Saint-Donat]. La démonstration consiste a considérer 1’éventail associé
a A (c’est une décomposition en cellules qui sont des cones convexes
polyédraux rationnels d’un certain cone polyédral dans un espace vectoriel
de dimension finie sur R muni d’une structure entiere) et a montrer qu’il est
toujours possible de subdiviser un tel éventail en un autre plus fin dont les
cellules munies de leurs structures entieres sont toutes des simplexes.

Si le tore Ay n’est pas déployé, choisissons une extension finie
galoisienne F’ de F telle que Ay Qr F' soit déployé. A la variété torique
A ®p F’ correspond un éventail X muni d’une action du groupe de Galois
fini G de " sur IF. Il s’agit de prouver qu’il est possible de subdiviser X en
un autre éventail X dont les cellules munies de leurs structures entieres sont
des simplexes et qui de plus est respecté par 1’action de G.

Tout d’abord, on peut subdiviser X en un éventail X’ également respecté
par G et tel que pour toute cellule o et tout élément g de G qui stabilise
o Paction de g sur o est triviale. On remarque que toute subdivision de X’
respectée par G vérifiera la méme propriété.

On construit alors X a partir de X’ en recopiant la démonstration qui est
donnée dans [Saint-Donat] : la seule différence est qu’on complete chaque
nouvelle subdivision en la combinant avec toutes les subdivisions images
sous I’action de G. O

Bien s, rien n’empéche de poser :

Conjecture II1.19. — Pour N = Spec Oy < X un niveau arbitraire, il
existe un champ algébrique @’ au-dessus de C™" qui vérifie les propriétés
du théoreme II1.17.

Remarque : Tout comme C"", la normalisation €} de C"" dans €},

s’écrit comme le champ quotient par GLY xG’~! d’un schéma quasi-
projectif. Afin de résoudre la conjecture, il suffirait donc de savoir construire
une résolution des singularités équivariante d’un tel schéma.
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C’est le cas quand r = 2 car alors toutes les orbites sont de codimension
2 au plus et on peut appliquer le procédé connu de résolution des singularités
des surfaces lequel est canonique et donc respecte les actions de groupes.

Quand N ades multiplicités, ce probleme est li€ a celui de construire des
compactifications lisses des PGLZ‘Jrl /PGL, pour tous les entiers n. L auteur
avait cru résoudre ce probléme dans Iarticle [Lafforgue, 1999] mais il s’est
apercu que I’énoncé de lissité contenu dans cet article (le théoréeme 6 du
paragraphe 1c) est faux pour n > 3. |

Lorsqu’il existe un champ algébrique é{v vérifiant les propriétés du
théoreme III.17 (par exemple si N est réduit ou si r = 2), on définit

1. d, p< . P .
u NEP=P comme produits fibrés dans des carrés
des champs algébriques Chty
cartésiens :

—_—~—

rd,p<p
Chty, — Cy

l l

Cht"*7=? xx,x (X = N) x (X = N) —— ¢V

Chacun contient Cht;(,d’pfp comme ouvert dense. Il est représentable pro-
jectif sur Cht” EP=P % v v (X —N) x (X — N) et donc propre sur (X — N) x
(X — N). Enfin, il est lisse sur A’N/,ArN x (X —N) x (X N); autrement

dit, il est lisse sur (X — N) x (X — N) et son bord Chtr (7 p=p Chtfvd PP
est un diviseur a croisements normaux relatif.
Encore une fois, on pourra noter

Cht;/=" = ]_[Cht’d"<1’
deZ
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Chapitre IV

Formule des points fixes dans un ouvert instable

Le théoreme des points fixes de Grothendieck-Lefschetz permet de donner
un sens cohomologique au nombre des points fixes comptés avec multi-
plicités d’une correspondance dans une variété projective et lisse : il identifie
ce nombre a la somme alternée des traces des endomorphismes induits par
la correspondance dans les espaces de cohomologie ¢-adique de la variété.

Dans le cas d’une correspondance dans une variété ouverte Xy lisse
sur un corps de base fini, Deligne a conjecturé que si on compose cette
correspondance avec une puissance assez grande de I’endomorphisme de
Frobenius, le nombre des points fixes est encore égal a la trace de 1’action
induite sur la somme alternée des espaces de cohomologie £-adique a sup-
ports compacts. Pink a donné une démonstration de cette conjecture quand
Xy admet une compactification X dont le bord est un diviseur a croisements
normaux.

Si on reste sur une variété ouverte X; admettant une telle compacti-
fication X mais qu’on considére maintenant une correspondance I" dans X
qui ne stabilise pas I’ouvert Xy, I’énoncé précédent n’a méme plus de sens
car il n’y a pas d’action induite sur la cohomologie de Xj. Nous allons
montrer toutefois que le nombre des points fixes dans Xy de I' (composée
avec une puissance assez grande de Frob) s’interprete en fonction de I’action
de I" sur la cohomologie de X et de celle de correspondances induites sur la
cohomologie des strates du bord. Pour la démonstration, on remarque que
le principal argument géométrique de Pink est local (il consiste a regarder
comment des équations locales sont transformées par les puissances de
Frob) si bien qu’il reste valide si on suppose seulement que I" stabilise Xy
non plus globalement mais localement au voisinage de ses points fixes.

Dans un second temps, nous généralisons ce résultat au cas ou X lisse
contient toujours X, comme ouvert dense et a pour bord X — Xy un di-
viseur a croisements normaux mais n’est plus nécessairement propre. Pour
cela, on combine I’argument géométrique tiré de [Pink] avec la conjec-
ture de Deligne démontrée par Fujiwara sans hypothése de résolution des
singularités.

Ceci s’appliquera aux champs de chtoucas. En effet, les ouverts
Chty="/a” ol on sait calculer les nombres de points fixes ne sont pas
stabilisés globalement par les correspondances de Hecke mais on vérifiera
qu’ils le sont “localement au voisinage des points fixes”. Et ils se plongent
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—_—
< . .
comme ouverts denses dans des Chty”~" /a” qui ne sont propres que si

N = ) mais sont lisses, ont pour bords des diviseurs a croisements normaux
et sont stabilisés par les correspondances de Hecke. (On sait aussi qu’ils
admettent des compactifications lisses quand N n’a pas de multiplicités ou
r=2)

1) Eclatement et stabilité au voisinage des points fixes
a) La situation géométrique

Dans tout ce qui suit, on se place sur le corps de base I, a g éléments.

Nous appelons champ torique tout champ quotient A /Ay d’une variété
torique + par son tore . Il est lisse si et seulement si la variété torique 4
est lisse.

Dans une variété torique il n’y a qu’un nombre fini d’orbites et leurs
adhérences schématiques sont des réunions d’orbites donc dans un champ
torique il n’y a qu’un nombre fini de points et ils sont localement fermés.

Pour tout schéma ou tout champ algébrique X muni d’un morphisme
vers un champ torique /Ay, on appelle strate ouverte [resp. fermée] de X
les sous-schémas ou sous-champs localement fermés [resp. fermés] obtenus
comme images réciproques des points [resp. des adhérences des points] du
champ torique A /Agy.

Considérons donc S un schéma quasi-projectif et lisse sur F, et X un
champ algébrique de type fini (mais pas nécessairement propre) et lisse
de dimension relative d sur le schéma de base S. On fait les hypotheses
suivantes :

e [e morphisme de structure p : X — S se reléve en un morphisme lisse
X = S x A/Ay

pour A/Ay un champ torique lisse. Cela signifie que le bord de X
(le complémentaire X — Xy de I’ouvert X, image réciproque du point
Ay/Ay) est un diviseur a croisements normaux relatif sur S sans auto-
intersections des composantes.
e Le champ X est serein et compactifiable sur S au sens de I’appendice A
(définition A.1).
Cette derniere hypothese implique que tout champ représentable quasi-
projectif sur X et en particulier toute strate ouverte ou fermée est aussi un
champ serein compactifiable sur S.

Onnote X, X5, ..., X,, les strates ouvertes de X qui sont de codimen-
sion 1. Pour toute partie I de I’ensemble {1, 2, ... , m}, on pose
X =%
iel

et :{1=¥1—U¥j.
IDI
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Celles des X; qui ne sont pas vides sont les strates ouvertes de X et les

X, sont les strates fermées, adhérences des X;. Leur codimension est le
cardinal |/| de 1.

b) Un éclatement

On considere encore un endomorphisme ¢ : § — S du schéma de base S.
Onnote Z = X Xgop5.p X =X X5 X.

Comme dans I'article [Pink], on introduit 1’ éclaté Z de Z le long du
fermé réunion des X; X8 X.. Si I’on préfere, Z est le produit fibré sur
Z des eclates Z de Z le long des X, X8 X¥,1 <i <m. Onnote 7 la
projection Z — Z ;elle est représentable, projective et birationnelle. On
remarque que Z et Z sont aussi des champs sereins, compactifiables et lisses
sur §, de méme dimension relative 2d.

Un modele de I’éclatement w : Z — Z est fourni par le lemme suivant :
Lemme IV.1. — Localement pour la topologie lisse, le champ Z = X Xy s X
muni de la famille de paires de diviseurs X; x, sX et X x, sX;, 1 <1 <m, et
du morphisme représentable projectif birationnel w : Z — Z estisomorphe
au produit d’un certain nombre de facteurs A' x A" munis des deux diviseurs
{0} x Al et Al x {0} et de I’éclaté Al x Al de A' x A le long du point
(0, 0).

Démonstration : Le champ Z est muni d’un morphisme lisse

Z — a‘\)/a‘\)@ X A/AQ) = (A X A)/(AQ) X a“)@)
et ses diviseurs sont les images réciproques de ceux de (A X A)/(Ag X Ay).
Et comme la variété torique 4 est lisse, ¢’est une réunion d’ouverts qui sont

des espaces affines A! x --- x A! munis de leurs diviseurs naturels définis
par ’annulation des différentes coordonnées. m|

L éclaté Z est muni de diviseurs 2 croisements normaux E,1<i<m,
qui sont les images réciproques des diviseurs exceptionnels dans les
éclatés Z;. . .

Pour toute partie non vide / de {1,...,m}, on a m%i Xgs Xi =

iel

%X, X8 X, et E; = ﬂ E; est contenu dans 7' (X X8 x). D’apres le

iel
lemme IV.1, E; est le produit fibré sur Z des diviseurs exceptionnels des
Z; tels que i € I avec les Z; tels que i ¢ [ et sa restriction au-dessus de

Pouvert X; x, 5 X; de %, X .S X est un fibré projectif de rang |1|.

c) Graphes des morphismes de Frobenius

Soit s = Spec k; le spectre d’un corps «; extension finie du corps de base
F, et x : s < S un point fermé du schéma de base S de corps résiduel «;.
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Posant y = ¢ o x, on note X* et X” les fibres X x5, s et X xg, s de
X au-dessus de x et y. Ce sont des champs sereins, propres et lisses de
dimension d sur s dont les strates ouvertes sont les X; = X; x5, s et les
X] =X Xgu 5.

Le produit X* x; X” s’identifie ala fibre Z* = Z x5 s de Z au-dessus de
x et son éclaté le long des %f X %iy, 1 <i < m,s’identifie a 7* = sz’x S.
Cet éclaté est donc muni de la famille de diviseurs a croisements normaux
EY = E; xs,s, 1 < i < m, dont les intersections mutuelles sont les

(Ef = Ej = E/ xs.5.
iel

L’ensemble des entiers n € N tels que les morphismes y o Frob” =
Frob" o y et x : s < S se confondent est, s’il n’est pas vide, une classe de

congruence modulo deg(s) = [k, : F,]. Soit n un entier dans cette classe.
Le carré commutatif

Frob”,Id
x B o x

l l

g (b oo
induit un morphisme
X = § X (Frob,1d),5x5 X X X
dont la fibre au-dessus de y : s — § s’écrit
X7 = 5 X(Frob" o y,y),5xs X X X
c’est-a-dire, puisque Frob” o y = x par hypothese,
X X"x, X’ =27".

On notera §” ce morphisme. C’est une section de X* x; X¥ — X” donc il
est représentable fini.

. P - . ' .
Via 8", les fermés X, x; X;, 1 <i < m, de X° x, X’ ont pour images
s . o e Y . \
réciproques les diviseurs X; donc le morphisme 6" : X’ — Z* se releve
dans I’éclaté Z* en un morphisme

Ty s 77

qui lui aussi est représentable fini.
De méme, pour / une partie non vide de {1, ... ,m}, on dispose de la
restriction oy
8 X, = X, % X

dumorphisme 8" : XY — X*x,%” 2 X, ; C’estune sectionde X, X, X, — X,
et elle est représentable finie.
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Pour touti € {1, ... ,m} — I, 'image réciproque via
81X, > X X, Xy > ZV
de ?f X z} est le diviseur %iu {iLdonc 47 se releve en un morphisme de ?}V
dans le produit fibré sur Z* des Z7,i € {1,... ,m} — I.

_ Sonimage réciproque dans Z* (qui est le produit fibré sur Z* de tous les
Z7,i e{l,...,m})est un morphisme représentable fini

.
8 X, - Z°

ou %i est une fibration projective sur ?; isomorphe a ?; x (PH!! (et dont
la restriction au-dessus de X; s’identifie a 'image réciproque de Ej via
U
8 Xy = X Xy X)),
Ona:

Lemme IV.2. — Avec ces notations, le produit fibré X* X s 7« Z* au-dessus

de Z* est la réunion schématique de X° P 7% etdes %i lesquels sont tous
lisses de méme dimension et ont des intersections mutuelles de dimensions
plus petites.

Et pour I une partie nonvide de {1, . .. , m}, le produit fibré .’{i X1 zx VA

= X xgn 7z« Ej est la réunion schématique des %3, JDO I

Démonstration : Cela résulte du lemme IV.1 puisque dans 1’éclaté Al x Al
d’un A! x A' le long de {0} x {0}, 'image réciproque du graphe de Frob" :
A! — A' a deux composantes : le transformé strict de ce graphe et le
diviseur exceptionnel. O

d) Correspondances et stabilité au voisinage des points fixes

Nous allons maintenant introduire une correspondance dans X au-dessus
de I’endomorphisme ¢ de § c’est-a-dire un cycle de codimension d dans
X Xy 5 X = Z et son transformé strict dans 1’éclaté Z de Z qui va nous
permettre de définir des correspondances (cohomologiques) induites dans
les strates de bord X; de X.

On part d’un champ normal I'y représentable fini sur I’ouvert Xy X, s Xy
et dont le support de I'image |I'y| est de codimension d.

Par normalisation, il induit deux champs normaux I' et I" représentables
finis sur Z = X x, g X et Z et qui contiennent I'y comme ouvert dense. IIs
sont reliés par un morphisme représentable projectif birationnel F->r qui
fait commuter le diagramme :
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On note pr, pf et px, pi les deux projections de I' et T sur X. On

dit que I" (ou I) définit une correspondance géométrique dans X au-dessus
de I’endomorphisme ¢ de S si la seconde projection p. : ' — X (ou
pE I - X)est propre. (Cette condition est automatiquement vérifiée si
X est propre sur S.)

Bien siir, on dit qu’une telle correspondance I stabilise (a droite) I’ ouvert
Xy quand on a I’inclusion pi:=1(Xy) € pp~'(Xp).

Posons la définition suivante :

Définition IV.3. — Soit T une correspondance dans X au-dessus de .
On dira que T stabilise Xy au voisinage de ses points fixes s’il existe un

ouvert U dans X x X, contenant toutes les intersections du support |I'| de

(Frob",Id)
—

" avec les images des morphismes X X x X, neN,ettel que

P E)NUCp i E)NU.

Pour vérifier qu'une correspondance I stabilise Xy au voisinage de ses
points fixes, on dispose du critere valuatif suivant :

Lemme IV.4. — Pour qu’une correspondance 1" dans X au-dessus de ¢
stabilise Xy au voisinage de ses points fixes, il suffit qu’elle satisfasse la
condition suivante :

(SV) Pour tout point a de I a valeurs dans un anneau de valuation discrete
et dont la générisation est supportée par pr.~"(X — Xg) N pl.=1(Xy), la
spécialisation de a n’est supportée par 'image d’aucun des morphismes

Frob",1d
%L)%x%,neN.

Démonstration : Dans le support de I' qui est un fermé de X x, s X et donc
de X x X, Iintersection pi.~ (X — Xy) N pl.~1(Xy) est un sous-ensemble
constructible. Pour que 1’ouvert U complémentaire de son adhérence dans
X x X contienne I’intersection de |I"| avec les images de tous les morphismes

Frob”,1d . . e ipg .-
x T e X, il suffit par conséquent que soit vérifiée la condition
(SV). m]

e) L’argument géométrique de Pink

Pour toute correspondance I" dans X au-dessus de ¢, on note I'y sa restriction
au-dessus de 'ouvert Xy X, 5 Xg de X x, 5 X = Z. On dit que I' est
engendrée par I'y si cet ouvert I'y est dense dans I". La normalisation r de
['y au-dessus de 1’éclaté Z est alors appelée le transformé strict de I dans Z.
On a le résultat suivant qui généralise la proposition 7.3.1 de [Pink] :

Proposition IV.5. — Soit I" une correspondance dans X au-dessus de ¢ qui
est engendrée par Uy et qui stabilise Xy au voisinage de ses points fixes.
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Alors, quitte a remplacer ¢ par ¢ o Frob™ = Frob™ og et I" par la
normalisation T de (X x X) X Eobo 10).xxx I pour ng > 0 un entier
assez grand, le transformé strict T de T dans Z vérifie :

Pour tout point fermé x : s < S avec y = ¢ o x et tout entier n > 1 tel
que y o Frob” = Frob" oy = x, l'image de 6" : X* — Z* = Z Xg,5 — Z
ne rencontre pas le support de T en dehors de Xy x Xy,

Démonstration : Soit U un ouvert de X x X qui vérifie la propriété de la

définition IV.3 relativement a I'. Les images des §" et le support de I" ne
peuvent se rencontrer ailleurs qu’au-dessus de U.

Localement sur X, considérons des équations £, £5, ... , £,, de définition
des diviseurs X, ..., X,, et £ = £1£,---{,, leur produit. Notons £}, £},
..., 4, et £/ d’une part, £7,£7,...,¢, et {” d’autre part leurs images

réciproques par les deux projections X x ¥ 2 X.

Comme p[-~'(Xp) NU < p~'(Xy) NU ouencore pj~ ' (X —Xy)NU <
P/r/_l (X —Xy)NU,il existe un entier e > 1 et une fonction a partout définie
sur I' N U tels que sur I' N U I’équation suivante soit vérifiée

e//e — aﬂl
Choisissant un entier ny > 0 tel que ¢ > e et remplacant I" et U ainsi

. . L . (Frob™0,1d)
que la fonction a par leurs images réciproques via X x X O A x X,
cette équation devient
e — ag/q”()
ce qu’on récrit
"0y = at'" .

Mais par ailleurs, pour tout point fermé x : s < Savec y = g ox et
tout entier n > 1 tel que y o Frob” = Frob” o y = x, on voit que sur ’image
du transformé strict §" : X* — Z* < Z sont satisfaites les équations

L= =0 =T
qu’on récrit
"o "ol
ey =T e e =TT

Cela montre que I’'image de 8" ne rencontre pas le support de Z en dehors
de %Qj X %Qj . O

2) Formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz dans le cas
propre

Dans tout le présent paragraphe 2, on fait I’hypotheése supplémentaire que
X est propre sur S.
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a) Formule d’adjonction

Comme X est propre sur S, il en est de méme de Z x, s X et de son éclaté Z.
On consideére une correspondance I" dans X au-dessus de ¢ qui est
engendrée par sa trace I'y au-dessus de I’ouvert Xy <, s Xy de Z. On note

toujours T le transformé strict de T dans Z.
Le paragraphe 2a de I’appendice A nous permet alors de définir les
classes de cohomologie de I" et T,

(@ et cl(D),
comme sections sur S des faisceaux ¢-adiques lisses

R*(p2).Qu(d) et R*(p2).Qi(d)

ou pz et py désignent les morphismes de structure de Z et Zsur S.
Puis, pour toute partie I # ¥ de {1, ... , m} telle que X; ne soit pas vide,
on note cl(I"); 'image de la section cl(I") par I’homomorphisme composé

R¥(p2):Qu(d) — R (pe)sQe(d) — R M (pg, . 5).Qe(d — 1))

ou la premiere fleche provient de I’inclusion E; — Z et la seconde est
duale (pour la dualité de Poincaré) de la fleche

R (pg, ., 7+ Qeld = 1)) = R (p),Qu(d — 1))

induite par le morphisme E; — ¥, XS %)

Soient x : s < S un point fermé de S, y = ¢ o x et n € N un entier tel
que y o Frob” = Frob"” o y = x. On a introduit au paragraphe 1c ci-dessus
les morphismes représentables finis

"X — X" x, XN =27",
X — ZF,
81X, — X, X, X,
auxquels on peut associer des classes de cohomologie
cl(8") € H*(z*, Qu()),
@) e H¥(Z*, Qu(d)),
ol (87) € H*1D(X) %, X}, Quld — 11])).
D’autre part, on dispose des fibres
x*(el(D) € H*(Z*, Qu(d)),
(D)) € H*(Z*, Qu(d)),
x*(el(T)) € H* (X %, X}, Qeld — 1))
des sections cl(I"), CI(F) et cl(F) ; des faisceaux R*¥(pz).Qe(d),
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R* (p7).Qq(d) et R¥4=ID (pg Xxg)*(@g (d—|11) puisque, d’apres le corol-
laire A.4, la formation de ces faisceaux commute aux changements de la
base S.

En combinant le produit “cup” et les homomorphismes de traces, on
peut former les produits scalaires des unes et des autres. Ils sont reliés par
la formule suivante :

Proposition IV.6. — Etant donnés x : s — S un point ferméde S, y = fox
et n € N un entier tel que y o Frob” = Frob" o y = x, on a la relation entre
produits scalaires

(@) - x*(cl(T)) = cl(8") - x*(cl(T))
+ Y (=Dl (87) - x*(el(T))).

1£0

Démonstration : Le morphisme représentable projectif I — Test compa-
tible avec w : Z — Z et il est birationnel. D’apres la proposition A.11, on
en déduit que cl(I") est 'image de cl(I") par I’homomorphisme

R (p7).Qu(d) => R*(p2).Qu(d)
dual de

R¥(p2).Qu(d) = R*(p2).Qu(d).

Posant u = x*(cl(F)), on a aussi par compatibilité aux changements de
la base S
x*(cl() = m,(u).

Et pour toute /, x*(cl(T);) est image de u par ’homomorphisme composé
HY(Z',Qu(d)) = H*(E}, Qu(d)) — H* 7" (X] %, X}, Qu(d — 1))

ou la premiere fleche provient de I'inclusion tgx @ Ej <> 7~ et la seconde
est duale de la fleche

HX (3] <, X, Qu(d — 1)) — H*(ET, Qe(d — |1]))

induite par le morphisme 7; : E] — ?,‘ X ?}V On note x*(cl(lN“) 1) =
7'L’1*L*E)I( (n).
Ainsi la formule a démontrer se récrit-elle

@) - u =@ - w @) + Y (=D el (87) - wrats ()
I1#)
soit

cl@) - u =@ - u+ Y (=D (el (87)) - e ).

140
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Or, d’apres la proposition A.11, 7*(cl(6")) est aussi la classe de coho-
mologie du produit fibré X¥ x g zx Z* dans Z*. D’apres le lemme IV.2,
on a

T (cl(8") = () + Y el (X))

T

et donc
@) u =@ u+ Y el (X)) u.
J#D

Pour toute partie / # ¢, on a de la méme facon

(el (87)) s @) = Y el (X)) - u

J2I

La conclusion s’en déduit aussitot puisque pour toute partie J 7#= (J, on a

Z(—n'” =0. O

J2I

b) Une formule des points fixes sur [’ouvert Xy

On suppose dans ce dernier paragraphe que la strate ouverte dense Xy de
X est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford c’est-a-dire qu’au
voisinage de tout point de Xy il existe un revétement étale par un schéma.

On considere une correspondance I' dans X au-dessus de I’endomor-
phisme ¢ de la base S qui est engendrée par 'y et telle que la restriction
pr : 'y = Xy de la premiére projection a I'y est étale.

Six :s <> Sestun point fermé de S, y = ¢ o x et n > 1 est un entier
tel que y o Frob” = Frob" o y = x, la fibre I'jj = I'y x5, s de 'y en x
coupe transversalement dans Xj; x, Xj, le graphe 8" : Xj; — Xjj x, X, de
Frob" : X — Xj.

On note Lef,(I'y x Frob") le nombre des points de I’intersection
X x 51,25 %, X [ de ' et §", chacun étant compté avec sa multiplicité
égale a I’inverse du cardinal du groupe fini de ses automorphismes.

D’autre part, on dispose de la classe de cohomologie cl(I") de I' qui
est une section du faisceau £-adique lisse R*(p;).Q.(d) puis, pour x et
n > 1 comme ci-dessus, de sa fibre x*(cl(I")) en x qui induit une famille
d’homomorphismes

R (px)«Q¢ — R'(px:)«Qp, 0<i <2d,

tandis que Frob” : X¥ — X" induit des homomorphismes en sens inverse

R (px+)«Q¢ — R'(px).Qp, 0<i <2d.
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On notera

Trr+(ppen).0 (X*(cl(I")) x Frob™)
2d
— Z(—l)’ TrRi (p g0, 6 (€1(I7)) o Frob™)
i=0
2d
— Z(—l)’ TrRi (v (Frob” o x*(cl(I))).
i=0

De méme, si I # ) est une partie de {1, ... , m} telle que X; ne soit pas
vide et u; est une section du faisceau £-adique lisse sur S

2(d—|1
R (pre 2. Quld — 1)) .
on peut introduire pour tout x et tout n > 1 comme ci-dessus

Treepene (x*(ur) x Frob")

2(d—|1) '
= ) (=l TR, (x*(ur) o Frob”)
i=0
2(d—I11) '
= Z (—1)l TI‘R,'([,?)*QZ (Frob" (@) x*(ul)).
i=0 !

Théoreme IV.7 (Formule des points fixes sur un ouvert instable). —
Supposons que X est propre sur S et que la strate ouverte dense Xy de X
est algébrique au sens de Deligne-Mumford.

Soit I" une correspondance dans X au-dessus d’un endomorphisme ¢
du schéma de base S qui est engendrée par Uy et telle que la restriction
pr : Ty — Xy de la premiére projection a I'y est étale.

Et supposons que U stabilise I'ouvert Xy de X au voisinage de ses points
fixes, au sens de la définition TV.3.

Alors il existe un entier ng > 0 et des sections u; sur S des faisceaux
L-adiques lisses

R (e 5 Qeld — 1) . T #9,

tels que pour tout point fermé x : s — S avec y = @ o x et tout entier
n > ng tel que y o Frob” = Frob" o y = x, on ait

Lef, (Cy x Frob") = Trge(py0.q, (" (cl(I")) x Frob”")

+ Z(—l)l” TrR*(p?;)*Qz (x*(ul) X FrObn).
I1#9
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Démonstration : Soit ny > 0 un entier tel que la normalisation I sur Z de
F(’a = (Xy x Xp) X (Frob™,1d), xsx %, 9 VErifie la conclusion de la proposition
IVS5.

Pour tout point fermé x : s < S avec y = ¢ o x et tout entier n > ny tel
que y o Frob"” = Frob” o y = x, on a évidemment

Lef, (F@ X Frob") = Lef, (F/@ X Frob"_”").

On prétend que
Lef, (I, x Frob"™) = cl(8") - x*(cl(T")).

En effet, les classes de cohomologie cl(ﬁ”_”o) et CI(F ) proviennent de sec-
tions de faisceaux de cohomologie a supports dans les images de §" " et
I :cestla fagon méme dont les classes de cohomologie sont définies dans
le paragraphe 2a de I’appendice A. Et Iintersection cl(§"~"0) - x* (cl(F )
provient de la section obtenue par produit “cup” dans un faisceau de coho-
mologie a supports dans I'intersection des images de 1m0 et F/ Or, puisque
I vérifie la conclusion de la proposition IV.5, les images de 50 et TV ne
se rencontrent pas en dehors de Xy x Xy. De plus, Xy est algébrique au
sens de Deligne-Mumford et 3o e F/ se coupent | transversalement sur
Xy x Xy. Le calcul de I’intersection Cl(8” noy . x* (cl(F )) se fait localement
(pour la topologie étale) au voisinage de chacun des points d’intersection
dans le champ Xy. On est ramené au cas d’une intersection transversale
dans un schéma lisse. D’ou la formule.

D’apres cette formule et 1a proposition IV.6, il existe des sections u/, sur
S des faisceaux ¢-adiques

R0 (o ):Qed —I), 1 #0,

X1 X yorop0 s X1

telles que pour tout point x et tout entier n > ny comme ci-dessus, on ait
Lef, (I'y x Frob") = cl(8" ") - x*(cl(I'"))

+ 3 =D el (8,770) - x*(u)).

10

Ici, I est la normalisation sur Z de I'j; = (Xy X X¢) X (Frob"0,1d),xx X, L' €t
donc
cl(8"7"0) - x*(cl(I'M)) = cl(8") - x*(cl()).

Pour toute / # ) telle que X; ne soit pas vide, notons u; I’'image de u/,
par I’homomorphisme d’image directe
n . p2d—|1
(FrOb O’ Id)* : R @ D(pil X(poFmb”O,S¥1)*Qe (d N |I|)

— R (py, 3 Quld — 1))
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Alors on a pour tout point x et tout entier n > ny comme ci-dessus

Lef, (I'y x Frob") = cl(8") - x*(cl(I) + Y (=11l (87) - x*(uy).
1#0

On conclut d’apres le théoréme A.13. m|

3) Généralisation au cas non propre

Dans ce dernier paragraphe, on ne suppose plus que X est propre sur S.

On considere toujours une correspondance géométrique sur X qui sta-
bilise Xy au voisinage de ses points fixes et on cherche a interpréter les
nombres de points fixes dans Xy en termes cohomologiques a la facon du
théoreme IV.7. On y parvient en recourant au théoreme de Fujiwara sur
la conjecture de Deligne. Cela amene a raisonner en termes de correspon-
dances cohomologiques sur les espaces de modules grossiers.

a) Espaces de modules grossiers

On note X* I’espace algébrique grossier associé au champ serein com-

pactifiable X sur S et p%er : X®¥ — § sa projection canonique. Comme X
est lisse de dimension d sur S, il résulte de la proposition A.5 que X*' est
cohomologiquement lisse de dimension d sur S au sens qu’il est muni d’un
isomorphisme naturel induit par X

R(PE)Qr > Qua)[2d] .

Pour toute partie / de {1, ... ,m}, on note ?‘fr I’image schématique de
X dans X*". C’est un fermé et d’apres le théoreme A.2, I’espace de modules
grossier de X; lui est relié par un morphisme fini, surjectif et radiciel. On
. . or ==ar . . . .
en déduit que Py - X, — § est cohomologiquement lisse de dimension
I

d — |I] au sens qu’on a un isomorphisme induit par X;
!
R(p%) Qe — Qu(d — |ID[2d = 2|11].

On note encore Z& = X* x, ¢ X* et Z& I’espace algébrique grossier
associé a I’éclaté Z de Z = X x,, s X. Tous deux sont cohomologiquement
lisses de dimension 2d sur S et ils sont reliés par un morphisme propre et
birationnel 7 : Z¥ — Z*&. N

Pour toute /, on désigne par EY le fermé de Z& qui est 'image
schématique de Ej;. Il est cohomologiquement lisse de dimension 2d — |/|

. . - T i T 2
sur S. Limage du morphisme composé Ej <> Z& —— Z est le carré

er er
:{I X(p,S :{I .
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On peut considérer aussi un point fermé x : s < § du schéma de base

S et un entier n € N tel que y = ¢ o x vérifie yo Frob” = Frob" oy = x.
gr, X

On désigne par X&, X8, X, 7, .’{gr Yz Zem et ET" les fibres de
XE, X, 72, 7% et EY' au-dessus de x (ou y) et par p%., pS, pg?, p?,

1 1
Pge P p‘%r,}» leurs projections naturelles sur s. D’apres le théoréme A.2(ii)

et la proposition A.5, toutes sont cohomologiquement lisses et on a des
isomorphismes canoniques

Y R(pE) Qe > R(p) Qe > Qu(d)[2d]

Y R(pE) Q= R(p% )'Qz = Qu(d — [ID[2d = 2|1]] ,
YR(pY) Q@ = R(p%:) Q@ = Q2d)[4d]
R(pE)Q > R(p5.) Qe = Qud)[4d]

“R(p§,) Q> R(p,) Q= Qud — |1])[4d —2111] .

ey
On notera encore §" : X¥ — X8 i XBY = Z& Y et 8] 1 X, —
—orx —g
X, X X, 7 " les graphes de Frob” ; ce sont des immersions fermées.
Le morphisme 3" : X* — Z* en induit un autre 8" : XY — Z&* qui
releve 8" et donc est une immersion fermée.

Enfin, pour toute partie non vide / de {1, ... , m}, 'image schématique
de

— T~ -
I
X 1 75— 78

~ (/A
L, y.er 1 . . . . .
estunfermé X;” —— Z&"* qui est cohomologiquement lisse de dimension

dsurs. N
D’apres le lemme IV.2, le produit fibré X&' x s zerx Z2"* est, comme

P P PR N e O
fermé de Z#"*, 1a réunion schématique de X&"¥ —— Z&"*etdes X;,” —

Z8%* dont les intersections mutuelles sont de dimensions < d.

b) Correspondances cohomologiques

On suppose dorénavant que I’endomorphisme ¢ de S est propre.

On considere une correspondance géométrique dans X au-dessus de ¢.
C’est un champ normal I' représentable fini sur X x, s X = Z, dont le
support de I'image |I'| est de codimension d et dont la seconde projection
pt : ' — X est propre. On suppose que I' est engendré par sa trace I'y
au-dessus de I'ouvert Xy x,, s Xy c’est-a-dire que I'y est dense dans I'. On
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dispose alors du transformé strict F de I dans Z qui est la normalisation
de I'y dans Z. Le morphisme T — T est représentable, projectif et
birationnel. - -

Notant ['#" et I'" les espaces algébriques grossiers associés a I' et I’

’ /A r——> Agr / /. Ter —>  aegr
et Pre, Pre © '8 S X% et pry, PRy 0 IE ¢ X® les deux couples
de projections, on sait d’apres la proposition A.6 que les correspondances
géométriques I" et I" se relevent en des correspondances cohomologiques

/1%

prgrQZ — p/r!‘grQZ
p/l’/‘zr Qf p{f!‘gr QZ

et que celles-ci induisent des endomorphismes en cohomologie £-adique a
supports compacts

@*R(px)Qr = R(px) Qe .

Ona:

Lemme IV.8. — Les deux endomorphismes en cohomologie

¢*R(px) Q¢ = R(px)Q

induits par la correspondance I et sa transformée stricte I' coincident.

Démonstration : Afin de montrer que les deux endomorphismes induits
sont identiques, il suffit de vérifier que, 7w désignant le morphisme propre et

birationnel I' — TI', le composé
/1 !/ /!
PraQe —> w77 praQe = mpe, Qe
/! — 1!
—> T Pfe Qe = M7 preQe

/!
— PreQe
se confond avec le morphisme

/1%

)
pr‘erZ — p/r"grQZ .

Ces deux fleches coincident sur un ouvert dense de I'#", donc partout puisque
ce sont les adjoints de morphismes

(PsP% Pre) Qe(d + dg)[2d + 2ds] —> Q

(en notant dg la dimension du morphisme lisse ps : S — SpecF,) bien
déterminés par leurs restrictions a la cohomologie d’un ouvert dense. O
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Pour toute partie non vide / de {1,...,m}, on notera F%r le produit
fibré E" x 7. '€ intersection de EY et I'® dans Z&". 1l est muni de deux

projections p%%r, 728 Fgr - X ] " dont la seconde est propre et qui vérifient

1"5r
g o p5 o P = pi 0 Plar.
.xl Fl xl Fl , . .« 1.

Si Y est’'un des espaces algébriques que nous considérons, par exemple
X, Z8 = X x, 5 X% ou Z¥, et Y’ est 'un de ses fermés, par exemple
A > ‘o . . . .
X;,X; x,5X; ou EY, on désignera par zy le morphisme d’immersion

z . .78 zer
fermée Y’ <> Y. On notera aussi ife, z%gr et z~§>r les morphismes finis
e — ze re — Ze& et [ — 72
= AT . . .

Comme X¥, Z& et les X, , E}" sont cohomologiquement lisses de di-

mensions d, 2d etd —|1|,2d — |I| sur S, on a des isomorphismes canoniques

(;ESI) Qe(IDI2IT] = Qy

(i Egr) Qe(IIDI21T1] = Q¢ -

Maintenant, on peut relever les I';' en des correspondances cohomologiques
—or
sur les X

Proposition IV.9. — Pour toute partie non vide I de {1, ... , m}, le produit
“cup” dans Z# avec l'isomorphisme

Q —> (i gz:) Qe(IIDI2111]
définit a partir de la correspondance cohomologique

!
pflgg(r Ql — p{r“.gr Ql

une correspondance cohomologique induite
FgrQl — prer/é

. =ar
sur le faisceau constant Qy de .’{f .
Celle-ci induit un endomorphisme en cohomologie {-adique a supports
compacts

" R(px, )1 Qe — R(px, Qe -

Démonstration : Comme Z&" est cohomologiquement lisse, on a un iso-
morphisme canonique

PheQe — (&) Qud)(2d]
et la correspondance cohomologique

/1%

|
PiaQ —> PraQe
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peut s’écrire ~
Q — (i) Qu(d)[2d] .
Son produit “cup” avec

Q — (i) QuIDI21]]
est un morphisme
Qe — (iZer) Qud + |1D12d +211]]

puisque [} = I x5 EY. .
Cette derniere fleche se récrit

/1% /!
Prer Q — Prer Qe

car Z& et ?ir sont cohomologiquement lisses de dimensions 2d et d — ||
sur S.
La derniere assertion résulte de la proposition A.6(ii). m|

c) Nombres d’intersections

Etant donnés un point fermé x : s < Setunentiern € Ntelsque y = pox
vérifie Frob” oy = y o Frob" = x, les endomorphismes en cohomologie
£-adique a supports compacts induits par " ou I" et les [';

=T,
¢*(px)1 Qe —— (px) Q¢
« (T)-
" (px Qe s (px, Qe
se spécialisent en

X _Tx

(P2 1 Qg == (P2 Qy ,

T
(P Qe —— (P Qe
D’autre part, les morphismes propres Frob” : X — X" et Frob”" : ?i
— %),C induisent des homomorphismes en sens inverse

(Pe)Q —s (pe)Qy

(P Qe RILIN (P Qe -

Notre but est de calculer sous certaines conditions la somme alternée
des traces

Tr (Fi x Frob”, (pggx)!(@g) = Tr(Frob” xT%, (pggy)g(@g)
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et
Tr (T} x Frob", (pg:)Q¢) = Tr (Frob” x (T'))7, (pg)Qr)

en reliant celles-ci a des nombres d’intersection. 11 faut d’abord définir ces
nombres.

Comme par hypothese X est un champ serein compactifiable sur S,

X® peut étre plongé comme ouvert dense dans un espace algébrique x¥
propre sur S. Quitte a éclater, on peut supposer que le fermé complémentaire
— ~gr
¥ — X est un diviseur de Cartier D&. On note Z° = X° X .8 X" etZ
Iéclaté de Z°' le long du fermé D# x, ¢ D# ; il est muni d’un diviseur
exceptionnel E*".

La correspondance I'#" sur Z&" s’étend par normalisation en des espaces
P — —~=gr — ~gr
algébriques T et T sur Z° et Z dont on note Prers Dfer €t pLgr, plgr
les projections sur X", De plus, ’espace algébrique compactlﬁable I'e se

plonge comme ouvert dense dans un espace algébrique T propre sur §
et on peut supposer que le morphisme e > e - 78 e prolonge en

F T - Z
Pour tout point fermé x : s < S, tous ces objets ont des fibres au-
dessus de x qu’on note en ajoutant x en exposant. La fibre X&"* est un

ouvert de I’espace algébrique X propre sur s et son complémentaire est
~gr,x . .
le diviseur de Cartier D#"* ; le morphisme Z  — Z5" est projectif, c’est

un isomorphisme en dehors de D& x; D" (pour y = ¢ o x) et I'image
réciproque de D" x; D&Y est le diviseur de Cartier E&"*.

Lemme IV.10. — Quitte a changer ¢ en ¢ o Frob™ (pour ng > 0 un entier
~eor =gr

assez grand) et I'®', e T T , T en les normalisées de leurs images
réciproques par (Frob™ 1d) : Z{gr X > X" x X%, onaen tout point
fermé x : s — S et pour tout entier n > 0 avec y = ¢ o x et y o Frob" =
Frob" o y = x les deux propriétés suivantes :

(i) Le produit fibré sur Z& = X x; X2 de T€ ef de 8" : X&) —
785 est propre sur. s Il en est a fortlorz de meme du produit fibré sur
chaque %, X %, " de Fg” etde 8 : %, — %% a %%r .

(ii) Les correspondances '8 et [er composées avec Frob” ont un ordre
d’annulation > 1 le long de D" x; DY au sens de la définition 5.3.3
Qegr[)lfujiwara]. 1l en est a fortiori de méme des correspondances induites
| R

Démonstration : On utilise toujours le méme argument géométrique tiré de
[Pink] :

Localement sur T, considérons les images réciproques ¢/, £” par les
projections p’rgr, p%gr de deux équations qui définissent le diviseur de Cartier
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D#t dans X¥. Comme pﬁyl(%gr) - p 1(x#) ou encore p_z,r ' - x)
;_/,grl (3€ — X*"), il existe un entier e > 1 et une fonction a bien définie sur
I’ouvert considéré de T* tels que

E//E — ae/ .

Choisissons n( de fagcon que ¢g"° > 2e. Si ’on remplace ™ eta par leurs
images réciproques via (Frob™, 1d) : I xX - X x X, cette équation
devient

g//e — az/q”()

Elle reste vérifiée si on spécialise au-dessus d’un point x : s < S.

(i) Dans le produit fibré sur X X X7 de Fgr et (Frob", 1d) : X

FELY  aReny
X7 x, X7 sont vérifiées les deux équations
e = aﬂ/q”()
¢ = E//q"

ol £"¢(1—a £"@""" =) = (. Dans ce produit fibré, I’image réciproque

de I’ouvert X&"* x; X&"” est donc définie par 1’équation

no+n _e)

1—at" =0;

elle est fermée c’est-a-dire propre et il en est de méme de son image
réciproque dans [ ou les I';

.. .. . . ng Ry

(i1) Par composition avec un Frob”, I’équation £ = a £'9" vérifiée sur
s s 12..2 =arnx .
I’ouvert considéré de I'" " devient

e — ae/q”()*”

qu’on peut récrire
(' /0) =a "
.. . . erx ,
Elle signifie que sur le transformé strict ' composé avec Frob”, ¢ /¢’
s’annule partout ot £’ s’annule ; c’est la propriété d’annulation al’ordre

gr, X

> | demandée par Fujiwara. Elle est vérifiée a fortiori par F puisque
=gr,x ~gr,x ~gr,x
le morphisme '  — Z  se factorise a travers [ . O

Supposons maintenant que la correspondance e vérifie la propriété de
conclusion (i) du lemme IV.10. Et considérons comme toujours un point
fermé x : s — Setunentiern € Navec y = ¢ o x, Frob" oy = x.

Cela permet de définir des nombres d’intersection de la correspondance
cohomologlque ', en x avec 8" : X' — Z* et aussi avec les composantes

% — ert(S" X' — Z"de%) Xgn, ZXZ
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On part de la correspondance cohomologique sur "

Q pr‘g,rQK p[‘gr@l .

En le point x, elle se spécialise en

Q¢ = x*Q¢ —> x* R Qe —> PFe Qe
qu’on peut écrire
Qe — (i grx) Qe(d)[2d]
ou
Q —> (&) Qua)2d] .
D’autre part, on a des isomorphismes

Q — "'Q@)2d],
Q — @'Qu@d2d],
Q — () Q4]

obtenus en composant (p%,)'Q; = Q¢ (d)[2d] etles (p_%,‘[/-gr)!(@g = Qu(d)[2d]
avec (p)'Qr = Qu(2d)[4d] et (p5,)'Qr = Qu(2d)[4d] transformés par
511 XEY Ly zeea B g L Zaa 5 NS G
En formant les produits “cup”, on en déduit des morphismes
Q — (iZ ) Qud)[4d)
Q — (& 5) Qud)[4d] .
Q — (i ﬁfrixan) Q(2d)[4d] .

Puis en prenant I’'image directe sur x (qui est propre puisque la conclusion
du lemme IV.10(i) est vérifiée) et en composant avec les homomorphismes
de traces sur Z&"* et Z&"* induits par Z et Z, on en déduit des fleches

Q = (P%),(80 ), (20 0) Qed)[4d) — (p5.),Q:2d)[4d] — Q

Q = (P2), (% 5),(%0 5) Qud)4d] — (p,)Qed)[4d] — Qi ,

Q — (P5), (i 3 (i 3) Q) 4d) — (p5),QeCd)[4d] — Q.
Les images de 1 sont des scalaires qu’on notera

Lef, (T x 8",
Lef (T x 3",
Lef, (F X 3?) .



Chapitre IV : Formule des points fixes 107

De la méme facon, on peut définir le nombre d’intersection en x
Lef, (F 1 X 8?)
de la correspondance cohomologique

/% (FI)* Vil
Prsr(@e - FgrQZ

avec . I
n . ’
8 X, — X, x X,

d) Formule des points fixes

Nous allons prouver :
Théoreme IV.11. —

(i) Supposons que X&' se plonge comme ouvert dense dans un espace

. S ; . S
algébrique X~ propre sur S qui devient un schéma au moins apres ex-
tension finie du corps de base IF,,. Et supposons que les correspondances

TetT satisfont les concluszons du lemme 1V.10.
Alors pour tout point fermé x : s — S et tout entier n € N avec
y=¢ ox, Frob"oy=x,0na

Tr ('} x Frob”, (px:)iQe) + Y (=D Tr (T} x Frob”, (px:)Qe)
I#0
= Lef, (I' x §") .

(i) Supposons de plus qu’au-dessus d’un ouvert S' de S, la correspondance
I satisfait la conclusion de la proposition 1V.5, que le champ Xy est
algébrique au sens de Deligne-Mumford et que la premiére projection
pi-w de la trace I'y de T" au-dessus de Xy x5 Xy est étale.

Si, pour x : s — §', on note Lef,(I'y x Frob") le nombre des points
d’intersection comptés avec multiplicités de Ty et du graphe de Frob" dans
X* %, X?, onaalors

Lef (T x 3”) = Lef, (F@ X Frob") .

Démonstration : (i) D’apres le lemme I'V.8, les correspondances cohomolo-

giques sur I'*" et ' associées aux correspondances géométriques I et r
induisent le méme homomorphisme ¢*(px)Q; — (px)Q, et donc on a

Tr (I x Frob”, (pa:)Q¢) = Tr (T% x Frob", (px:)iQy) -

. il 7z
La correspondance cohomologique pZ, Q¢ — pw(@g supportée par
T et relative au faisceau constant Qy sur X** peut étre vue comme une

correspondance cohomologique supportée par F et relative au faisceau
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N

sur X qui est le prolongement par 0 de Q, de X&' a X%, Comme X° est
un espace algébrique propre sur S, le théoreme général des points fixes
de Grothendieck-Lefschetz-Verdier s’applique. La conclusion du lemme
IV.10(i) étant vérifi€e par hypothese, il fait apparaitre des termes a distance
finie dont la somme n’est autre que Lef,(I" x §") et des termes a I’infini.
Or on a aussi supposé que la conclusion du lemme IV.10(ii) est vérifiée

oL < N . .
et que X~ devient un schéma (propre sur S) apres extension des scalaires
de F, a sa cloture algébrique IF,. Cela permet d’appliquer la proposition
5.3.4 de [Fujiwara], la somme des termes a I’infini s’annule et on obtient en
définitive N N

Tr (I' x Frob”, (px:)1Q¢) = Lef(I" x §") .
De la méme facon, on a pour toute partie / non vide de {1, ... , m}
Tr (T} x Frob", (pg:1Qc) = Lef, (T x 87) .
11 s’agit donc de prouver la formule :

Lef, (T x 8") + Y (=D Lef, (T} x 8]) =Lef (T x ") (1)
10

Le produit “cup” de la correspondance cohomologique

Qe — (iZ0) Qu(d)]2d]

avece
Qe — (8")'Qe(d)[2d]

est €gal a celui de la méme correspondance cohomologique récrite
Q —> (i) Qua)2d]

. . s . . jang /g
avec I’homomorphisme image réciproque via §" X zerx Z8"* —— §" :

Q —> () Q(d)2d] —> (2 enzes) Qe@2dl ()

On a vu que §" X zers Z8* est la réunion schématique de §" : X&' — Z&*
7 ), 8r g . . .
etdes 8 : X;° — Z&*. Sur chacune de celles-ci, on a un isomorphisme

Q — (™ 'Qu@)[2d]

ou

Q — () Qud)2d]

dont I'image directe via I'immersion fermée " < §" X zerx Z8* ou 8’} —
8" X zerx ZE* est un homomorphisme :

Qe —> (£, 7)) Qe(@)24] (3)g 0u (3);
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On prétend que la somme (3) des homomorphismes (3)y et (3); est égale a
I’homomorphisme (2). En effet, il résulte du lemme IV.2 qu’ils coincident
sur un ouvert dense donc qu’ils coincident partout puisqu’on peut les écrire
comme des homomorphismes

Qe — (P o 22) Qu(=)[=2d]
adjoints d’homomorphismes
(P 70):Qe — Qu(=d)[~2d]
completement déterminés par leurs restrictions a la cohomologie d’un ouvert

dense.
De ce que (2) est la somme de (3) et des (3),, on déduit :

Lef (T x 8") = Lef (T x 8") + ZLefx (T x3). 4)
J#D
De la mé&me fagon, pour toute partie non vide / de {1,...,m}, on a
I’égalité :
Lef, (T; x 8]) = Y _ Lef, (T' x ) (5);
J2I

Etant donnée la maniere dont chaque correspondance cohomologique I'a
été définie dans la proposition IV.9 a partir de I', cela résulte des deux faits
suivants :

e D’apreslelemmeIV.2,I’image réciproque de 87 : ?; — ?IC X ?}V — Z*
via Z* > Z* ou E} /> ?IC X ?i est la réunion schématique des
33 avec J 2 I.

. < ), er 5, .
e Pour toute partie J 2 1, le plongement & : X7}~ < Z#"* se factorise
).8r 2 oy . . =<),er
en X% < ES™" — 7 et isomorphisme sur X, *

Q — () Qud)2d]

est le composé de I’'isomorphisme
gr.x

Q > (ighs) Qud — 17D[2d — 21}

Egr,x
2 YA 5s . gr,x
et du transformé par (i %ﬁ,gr) de I'isomorphisme sur E%

Qu(d — 1IDR2d —21J]] — (iZa2)' Qu(d)[2d] .

Egr X
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En formant la somme alternée de (4) et des égalités (5);, on obtient
I’identité (1) cherchée.

(ii) La conclusion de la proposition IV.5 étant vérifi€e par hypothese, la
correspondance I'¥" et le graphe 8" : X8" — Z&"* ne se rencontrent pas en
dehors de I’ouvert Z{%r X Z{%r.

Dans I'ouvert Xy x, s Xy = Zy, la trace I'y de la correspondance I est
étale sur Xy via la premiere projection pr, donc elle est lisse sur S.

La correspondance cohomologique

1% /" ~ 25N
Qe = Prﬁr(@e — Prﬁr(@e = (lrgr) Qe(d)[2d]

ainsi que 1’isomorphisme

or,x

Q = (V'Q = (i) Qu@)12d)

correspondent aux sections cl(I'y) et cl(§"”) des faisceaux de cohomologie a
supports }6‘21-{1;]‘@[ (d) et Jf‘?gm@g (d) qui sont associées a I'y — Xy x5 Xy
= Zgetad : X, - Xj x, X = Zj d’apres le paragraphe 2a de
I’appendice A. o

Le nombre d’intersection Lef,(I" x &) est défini en composant leur
produit “cup” avec I’homomorphisme de trace sur Z%r’x induit par Zy. Par
conséquent, on a

Lef, (T x 8") = x*(cl(Ty)) - cl(8") .

Enfin, le calcul de I’intersection x*(cl(I'y)) - cl(8") s’effectue localement
(pour la topologie étale) au voisinage de chacun des points d’intersection
dans le champ Zy = Xy x, s Xy. Comme Xy est algébrique au sens de
Deligne-Mumford et lisse, on est ramené au cas classique d’une intersection
transversale dans un schéma lisse et on conclut

Lef, (T x §") = x*(cl(Ty)) - c1(8") = Lef, (I'y x Frob") . _

Nous pouvons maintenant généraliser le résultat du théoréeme IV.7 au
cas ou le champ serein X n’est pas nécessairement propre sur S :

Théoreme 1V.12. —Soit I une correspondance géométrique dans le champ
lisse (mais non nécessairement propre) X au-dessus de I’endomorphisme
@ de S (supposé propre). Ainsi la seconde projection pl. : I' — X est-elle
propre. On suppose de plus que :

e l’espace de modules grossier X¥ de X se plonge comme ouvert dense
dans un espace algébrique x¥ propre sur S qui devient en schéma au
moins apres extension finie du corps de base F, ;

o ['ouvert Xy de X est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford ;
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o au-dessus d’un ouvert S’ de S, la correspondance T stabilise I’ouvert
Xy de X “au voisinage de ses points fixes” et la premiere projection

pr, Lo — Xy
de sa trace Uy sur Xy X 5 Xy y est étale.

Alors, considérant I’homomorphisme induit par la correspondance T’

0 (penQ —— (p)Q; .

il existe des homomorphismes en cohomologie

o (pe ) Qe — (pg)Qe, 1 #9,

et un entier ng > 0 tels que pour tout point fermé x : s <— S et tout entier
n > ngavecy = @ox et Frob” oy = x, on ait

Lef, (F@ x Frob”" ) =Tr (Fi x Frob", (pxx)!(@e)
+ > (=D"'Tr ((I'))* x Frob”, (P?I‘)!Qe) .
144

Démonstration : 1l existe un entier ny > 0 tel que la correspondance I' sur
¢’ = ¢ o Frob" transformée de I" par Frob™ x Id : X x X — X x X vérifie
les conclusions du lemme IV.10 et de la proposition IV.5.

D’apres le théoreme IV.11, les homomorphismes en cohomologie

. (@)«
9" (px, )1 Q e (px ) Qe, I#0,

vérifient pour tout x et n > ny comme dans I’énoncé

Lef, (T}, x Frob" ") = Tr (I'* x Frob"™™, (px:) Q)

+ 2 (=T ((I)2 x Frob"™, (pg),Qr) -
1#0
Or on a évidemment
Lef, (F/@ x Frob" ™" ) = Lef, (F@ X Frob”)
et
Tr (I x Frob" ™", (px:)Q¢) = Tr (T} x Frob”, (px<)Qy) .

Les homomorphismes (I';), définis comme composés des

. . @)«
(Frob™)*¢* (p:):Qe — (P Qe
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et des isomorphismes réciproques des

Frob"0
(Frob™)*¢* (pz:)iQe —— ¢* (px: ) Qe

répondent a la question posée.

L. Lafforgue
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Chapitre V
Stabilisation des correspondances de Hecke

On a rappelé au chapitre 1 que pour tout niveau N le champ Cht), /a” au-
dessus de (X — N) x (X — N) est muni d’une action par correspondances
de I’algebre de Hecke #}, de niveau N (et aussi des deux endomorphismes
de Frobenius partiels Frob,, et Froby au-dessus de Ax_y = A Xxxx
(X — N) x (X — N). Mais comme Chty, /a” n’est pas de type fini et que
ses espaces de cohomologie sont de dimension infinie, on a €té amené a
définir dans Cht,/a” des ouverts de type fini Chty”="/a”. Ce faisant, on
a perdu I’action des correspondances de Hecke (et des endomorphismes
de Frobenius partiels) : elles sont bien définies génériquement dans les

Cht;’,ﬁfp /a” mais elle ne les stabilisent pas et les nombres de points fixes
Lef”” 65” (f x Frob%e©s" x Frobd® ") qu’on a calculés dans ces ouverts

sont a priori dépourvus de sens cohomologique.
La stabilisation des correspondances de Hecke se fait en deux temps.
Le premier consiste a retrouver des correspondances géométriques qui
agissent sur lacohomologie ¢-adique a supports compacts de champs sereins
plus gros que les Chty’="/a”. Quand il n’y a pas de niveau, il suffit
d’étendre les correspondances de Hecke par normalisation au-dessus des

carrés Cht" 7= /a” x Cht"P=P /a” car les Cht" "= /a” sont 2 la fois propres

et lisses sur X x X. On procéde de méme dans les Chty"="/a” dans le
cas de niveaux N tels que C}, admette une résolution des singularités C},
(par exemple si N n’a pas de multiplicités ou si » = 2). Pour un niveau N
arbitraire, on vérifie dans ce chapitre que les correspondances géométriques
définies par normalisation dans les Chty”=" /a” stabilisent les ouverts lisses
_—
Chty/=" a” ce qui implique qu’elles induisent des endomorphismes de
leur cohomologie.

Le second temps consiste a vérifier que ces nouvelles correspondances

—_— — s
dans les Cht"P="/a”, Cht\/=" /a” ou Chty’=" /a” stabilisent les ouverts
Chty"=" /a” au voisinage de leurs points fixes, de fagon & pouvoir appliquer
les résultats du chapitre IV et a donner un sens cohomologique aux nombres
de points fixes dans ces ouverts.
On montre aussi que les espaces algébriques grossiers associés aux

. < . z . 5\
champs sereins Chty”=" /a” deviennent des schémas au moins apres exten-
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—_—
sion finie du corps de base IF,,. Cela permet d’appliquer aux Chty”=" /a” le
théoreme de Fujiwara sur la conjecture de Deligne qui est 'un des princi-
paux ingrédients de la formule du chapitre IV dans le cas non propre.
Dans tout ce chapitre, on fixe encore une fois la courbe X projective,
lisse et géométriquement connexe sur le corps fini de base IF, a g €léments.

1) Propriétés des espaces classifiants de chtoucas itérés

a) Vérification de ce que les champs de chtoucas itérés sont sereins

Pour tout niveau N = Spec Oy — X, tout degré d € Z et tout polygone
de troncature p : [0,r] — R, assez convexe en fonction de X et N,
on a construit au chapitre III des compactifications Chty"”=". Ce sont

des champs algébriques au sens d’Artin, de type fini, contenant Chtg’,d’ﬁfp

comme ouvert dense et munis d’un morphisme

Chty"7=" — (X — N) x (X — N)

qui est propre au sens qu’il vérifie le critere valuatif de propreté. Si N = )
[resp. N # (], ce morphisme se releéve en un morphisme lisse

Cht**P=" — X x X x (A!'/G,,)"™"
[resp.
Chty""=" — (X — N) x (X — N) x Cjy ]
ou G}, est le champ algébrique au sens d’Artin qui est la normalisation de

C"" dans le revétement étale C}, , de Gg’N . Quand €}, admet une résolution
des singularités C}, (par exemple quand N n’a pas de multiplicités ou quand

,d, p= ,d,p= = £ . . ..
r = 2), Chty""=" = Chty""=" x o €} est une résolution des singularités
N

d, p< . . . .
de Chty""=" qui se trouve munie d’un morphisme lisse

—~—

Cht;\,}d,ﬁip — (X—=N) x (X—=N) x OZRN/A;,N

avec AN / ,A)gN le champ torique quotient d’une variété torique lisse AN

par son tore ,A)gN .
Afin de pouvoir appliquer les résultats du chapitre IV a des correspon-

dances dans les Cht;”="/a” (ou les Cht;’="/a” quand ils existent) au-

dessus de (X — N) x (X — N), il nous faut d’abord vérifier :

Proposition V.1. — Pour tout niveau N — X, tout degré d € 7 et tout
polygone de troncature p : [0,r] — R, assez convexe en fonction de X

et N, le champ algébrique Cht;’,d’ﬁfp (ou Cht;’,d’ﬁfp ) au-dessus de (X — N)
X (X — N) est serein au sens de la définition A.1.
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—_~—

Démonstration : Par construction, chaque Cht), 4P=p (ou Chty 4P=p ) est
représentable projectif au-dessus de Cht"*P=P x y..v (X — N) x (X — N).

1l suffit donc de vérifier que les champs de chtoucas itérés Cht"%P=F sur
X x X sont sereins. On sait déja qu’ils sont de type fini et séparés puisque

propres. Reste 2 vérifier la propriété (S3) pour un Cht"4P=F = X fixé.

Si N = Spec Oy < X est un niveau non vide, notons ici X" 1’ouvert
de X = Cht"¢P=P défini en demandant que pole, zéro et dégénérateurs
évitent N. D’apreés le lemme II1.13, X" est I'image réciproque par le mor-
phisme de restriction des chtoucas itérés de X a N

On

—_— ‘®
Cht"*P=P x y . x (X — N) x (X — N) —25 "V

de I'ouvert €V de C"V. Et d’apres la proposition IIL.11, ouvert Cy, de
C}, est un revétement fini plat de €V sur les fibres duquel le groupe fini
GL,(Oy) agit transitivement.

_

Par conséquent, Xy = XV xewv € = Cht;*”<" est un champ
algébrique représentable, fini et plat sur X" et il est muni d’une action
du groupe fini GL, (@) qui est transitive sur ses fibres. Si le degré de N est
assez grand en fonction du polygone de troncature p, le champ X n’a pas
d’automorphismes et d’apres le corollaire 8.1.1 de [Laumon, Moret-Bailly]
c’est un espace algébrique.

Quand on fait varier le support de N, les ouverts X" recouvrent X =

Cht""*P=P et ceci achéve de prouver que le champ algébrique Cht""¢P=7 est
serein. |
PP Ja 7~

Si a € A* est un idele de degré non nul, les Cht

]_[ Cht;vdp ” (ou les Chty PP gl ]_[ Cht?\,d P=Py sont
1<d<r|deg(a)| l<d<r|deg(a)|
également des champs sereins.

b) Schématisation des espaces de modules grossiers
La suite du présent paragraphe 1 est consacrée a la démonstration du
théoréme suivant qui permet d’appliquer aux espaces de modules grossiers

des Cht;’,ﬁfp /a” 1a conjecture de Deligne démontrée par Fujiwara pour les
schémas :

Théoreme V.2. — Pour tout polygone de troncature p (assez convexe en
Jonction de X), tout degré d € 7. et tout niveau N — X, [’espace algébrique

. ., . d, p< . . .
grossier associé au champ serein Chty""=" devient un schéma au moins
aprés changement du corps de base F, en une extension finie. |
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Procédons a une premiere réduction :

Lemme V.3. —Afin de prouver le théoreme V.2 ci-dessus, il suffit de montrer
qu’étant donné un polygone de troncature p (assez convexe en fonction
de X), alors pour tout entier d assez grand et tout niveau N = Spec Oy — X
de degré assez grand et sans multiplicités, I’espace algébrique
_—
r.d,p<p
ChtN X (

Ar—l
A-1G5 )

est un schéma quasi-projectif oi laction de G’ se releve & un fibré ample.

Démonstration : Les morphismes d’oubli du niveau

Chiy""=" — Cht"*P= xy, x (X = N) x (X = N)

sont représentables finis ; d’apres le théoreme A.2 de [Laumon, Moret-
Bailly], il suffit donc de prouver que les espaces de modules grossiers

X& associés aux champs X = Cht"*P=F deviennent des schémas aprés
extension finie du corps de base. Comme on peut faire agir a, il suffit de
le faire quand d est assez grand.

La propriété d’étre un schéma est locale et on peut remplacer X par les
ouverts XV définis en demandant que pdle, zéro et dégénérateurs évitent N,
pour N = Spec Oy — X des niveaux réduits de degrés assez grands.

On a un triangle commutatif

_
,d,p< N
Chty"P=" = XN x@nv CF X

—~—

Ar—l/an—l

ou la fleche horizontale est représentable, finie et plate et munie de 1’action
transitive sur les fibres du groupe fini GL,(Oy).

Supposons que 1’on sache que
Ar=1ep!

OO 1 ) £

est un schéma quasi-projectif ol I’action de G/"! se reléve a un fibré ample.

Alors il en est de méme de son quotient e par I’action du groupe fini
GL,(Ow).

. ~N, . 1o s 1 .

Le quotient de X . par ’action de G'! s’identifie 2 1’espace algébrique
grossier X"V'€ associé au champ serein XV. D’aprés le théoreme 1.1 de
[Mumford, Fogarty], on est réduit a montrer qu’au moins apres extension

. . ~N. . .
finie du corps de base tout point de X ¥ admet un voisinage affine stabilisé
par G'! et ceci résulte du lemme général suivant :
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Lemme V4. — Soit U un schéma quasi-projectif sur un corps F et muni de
I’action d’un tore T qui se reléve a un fibré ample.

Alors, quitte a remplacer le corps de base F par une extension finie, tout
point de U admet un voisinage ouvert affine stabilisé par T.

Démonstration : On peut supposer que U est plongé comme sous-schéma
localement fermé dans un espace projectif IP sur lequel 7 agit. On note U
1’adhérence de U dans P et 3U = U — U son bord.

Pour tout point u de U, il existe un polyndme homogene P qui est nul
sur U mais ne s’annule pas en u. Quitte a remplacer F par une extension
finie, on peut écrire

P=P+- -+ P

ou Py, ..., P, sont des polyndmes homogenes sur lesquels 7" agit par des
caracteres deux a deux distincts. Comme ces caractéres sont linéairement
indépendants, que P est nul sur 0U et que oU est stabilisé par T, tous les
Py, ..., Py sont nuls sur 0U. Mais ’'un des P; au moins ne s’annule pas au
point u et alors

UNn{p; #0} =UN{P; # 0}

est un voisinage ouvert affine de u dans U qui est stabilisé par 7. O

¢) Recours a la théorie de stabilité de Mumford et Seshadri

A partir de maintenant, on fixe un polygone de troncature p : [0, 7] — R,
(assez convexe en fonction de X), un niveau N = Spec Oy — X réduit et
de degré assez grand en fonction de p et un degré d assez grand en fonction
de X, p et N. On doit montrer la propriété du lemme V.3.

Cherchant 2 se rapprocher des fibrés, on note Vecy"”=” le champ
algébrique au sens d’Artin qui a tout schéma § sur [, associe le groupoide
des familles constituées de

e un fibré & localement libre de rang r sur X x S dont la restriction au-
dessus de tout point géométrique de S est de degré d et de polygone
canonique < p,

e des fonctions ¢4, ... , £,_ partout définies sur S,

e un homomorphisme complet

€ Qoy,s Onxs = En = Ol
dontI’image dans (A'/G,,) " (NxS) est (Onxs, £1), - .., (Onxs, €r_1)).

On rappelle qu’un tel homomorphisme complet consiste en une famille
d’homomorphismes linéaires partout non nuls

vt A8y —> A(Ohys) . 1=<s=<r,

qui vérifient en particulier les relations
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vs=<1_[2f_’>-ASv1, 1<s<r.

t<s

Le champ algébrique Vec"”=” est muni d’un morphisme sur A" et il
est de type fini.

Comme le polygone de troncature p a été choisi assez convexe en fonc-
tion de X, le polygone canonique de Harder-Narasimhan du fibré sous-jacent
& a tout point € = (8 > & < &" < 76) de Cht"P=" est majoré par p.
On a un diagramme commutatif

-, -
d, p< _ ,d, p<
Chty""=" X a1 gty A ! VecP=P

~

ou la fleche horizontale est un morphisme représentable et quasi-projectif.
On est donc réduit a :

Lemme V.5. — Afin de montrer la propriété du lemme V.3 et donc le
théoreme V.2, il suffit de prouver que dans les conditions ci-dessus, le
morphisme

— d, p<
)A’ ' — Vecy""=r

—_—
rd,p<p
ChtN X (Ar*l/an_l

N d.p< . .
se factorise a travers un ouvert de Vecy '=" qui est représentable par un
schéma quasi-projectif. |

. . . . d, p<
On va construire un tel ouvert quasi-projectif dans Vecy"”=" en re-

courant a la théorie des invariants géométriques de Mumford, a la maniere
de Seshadri pour les espaces de modules de fibrés stables.

On note X la courbe déduite de X par changement du corps de base IF,
en une cloture algébrique Fq. On commence par :

Lemme V.6. — Fixons un polygone de troncature p et un entier k. 1l existe
un entier dy tel que tout fibré & de rang r sur X, de degré deg(8) = d > d
et de polygone canonique < p vérifie :

(i) Ona H'(X, &) = 0 et § est engendré par ses sections globales.
(i1) Pour tout sous-fibré non nul ¥ de & de rang s < r et dont le degré
vérifie
deg(F) > ko+-d ,
r

le polygone canonique de ¥ et deg(F) — 7 d sont bornés par des
constantes qui ne dépendent que de p et k

(iii) Sous les hypotheses de (i), ona H' (X, F) = 0 et F est engendré par
ses sections globales.
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Démonstration : (i) Par dualité de Serre, H' (X, €) est nul si et seulement
siil n’y a pas d’homomorphisme non nul

8—>QY

C’est automatique si le polygone canonique de & est borné et son degré
est assez grand (en fonction du genre de X).
La seconde assertion provient de ce qu’on peut aussi imposer que pour
tout point x de X, H'(X, §(—x)) = 0.

(i1) est évident sur les définitions.

(ii1) résulte de (i) et (ii). O

Le degré d ayant été choisi tres grand, il résulte du lemme V.6(i) que si &

est le fibré sous-jacent a un point de Vec;\}d’ﬁfp , il est engendré par I’espace
HO(X, &) de ses sections globales, lequel est de dimension 4 = d+ (1 —g)r
(ol g désigne le genre de la courbe X).

Notant simplement V = Vec;\}d’ﬁfp ,soitV le champ sur 'V qui représente

le choix (modulo I’action de G,,) d’'un homomorphisme surjectif
(9X xS T &

qui, en la fibre au-dessus de chaque point géométrique de S, induit un
isomorphisme

H(X,0%) — H'(X.6).

Le champ V est un torseur au-dessus de 'V sous le groupe PGL,, et il
résulte de la construction par Grothendieck des “schémas de Hilbert” que
V est un schéma quasi-projectif.

Bien siir, nous allons rechercher un ouvert de 'V dont I'image réciproque
dans V soit constituée de points stables (au sens de Mumford) pour I’action
de PGL,;,.

On choisit un autre sous-schéma fermé réduit M < X qui évite N et
dont le degré est tres grand. On notera habituellement m et n les points
géométriques de M et N ; ils sont en nombres égaux aux degrés |M|, |N|
de M et N.

Pourm € M,n € N,onnote E,,, E, les espaces vectoriels canoniques de
dimension /4 sur les corps résiduels de m, n. On note Gr,, la grassmannienne
des quotients de dimension r de E,,.

On a un morphisme canonique

Vv nGrm<—> 1_[ AEV
meM meM

et aussi

Vv ]P(@ @Hom (A*E,, A°E )®("/”>

1<s<rneN
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si, pour n € N, E/, désigne I’espace vectoriel canonique de dimension r sur
le corps résiduel de n.
On munira les P(A"E)) d’une polarisation €,; > 1 et

P | € Hom (A°E,. N E)E

1<s<r
neN

d’une polarisation €y > 1.

d) Le critere numérique de stabilité de Mumford

Considérons un point géométrique V de V.
Il induit des points des Gr,, < P(A"E,") qui sont des espaces quotients

E, SN V,, de dimension r.
D’autre part, il induit un point de I’espace projectif

P| @ Hom (A’E,, NE)E

1<s<r
neN
qui est représenté par une famille d’homomorphismes non nuls
G ] al
V= (‘Usn . AbEn — AAEn) lsgﬁr .
n

On cherche des conditions sur V qui impliquent que pour tout sous-
groupe a un parametre
c:G, — SL,,

on ait avec les notations du paragraphe 2.1 de [Mumford, Fogarty]
u(V,c) > 0.

Pour un tel ¢, on a évidemment
u(V.o) =€y p_ 1V, ©) + enpn(v, ©) .
meM

L’espace canonique de dimension 4 admet une base ey, ... , e, dans
laquelle ¢ s’écrit
cyej=1t"e;, 1<j=<h,

ou les n; sont des entiers non tous nuls qui vérifient

ng>--->n, et E n;=0.

I<j=<h
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Si J est une partie de {1, ..., i}, on note e; le produit extérieur (dans

I'ordre) des e;, j € J,etn; =) n;j.
jeJ

On voit sur les définitions qu’on a pour tout m € M
u(V, o) =max{n; | J C{1,... h}, J] =r, A'm,(es) # 0}

et de méme
w(v, ¢) = r! max {/L(vf,, c)}

1<s<r

neN

ol,pour 1 <s <retn e N,
) ny .
) =max |2 1T S {1 k) L=, ven) £0)
S

Dans le cone n; > --- > ny, y_ nj = 0, chaque expression u(V,,, c) est

J
linéaire en les coefficients ny, ... , nj (voir le paragraphe 4.4 de [Mumford,
Fogarty]) etil en est de méme de chacune des expressions p (v}, ¢) pour n et

s fixés. D’autre part, une famille de coefficients (ny, ... , n;) dans ce cone
s’écrit comme un barycentre a pondérations «;, ... ,®;—; > 0 (de somme
h—1
> ay = 1) des familles n , de la forme :
=1

n :"'Zi’lfzh—f

nper ==y =—f

Or, pour ces familles, les i (V,,, c¢) etles w (v, ¢) ont une expression simple :

Pour m € M, notons F,, 'image dans V,, du sous-espace vectoriel F de
base ey, ..., es. Alors on a pour la famille n,

w(Vy,, ) = hdim(F,) — fr.

De méme, pour n € N, notons F, I'image de F dans le quotient V,, de
E, induit par V.

Soitr = (r = r; + --- + ry) la partition de I’entier r qui correspond
a la strate de A"~ qui contient I’image de V. On note comme toujours
r-={0,r,...,r1+---+n_tetrt ={r,...,r1 +---+ri}. Et pour
s e€{l,...,r},onnoteici s~ le plus grand entier dans r~ tel que s~ < s et
sT le plus petit entier dans r* tel que s < s,

Chacun des espaces V,, n € N, est muni d’une filtration décroissante

V, =V Vi ... DV =0

par des sous-espaces V', s € r~ Ur*, de codimension s.
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Avec toutes ces notations, on a alors pour la famille n, et pour n et s
fixés

() = Zmin{ i (Fy/ FuN ). dim (£ /F0 V) + =5} 1

En résumé, on a prouvé :

Proposition V.7. — Pour que ’image d’un point géométrique V € V de
type r dans ’espace projectif

[[P(AEy) x P | €D Hom (A’E,, NE)P

meM I<s<r
neN

soit stable, il faut et il suffit que pour toute filtration de [’espace canonique
de dimension h par des sous-espaces non triviaux F et pour toute famille
de pondérations ap > 0 de somme 1, on ait

rew Y3 [ dim(Fn) dim(F):|

meM F

I<s<r
neN

+ rley max ap[%min{ dim (F,/F, N Vrf+)’
F

dim (F,/F, N Vi )+ (s —s7)} — dim(Ff)]> 0.

e) Une condition ouverte suffisante pour vérifier la stabilité

Si & est le fibré sous-jacent a un point de 'V de type r, les fibres &, de & en les
points n € N sont munies de filtrations décroissantes par des sous-espaces
€S, s € r- Urt, de codimension s qui sont induites par la structure de
niveau &y = (9%.

Si F est un sous-fibré d’un tel &, on notera ¥, la fibre de F en tout
point n € N et ¥, les images réciproques des &; par I’lhomomorphisme
F,— &,.

Ona:

Lemme V.8. — Considérons la condition suivante portant sur les points
géométriques de 'V :

(S) Pour toute filtration par des sous-fibrés non-triviaux F du fibré &
sous-jacent a un point donné de type r de 'V et pour toute famille de
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pondérations ag > 0 de somme 1, on a l'inégalité

1<s<r

rg(F
Zaydeg(?)<Md+Zmax oy

F neN F

N r

|:rnin{ dim (%,/7;"), dim (F,/F )+ =5} rg(?):|

Alors :

(1) Pour que cette inégalité soit vérifiée par toutes les filtrations par des
sous-fibrés F de &, il suffit qu’elle le soit par les filtrations non triviales
par des sous-fibrés maximaux.

(i1) La condition (S) définit un ouvert V' de V.

Démonstration : (1) Si F et ' sont deux sous-fibrés de & avec F — F/,
rgF =rgF ' etdeg ¥ = deg¥F + 1, F, — ¥, est un isomorphisme en
tous les points n € N sauf un au plus. En ce point-la chaque différence

% min { dim (%,/F,°"), dim (F,/F* ) + (s —57)}

_% min { dim (F,/F;"), dim (%,/F; ) + (s — s7)}

est bornée par 1 car les deux expressions sont toujours comprises entre 0
et 1. Elleest < 1si F' = & et s = r. Si donc {F}' est une filtration qui
comprend F' et vérifie (S) et si {F} est une filtration déduite de {F}' en
remplacant ¥’ par ¥, alors {¥} vérifie aussi I’inégalité (S). D’autre part,
la filtration constituée de & seul vérifie I’égalité.
(i1) La condition (S) est constructible.

Elle est stable par générisation car si V est un point de 'V spécialisation
d’un point V', on a :

e Le type r de V est un raffinement du type r’ de V.

e Le fibré & sous-jacent a V est une spécialisation du fibré &' sous-jacent
aV', les &, n € N, sont des spécialisations des & et pours € r'~ Ur't,
les &,° se spécialisent en les &;.

e Tout sous-fibré ' de &’ se spécialise en un sous-fibré F de & de méme
rang et méme degré et pour tout s € r'~ Ur'", ona

dim (£, /F,*) = dim (F,/F,) .
Cela suffit pour conclure car, notant pour tout s € {1, ... ,r}
sT=max{ter ,t<s}, st =min{t ert,t > s},

s =max{ter ,t<s}, s =min{t € r'",t > s},
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avecdonc s~ <s  <s<sT <sT,ona
dim (%,/F:") < dim (F,/F") < dim (F,/F"")
dim (%,/F, ) + (s —s7) <dim (F,/F" ) + (s = s7)
<dim (F/F )+ (s —s7)
d’ol
% min {dim (%,/F;"), dim (F,/F) + (s —s7)}

n

<! roin [dim (F,/F°"), dim (F,/F" ) + (s — s}
N

On notera V' ’ouvert de V image réciproque de I’ouvert V' de V.
Sur I’espace projectif produit

[[P(AE;) x P | €D Hom (A'E,, NE)T

meM I<s<r
neN
on met une polarisation (€y, ... , €y ; €y) telle que
M| r|N| |
EMm =T.€N
h —|N|

Avec ce choix, nous allons prouver :

Théoreme V.9. — On suppose que le degré d est assez grand en fonction
de X, r, du polygone de troncature p et du niveau N et que le degré |M| de
M est assez grand en fonction de X, r, p, N et d. Alors le morphisme

V s 1_[ P(A'E)) x P GB Hom (A“En, AsE;l)ca(rz/S)
meM l<s<r
neN

vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) 1l envoie W% dans I'ouvert des points stables.
(i1) Deux points de V' ont méme image si et seulement si ils sont transformés
l'un de I’autre par G,,.
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Démonstration : (i) Considérons donc un point V de "V’ dont on note € le
fibré sous-jacent et r le type.

Etant donné F un sous-espace propre de I’espace canonique de dimen-
sion £, on peut considérer le sous-fibré & de & qu’il engendre. Comme
precedemment les fibres de ¥ enlesn € N sont notées ¥, ; elles sont
munies de filtrations (F,)se,~ur+. On désigne par £, les fibres de £ en les
m € M et par ;" les noyaux des homomorphismes f — &.

En notant ho(fF) et ' (F) les dimensions de HO(X, ) et H' (X, ¥),
on a bien sir

dim(F) < h°(F)
et I’inégalité est stricte si F = &.

11 suffit donc de prouver que si {F } est une filtration non triviale de & et
les a¢ sont des pondérations > 0 de somme 1, on a

|M|ZZ%[L & )—h‘)m}

meM F
S e ;‘”[? min { dim (,/%,"),

T

dim (F,/F; )+ (s — s} — ho(}‘)} >0
(en effet, cette expression vaut 0 si tous les ¥ sont égaux a &). Cela se récrit

> arh®(F) + _r|N| I_A14| 373 ar dim(F)
F

meM F

h—INI

> g re(F)

F

+|N]| max Za min{dim(}'n/?’1s+)’dim(}~n/}~n )-l-(s—s—)}

I<s<r Ky
neN

On a besoin du lemme suivant :

Lemme V.10. — Soient F et F' deux fibrés de méme rang sur X, reliés par
un homomorphisme injectif ¥ — F' et tels que F soit engendré par ses
sections globales.

Alorsona :

(i) deg(F'/F) < deg(F"),
(ii) hO(F') < rg(F') + deg(F").

Démonstration : (i) Le fibré F contient un sous-fibré de la forme (9rg$

Le quotient ¥/ (9%$ est de torsion donc

deg(F'/F) < deg (5?’/(9%’”) = deg(F) .
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(i1) On a la suite exacte
0-F —>F —-F/F -0

ou F’/F est de torsion et ol on peut supposer que F est de la forme
(grgT

< - Mais dans ce cas

WO(F) < h%(F) + h%(F')F) =rg(F') + deg(F) .

Suite de la démonstration du théoreme V.9 : Comme le polygone canonique
du fibré & est majoré par p, il résulte du lemme V.10(i) que pour tout
sous-fibré ¥ de &, on a

F
Zdlm n: a d+ phg¥F).
meM

Considérons d’abord les sous-fibrés F dans la filtration qui vérifient
h'(F) # 0. On prétend qu’ils satisfont 1’inégalité
1 h—|N| (rg F

hW(F) + —
(%) ™

— |N|
rg(F).
-

d+ p(r 57))

En effet, ayant fixé un entier k, et ayant pris d assez grand en fonction
de kg et du polygone p, on voit d’apres le lemme V.6(iii) que

F
deg(F) < ko + 214
r
si bien que d’apres le lemme V.10(ii) ci-dessus on a
F
ROF) <ko+ 2L d1reF .
r

Comme h = d + (1 — g)r, on est réduit a prouver

1 (h—|N
k0+—d+ ?’—}——( | D( d—&—p(rgf/’))
\M[

F N
§id+(1—g)rgf/7—urg?.
r r

C’est vérifié si kg est pris suffisamment négatif en fonction de r, |N| et g
puis | M| suffisamment grand en fonction de r, |N|, g, p et d.

Ceci nous rameéne au cas ou tous les éléments ¥ de la filtration vérifient
hY(F) =0, soit

h(F)=degF + (1 —g)rgF .

Comme le point V' vérifie la condition (S) du lemme V.8 qui définit les
ouverts V' et V', la différence
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min {dim (,/ ;") dim (F,/F) + (s — s7)}

N

g = |N| maxZaf
I<s<

neN

F
—Zozf [degf ——d+|N| g—i|
F

est > 0. Il s’agit de prouver

Y arldeg F + (1 —g)rg F1

1 h—|N| rg
+|M| - ;0{}“[
57 N
rg — | Ir ?}
r

<8+ZO{$‘ |:degf/7——d+|N|

qui s’écrit encore

1 h—|N| rg ¥
M p Za¢[7d+p(rg5~“):|<s.

Dans le simplexe des familles de pondérations «# > 0 de somme 1, il existe
une décomposition en polyedres convexes ou € est une fonction linéaire et
dont les sommets ont des coordonnées « ¢ rationnelles ne dépendant que
de r. Il suffit de traiter le cas de ces sommets («#) mais alors ¢ > 0 est
minorée par une constante positive qui ne dépend que de r et I'inégalité ci-
dessus est automatiquement vérifiée si | M| est pris assez grand en fonction
de g, r, p, |N|etd.

(i1) Considérons deux points V et V' de V! qui ont la méme image dans

1/¢
[1P(a"Ey) <P | @D Hom (A’E,. A°E,)*"
meM I<s<r
neN
Soient & et &’ leurs fibrés sous-jacents. Ils s’écrivent comme les quo-
tients de (9% par des sous-fibrés maximaux # et F'.

Il s’agit de montrer que H = F’' c’est-a-dire que H — & et H' — &
sont nuls.

Supposons par exemple que F' — & n’est pas nul et notons F son
image, K’ son noyau.

Comme la restriction a M de J' — & est nulle, £ est contenu dans
&(—M) et on peut majorer

F
deg F < % d+ p(aF) — |MIreF .
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D’autre part, on a
deg #H' = deg (9% —deg& = —d

et deg K’ < 0 puisque K’ est plongé dans (9%.
On en déduit deg F = deg #' — deg XK' > —d.
Il y a contradiction si | M| est assez grand en fonctionde r, petd. 0O

On déduit du théoreme V.9 :
Corollaire V.11. —

(1) Leschéma V' est quasi-affine au-dessus de

[1P(nE)) x P | @ Hom (A°E,, A°E,)*"
e R
Le fibré ample image réciproque est naturellement muni d’une action
du groupe PGLy, (et aussi du tore G'1).
(ii) Relativement a cette action de PGLy, sur son fibré ample, tous les points
de V' sont stables.
(iii) L’ouvert V' de 'V est un schéma quasi-projectif (dont le fibré ample
naturel est muni d’une action de G").

Démonstration : (i) D’apres le théoreme V.9(ii), la projection sur cet es-
pace projectif produit du quotient V'/G,, de V' par I’action libre de
G, est un monomorphisme. D’apres le corollaire A.2.2 de [Laumon,
Moret-Bailly], c’est un morphisme quasi-affine et il en est de méme
de la projection de V'. N
(Remarque : En fait, on peut montrer que la projection de V'/G,, est
une immersion localement fermée.)

(i) résulte de (i) et du théoreme V.9(i) d’apres la proposition 1.18 de
[Mumford, Fogarty] chapitre 1, paragraphe 5.

(iii) résulte de (ii) d’apres le théoreme 1.10 de [Mumford, Fogarty] cha-
pitre 1, paragraphe 4. O

f) Vérification du critere de stabilité par les chtoucas itérés

Nous allons montrer maintenant :

Proposition V.12. — Si le degré |N| du niveau réduit N = Spec Oy — X
est assez grand en fonction de X, de r et du polygone de troncature p, le
morphisme
o rdp<p 1, YaodP=p
ChtA’, e X(N“/G;fl) A — Vec](, ==y

se factorise a travers l'ouvert V' de V.
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Démonstration : Considérons donc un point géométrique & = (§ — &’

—_—
€l TE = € Ey = OF) de Chty" T x oo AT
Soit r son type.

On sait que &, &', &” sont munis de filtrations croissantes canoniques
(&), (&), (&) par des sous-fibrés maximaux de rangs s € r~ Ur™. Le
fibré & est de degré d, sa filtration canonique de Harder-Narasimhan est un
raffinement de (&), son polygone canonique est majoré par p et on a

deg(&,) — fd elp(s) — 1, p(s)]. ¥ser~ Urt.

. . , . )
D’autre part, & est muni d’une filtration décroissante (& ) par des sous-
fibrés maximaux de corangs s € r~ Ur™ et on a des isomorphismes

g g =¢gl/g .

Pour 0 < 57 <s <rfresp.0 =5 <s<r,0<s <5 =r,
0 = s~ < s = r] on a un isomorphisme &/&” = &/&- [resp. un
plongement de degré 1 &/€" <= &/&-,&/&_ — & /&-,E]/E —
§,/6, < &/&-].
Comme p a été pris assez convexe, la filtration canonique de Harder-
Narasimhan du fibré B
@ 8S /89

sert

est un raffinement de la filtration par les

EBEA /gs, ter-Urt.
s€[+
s<t

On notera p le polygone canonique de ce fibré. C’est un polygone convexe
? : 10,r] = Ry, s’annulant aux points extrémaux 0 et r et qui admet des
ruptures de pentes en les entiers s € r~ Nrt.

On sait d’autre part qu’en tout point n € N, le transformé par t de la
filtration décroissante (&;) de la fibre &, de & en n qui est induite par la
structure de niveau &y = (9% coincide avec la filtration induite par celle

(&)de'€ par des sous-fibrés.

Selon le lemme V.8(i), on doit montrer que si {F} est une filtration non-
triviale de & par des sous-fibrés maximaux et les oz sont des pondérations
> (0 de somme 1, on a

rg ¥
Zay deg(¥) < Zay . d+ lrrflfléir
F F nenN

N r

Z |:min{dim(}'n/}',f+),dim(ﬂ/?j_)+(s—s_)} rg}':|
(O %

F
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(pourvu que |N| soit assez grand en fonction de p). Ici encore on peut
supposer que les a# sont des rationnels éléments d’un ensemble fini qui ne
dépend que de r. Les expressions

min {dim (?n/?,er), dim (?n/?f) + (s — s‘)} B rg?’j|

max E (0%
1<s<r Ky r
F

sont toutes > 0 et quand elles ne sont pas nulles elles sont minorées par une
constante > 0 qui ne dépend que de r.

Pour tout élément ¥ de la filtration {¥}, notons d’autre part (F) =
tF ﬂgs)sef ur+ lafiltrationde " F = F induite par la filtration décroissante
(€) deé.

On a la majoration

deg(F) = deg(¥)

= deg(F /F)

sert

Srg?

d—|Ns|+ Y [5G~ +1e(F [F)) =B

sert

ol |Ng| désigne le cardinal du sous-ensemble N& de N des éléments n
pour lesquels il existe s € r~ N r* vérifiant

dim (%,/F;) #re(F/F) =dy .

Comme par hypothese le cardinal |N| est tres grand en fonction du
polygone p, on est ramené a montrer que si la filtration {F} vérifie

: st s e
Zom |:m1n{d$,d$ +(s—v )} _rg?j| <0
F

S r -
pour tout s, 1 < s < r, alors
Yar Y [Bs™ +dy —dy) = psT)] < 0.
F sert

Le polygone p : [0, r] — R, est convexe et il a des ruptures de pentes
en les entiers € r~ N r*. Il s’écrit comme une somme

P=Y_ 7
1<t<r

ou chaque p, est un polygone convexe qui est affine sur [0, 7] et [z, r] et
méme a une rupture de penteenzsiz €r- Nr'.
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Pour tout ¢, 1 <t < r, I'inégalité

Za, Y [Pils +dy—dy) —Di(s)] <0

sert

est exactement équivalente (si p, # 0) a I'inégalité

ldi dy + -1 F
ZOU |:m1n = +( )} g :|§O

t r

laquelle est vérifiée par hypothese.
De plus, on a pour tout ¥

min {d;,d’f_ + (r —r‘)} -t

r r

>0

etil y a égalité si et seulement sid; =r1g F — (r —r~) puisque dfy =1g F
etdy .—/dg = (r—r7).
L’inégalité

dr dr q
Z(XT |:m1n s + (r — )} B rgfi| <0

r r

impose donc que pour tout £, on ait
dy =1gF —(r—r7).

Comme la filtration {¥} est non triviale, cela impose r~ > 0 et on obtient

une inégalité stricte
d r1gF
Sy [ v g_} <0
re r r

qui implique
Zafz sTHd —dy )~ P ()] <0
sert
(puisque p,- # 0) et donc

Z“TZ T +dy —dy ) —pGsT)] <0,

sert
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2) Stabilisation des correspondances de Hecke dans un ouvert lisse
a) Prolongement des correspondances de Hecke par normalisation

Pour tout niveau N < X et comme rappelé dans le paragraphe lc du
chapitre I, a toute fonction f € H}, est associée une correspondance finie
étale, encore notée f, dans Cht), Ja% x xux (X — Ty) x (X —Ty) au-dessus
de I'identité de (X — Ty) x (X — Ty), pour Ty un ensemble fini de points
fermés de X contenant N qui dépend de f. C’est une combinaison linéaire
finie de champs I",(g) munis de morphismes représentables finis

Iy (g) — Chty/a” xxxx Chty/a” xxxx (X — Ty) x (X — T)

dont les composés avec les deux projections sur Chty, Xx,x (X — Ty) x
(X — Ty) sont représentables finis étales.

D’autre part, A désignant le schéma complémentaire dans X x X
de la diagonale et de ses images réciproques successives par les endo-
morphismes Froby x Idy et Idy x Froby, on dispose des deux endomor-
phismes de Frobenius partiels Frob,, et Froby dans Chty /a? xx.x A au-
dessus des endomorphismes Froby x Idy et Idxy x Froby de A ; ils vérifient
Frob,, o Froby = Frob, o Frob,, = Frob.

Notant Ay = A xxxx (X — Ty) x (X — Ty), on peut considérer
pour tous entiers s, u € N la correspondance f x Frob, x Frob; dans
Chtyy /a” X xxx Ay au-dessus de Frob} x Frob, obtenue en composant la
correspondance f et les endomorphismes Frob et Froby. C’est une com-
binaison linéaire finie de champs munis de morphismes représentables finis
sur (Chty /a” x xx x A £) XFrobs, x Frobl. A s (Chtly /a% x xxx A ¢) dont les com-
posés avec la premiere projection sur Chty, /a” x x x A ¢ sont représentables
finis étales.

On remarque que les transformés par une telle correspondance des
points génériques de Cht)y/a” consistent encore en des familles de points

génériques de Chty /a” ; tous sont dans I’ ouvert Cht;\’,ﬁfp /a” pour n’importe
quel polygone de troncature p : [0, r] — R,. Cela signifie que chaque cor-
respondance f x Frobl  x Frobj est engendrée par sa trace dans 1’ouvert

rp=p 7 rp=p 7
(Chty="/a” X xx Af) XErows, xFrovt.a, (Chty"="/a" xx.x Af)
et on est autorisé a noter encore f x Frobl  x Froby la normalisation de
celle-ci au-dessus de la compactification
rP=p L rpsp 7
Chty"="/a X Frob, x Frob%,(X—N)x(X—N) Chty =" /a

ou bien au-dessus de

—_~— —_~—

nPEP )L r.p<p; 7
Chty"="/a” Xprobs, x Frob, (x—N)x(x—~) Chty"="/a
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quand on sait que C}, admet une résolution des singularités élr\, (par exemple
quand N est simple ou quand r = 2).
Résumons :

Lemme V.13. — Pour tout niveau N — X, tout polygone de troncature
p : [0,7r] — Ry assez convexe en fonction de X et de N, toute fonction
f € Hy, et tous entiers s, u € N, I’écriture composée

f x Frobl x Froby

définit une correspondance dans Cht)y PP /a” (ou dans Chty PP /a” quand il
existe) au-dessus de l’ endomorphzsme Frob’, x Frob; de (X N)x(X—N).
Elle est engendrée par sa trace dans [ ’ouvert

Cht;P=" Ja* x Cht;P=" ja” |

Enfin, la premiére projection de cette trace sur Chty nP=p /a” est représen-
table étale au-dessus d’un ouvert de (X — Ty) x (X Ty) qui contient
Ar=Axxux (X —=T¢) x (X —Ty) et nedépend que det =u —s. 0O

De la mé&me facon, si p < ¢ sont deux polygones de troncature assez
convexes en fonction de X et N et d € Z est un degré, on peut considérer la

correspondance dans Chtg’,d’ﬁfp X (X—N)x (X—N) Cht?(,d’ﬁsq (ou éventuellement

Chty""=" X (x_y)x(x—w) Chty"”=%) qui normalise le graphe de Iinclusion
d < r,d,p<
Chty"P=" < Chtiy"=?.

Dans chaque Chty 7=, Cht;*7= 3 désigne I"ouvert défini en demandant
que non seulement le pole et le z&ro mais aussi les dégénérateurs de chtoucas
itérés évitent le niveau N. Rappelons que d’apres le corollaire 111.14, le
morphisme

_—
Cht;"7<" — (X — N) x (X = N) x A"~ /G

est lisse des que p est assez convexe en fonction de X et V.
La suite du présent paragraphe 2 est consacrée a la démonstration du
théoreme suivant :

Théoreme V.14. — Soit p : [0, r] — R, un polygone de troncature assez
convexe en fonction de X et N. Alors :

(1) Pour tout autre tel polygone q > p et tout degré d € 7, la corres-
pondance dans Chtr’d”7 =p X(X=N)x(X—N) Chtr’d’p =4 qui normalise le

graphe de Pinclusion Cht;*P=" < Cht;*"=? envoie Chtrd” 3 dans

Cht?\’,d’p =0 et inversement.
(ii) Pour tous entiers s, u € N et toute fonction f € by /a”, la correspon-

dance normalisée f x Froby >< Froby, dans Chty, P=P /a” stabilise dans

les deux sens I’ouvert Chtr = /a” m|
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b) Dégénérateurs des chtoucas dégénérés

Afin de démontrer le théoreme V.14, il nous faut étudier concrétement la
fagon dont les chtoucas dégénerent, comme dans le paragraphe 2 de I’article
[Lafforgue, 1998].

Considérons donc un chtouca § = (& — & «— §” < '§) derang r
sur le corps des fractions K4 d’un anneau de valuation discréte A. On note
14 une uniformisante de A et k4 = A/m4 A son corps résiduel. L’ anneau
local Ay du point générique de la courbe X ® k4 dans la surface X ® A
est aussi un anneau de valuation discrete qui admet 4 pour uniformisante ;
son corps des fractions K 4, est le corps des fonctions de X ® A et son corps
résiduel x4, est le corps des ionctions de X Q «y.

La fibre générique V de & est un g-espace de dimension r sur K4, au
sens de Drinfeld (voir le paragraphe 2a de [loc. cit.]).

Soit M un ¢-réseau itéré dans V (au sens de [loc. cit.], paragraphe 2a,
définition 1). II lui est associé en particulier une partition r = (r = r| +
-« -+ 1) de I'entier r.

Le réseau M de V permet de prolonger § < &' <= &” en

(M) — &' (M) < &"(M)

ou &(M), & (M), &" (M) sont trois fibrés localement libres de rang r sur
XQ@Aet&E(M)— & (M), &' (M) — &' (M) sont deux plongements dont
les conoyaux sont supportés par les graphes de deux morphismes oo, 0 :
Spec A — X et sont libres de rang 1 sur A. On note &M — &M <> g"™
la restriction 2 X ® k4 de ce diagramme.

Tout éléments € r* = {r;,r1+ry, ... ,r}aunprédécesseur s~ € r~ =
{0,r1,..., 711+ +r}ettout élément s € r~ aun successeur s € r.
L’espace VM = M/, M de dimension r sur K4y €st muni de

e une filtration croissante (VM)c,~u,+ de VM par des sous-espaces VM

de dimension s,

o une filtration décroissante (V. )ye,u,+ de V¥ qui vérifie VM =V @

T VsM’ VS,

e des isomorphismes
VSA{/V?/I — vMivM D sert.

Comme V¥ s’identifie 2 la fibre générique de &M, &M et &M, on a des
filtrations induites par des sous-fibrés maximaux

o (EM)de &M, (M) de &M, (&/M) de &M,
° (E;W) de 7&M avec
—M
Vs, eM =¢ @ "€M génériquement,
e plus des isomorphismes bien définis génériquement

R
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On rappelle enfin qu’un sous-espace W de V¥ est dit bon s’il existe
s € rtelque V¥ ¢ W € VM etque I'isomorphisme VsA{/V;W — vMyM
se restreigne en VSA{ nw-> w/ Vf‘f . Il induit des sous-fibrés maximaux

eM M &M derang w = dim W dans €M, &M, &"M.

_ Le diagramme & < &M <> &' muni des structures induites par
& via le gp-réseau itéré M est appelé un chtouca dégénéré ; ce n’est pas
nécessairement un chtouca itéré. Mais méme si I’on ne s’intéresse qu’aux
chtoucas itérés, pour aller de I’un a I’autre par une suite de transformations
élémentaires du ¢-réseau itéré M, on n’évite pas en général de passer par
des chtoucas dégénérés qui ne sont pas des chtoucas itérés. Afin de suivre
les dégénérateurs le long de telles transformations, on doit donc généraliser
leur définition aux chtoucas dégénérés :

Lemme V.15. — Considérons le chiouca dégénéré €M = (€M — &M >
&"™ . ..) induit par un @-réseau itéré M de V comme plus haut. Alors :

(i) Pour tout s € r~ N r*, isomorphisme bien défini génériquement
det ("€M) — det(&M)
s’étend en un isomorphisme partout bien défini
det (")) — det (&) (co(EM) — x(€M))

ou oo(gM) € X(ka) est le pole de &M et x(é’f") € X(ka) est un point
uniquement déterminé, appelé le dégénérateur en rang s.
Cette définition généralise celle pour les chtoucas itérés.

(ii) Plus généralement, si W est un bon sous-espace de VM avec Vs"f G

W C VSM et Suﬁ)’[ est le sous-fibré maximal de &M associé, on a un
isomorphisme canonique

det ("€)) — det (M) (co(8M) — x(€MM))

w

avec suivant les cas
x(@lﬁ’l) =x(&) ou x(@ly) = x(é’ﬁl) .

Démonstration : (i) La fleche det(*&M /Ej,w) > det(8"M) est partout bien
définie car il en est ainsi de A*(F€(M)) — A*E" (M) et donc de sa restric-
tion A*(F&M) — A€M qui se factorise a travers le quotient det(F &Y /§j,w)
de A*("E€M) et le sous-fibré maximal det(€M) de A*€"™. Ainsi a-t-on une
suite de plongements partout bien définis

det ("6M) < det ("€"/E)") < det (€M) «> det (&) <> det () .
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De plus, le conoyau du plongement det(EM) < det(&/M) est de dimen-
sion < 1 et supporté par co(E€M) puisque /€M est de dimension 1 et
supporté par co(EM). D ot I’assertion concernant €Y.

Si €M est un chtouca itéré, notons oo = x; son pdle, 0 = x, son zéro

et x5, s € r~ Nrt, ses dégénérateurs. Ceux-ci sont définis en disant que

+,eM/eM id de ch a droite si

pour tout s € r*, & /&~ est muni d’une structure de chtouca (a droite si

s = 0" = ry, a gauche sinon) de pdle x,- et de zéro x,. Les déterminants
sont des chtoucas de rang 1 munis d’isomorphismes

Tdet (6M/€M) — det (&Y /6M)(x,- — xy)
dont les produits tensoriels s’écrivent
det (")) — det(&)(c0 —xy) .

(ii) Si W est un bon sous-espace de VM de rang w avec V;‘i’ CWCVMet
eM gM &' sont les sous-fibrés maximaux de &M, &M, &M dont la fibre

générique est W, considérons le diagramme commutatif suivant :

Aw(rgM) @ Awg//M

i(Z) 3)

det (TgM/gi‘{) ® Aw_S_ESA{ (4)9 det gA/LM ® AV (g;/M/E;:/,M)

®) (6)
det ("€ /7€M NEY)
®det ((EX NEL)

det €M @ det (€M /€M)

w

(@)
det &M

w

det ("€M)

On sait déja que (4) et (7) sont bien définies génériquement et que
les autres fleches sont bien définies partout. Comme (2) est une fleche de
quotient par un sous-fibré maximal et (3) est le plongement d’un sous-fibré
maximal, la fleche (4) est bien définie partout. Puis, (5) étant le plongement
d’un sous-fibré et (6) le plongement d’un sous-fibré maximal, (7) est bien
définie partout.

Ainsi a-t-on une suite de plongements partout bien définis

det (")) — det (€M) — det (€M) < det (&)
et il existe un unique point x(é‘uﬁf ) € X(ka) tel que

det ("€)) — det (€M) (0o (&™) — x(€M)) .

w
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Il reste a voir que x(é’u"f ) = x(é‘AM ) ou x(é‘;‘f ) c’est-a-dire qu’en dehors
des points x(&) et x(§¥) le plongement det("€)/) < det(&,M) est un
isomorphisme. En dehors de ces deux points, les six fleches

TeM s TEM/EY | det(T€M/EY) <> det (81M), €M > £,

TeM s TeM/EY | det (€Y/E)) > det (€M), &M <> &M
sont des isomorphismes. Il en est alors de méme de €'Y < &M et de
TeMTeM N B > TEM/EY puisque M D M.

Comme dans cet ouvert det(*&Y /ESA{) — det(é”;/,M ) est un isomor-
phisme, le plongement €. /€. <> &M/ &M est partout bien défini et c’est
un isomorphisme puisque det(* &Y /Eiw) — det(&) M est aussi un isomor-
phisme. Donc le plongement entre sous-fibrés maximaux € N E:‘f —

&M /€™ est lui-méme un isomorphisme.

Finalement, on a en dehors de x(&f” ) et x(&f‘i’ )
det (€M) = det (€4 /76M NEY) @ det (€M NEY)

€"/E)") @ det (€M NEL)

w

II2

12

det (*
det (6/M) ® det (€, /€/M) = det (&)
(

det (€M) .

C’est ce qu’on voulait. |

c) Effet des transformations de @-réseaux itérés sur les dégénérateurs

Considérons toujours un g-réseau itéré M dans V de partition associée r et
W un bon sous-espace de V¥ de dimension w.

D’apres la proposition 6 du paragraphe 2a de [loc. cit.], M’ = Ker[M —
M/msM = VY — VM /W] est aussi un g-réseau itéré dans V. La partition
r’ de r associée a M’ est le raffinement de r défini par '™ = r* U {w}.

D’apres le lemme 10 et la proposition 11(i) du paragraphe 2c de [loc.
cit.], on a deux plongements

EM s g gMgM __, M jgM

w w w

dont les conoyaux sont de méme dimension 0 ou 1 sur x4 et deux suites
exactes canoniques
—M ’
0 3 reM ey — 0,

w

0— &1 — TEM—>EZ/—>O.
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On voit en particulier que pour tout s € r',
M M
deg & — deg &;
estégalaOou l.

Lemme V.16. — Soit M’ le transformé de M par un bon sous-espace W de
VM comme ci-dessus. Alors pour touts € r't, ona

x(é”‘y) = x(é”f”) si deg €M = deg 834/

et
x(€M) = Frob (x(€M)) si deg&M =deg&™ +1.

Remarque : Dans la démonstration du lemme 16(i) du paragraphe 2d de
[loc. cit.] on a déja invoqué la propriété plus faible que si N < X est
un niveau qui évite les spécialisations du pdle et du zéro et si M’ est
le transformé de M par un bon sous-espace W de VM, alors aucun des
homomorphismes induits

usg: "AN(EM) Qoy On) > A (EM) oy On), 1 <s =T,

n’est nilpotent, méme apres réduction modulo 7 4 (ce qui équivaut a dire que
tous les dégénérateurs de M évitent N) si et seulement si c’est vrai pour M.
Celarésulte simplement de ce que, d’apres le lemme 10 du paragraphe 2c de
[loc. cit.], les transformations “a la Langton™ des fibrés & (M) commutent
avec le foncteur - ®@X Oy de restriction des fibrés de X a N.

Démonstration : Soit donc s € r'*. Notons oo = 0(EM) = co(EM),
0=0(EM) =0(EM), x = x(EM) et x' = x(EM).
Par définition de x et x’, on a

det (")) = det (€M) (co — x) ,
det ("6M") = det (6" (c0 — )

et aussi det("€M) @ det(§M)! = O (oo — 0) = det("EM) @ det(§M') 1.

Si deg &M = deg&M, ona &M = €M sis < w [resp. EM/EM =
eM /eM sis > w]et donc x' = x.

Si au contraire deg ¥ = deg SAM/ + 1, il existe un point y € X(k4) tel
que det(é’AM) = det(SAM/)(y) [resp. det(é”M//é’AM’) = det(é’M/é”AM)(y)] etil
s’agit de prouver que y = x ou, ce qui revient au méme, t(y) = x’.

Mais d’apres la suite exacte

4

O—>§f — e 5 g™ 0

[resp.
0—> &M — Té’”’—)éf —> 0],
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on a un plongement

TeM rgM’/EM/

puis
g s TeM (g g g

[resp. un épimorphisme
eM ) (CeM @B ) — (€M /EM) /T (M /6M) ]
et comme “&M /(C SAM/ @ Ej,w) est supporté par x’, on conclut 7(y) = x’. O

Si M est un g-réseau itéré dans la fibre générique V du chtouca g =
(& — & <> & < T8&) sur K4, on notera x(M) ou x(EM) le sous-
ensemble fini de X(«x4) constitué du pole oo(éM ), du zéro O(§M ) et des
dégénérateurs x(é’AM ).

Nous allons déduire des lemmes V.15 et V.16 :

Proposition V.17. — Soient M et M' deux p-réseaux itérés dans la fibre
générique V d’un chtouca & = (§ — &' < &” < &) sur K,4.

Alors pour tout x € x(M), il existe x' € x(M") et deux entiers n,n’ € N
tels que

Frob” (x) = Frob” (x) .

Démonstration : On sait d’apres le lemme V.16 et le lemme V.15(ii) que cet
énoncé est vrai quand M’ est le transformé de M par un bon sous-espace W
de M/aM = V™ ou I’'inverse (auquel cas on dit que M’ est un transformé
réciproque de M). Il est vrai aussi quand M et M’ peuvent étre reliés 1’un
a I’autre par une chaine de telles transformations élémentaires directes ou
réciproques.

Pour conclure, il suffit de montrer que deux @-réseaux itérés arbitraires
M et M’ peuvent toujours étre reliés par une telle chaine.

Choisissons un polygone de troncature p (assez convexe en fonction
de X) tel que le chtouca & soit dans I’ouvert Cht”=? de Cht".

Et soit M un g-réseau arbitraire dans V.

Quitte a remplacer A par une extension finie et M par un ¢-réseau itéré
qui lui est relié, on peut supposer que le type r = (r = r; + --- + r¢) de
M est maximal pour I’ordre lexicographique parmi les types des ¢-réseaux
itérés reliés a M. Cela signifie que pour toute extension finie A’ de A et
pour tout g-réseau itéré M’ de V ®k, Ka, reli€ a M @4, Ak, le type
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r'=(=r{+---+r,) de M vérifie

ry <
r4+r,<r+n si rp=r
rEr s <ri+rdrs siorp=r, r,=r,
etc.

A partir d’un tel M, la démonstration du théoréme 20(i) du paragraphe 2e
de [loc. cit.] permet de construire un ¢-réseau itéré N relié¢ a M et qui définit

un point de Cht"?=”(A). En effet, le procédé de construction de N a partir
de M utilise uniquement des transformations élémentaires dans un sens ou
dans I’autre et I’hypotheése qui était faite dans [loc. cit.] que le type du
p-réseau itéré de départ soit maximal peut étre remplacée sans rien changer
dans la démonstration par celle que son type soit maximal parmi ceux des
@-réseaux itérés reliés a lui.

D’apres le théoreme 20(ii) de [loc. cit.] paragraphe 2e, deux ¢-réseaux
itérés qui définissent des points de Cht>”="(A) sont nécessairement égaux
et cela montre que tous les ¢-réseaux itérés sont reliés par des chaines de
transformations élémentaires. O

d) Effet des correspondances de Hecke sur les dégénérateurs

Si € est un chtouca itéré de type r a valeurs dans un corps, on note {(SN)
I’ensemble constitué du pole co(&), du zéro 0(&) et des dégénérateurs x(&y),
ser-Nrt.

Comme conséquence de la proposition V.17, on a :
Corollaire V.18. — Soit (€, ) un couple de chtoucas itérés (pas néces-

sairement de méme type) a valeurs dans un corps et qui vérifie l'une des
deux hypotheses suivantes :

(1) Ilexiste deux polygones de troncature g > p (assez convexes en fonction
de X) et un entier d € 7 tel que (§ L F ) soit un point de Cht"4P=P x
Cht"*P=4 adhérent au graphe de I'inclusion Cht"*P=P < Cht"**P=4,

(2) Il existe un polygone p : [0, r] — R, (assez convexe en fonction de X),
une fonction f € Rg/az et deux entiers s,u € N tels que (§, F) soit

un point de Cht""P=P /a” x Cht"P=P /a” supporté par la correspondance
f x Frob}_ x Froby,.

Alors pour tout point x de )_c(g) [resp. )_c(}z)], il existe un point x' de
X(F) [resp. x(€)] et deux entiers n,n’ € N tels que

Frob” (x) = Frob” (x) .
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Démonstration : Dans le cas (1) [resp. (2)], le couple (g , F ) peut s’écrire
comme la spécialisation d’un point (E K F, «) de Cht"P=F x Cht"P=F défini
sur le corps des fractions K d’un anneau de valuation discreéte A et qui
est supporté par le graphe de I’identité [resp. par la correspondance f x
Frob? x Frobg au-dessus de (X — Tf) X (X — Tf) Xxxx Al

Dans le cas (1), on a donc E K= - F x et & et F sont les spec1ahsat10ns

associées a deux @-réseaux itérés de la fibre générique de Ex = Fg.On
conclut d’apres la proposition V.17,

Dans le cas (2), les chtoucas E Kk et F, x qui sont des diagrammes de
fibrés sur X ® K coincident en dehors de 7, et d’un ensemble fini de
transformés du pole et du zéro par des puissances de Frob. En particulier,
ils ont méme fibre générique V et les spécialisations & et £ sont induites
par deux ¢-réseaux it€rés M et N dans V.

Notons 9 le chtouca dégénéré obtenu par spécialisation de Fx le long
de M (au lieu de N). Le chtouca itéré € = (& — & <> &") et le chtouca
dégénéré G = (4 — ¢ < §")ontméme typer = (r =r; + -+ +rp),
les diagrammes qui les définissent s’identifient sur un ouvert de la courbe,
leurs pdles d’une part et leurs zéros d’autre part different d’une puissance de
Frob et d’apres la proposition V.17 on a seulement a montrer qu’il en est de
méme de leurs dégénérateurs x; = x(&;) etx, = x(§s),s €r N r*. Notant
00 et o0’ les pdles, on a par définition des isomorphismes canoniques

tdet(&y) = det(8;) (00 — xy) ,
‘ det(g’s) = det(g’s‘)(oo/ - X;) .

Comme det(&;) et det(§,) s’identifient sur un ouvert, il existe un ensemble
fini de points x, et de multiplicités m, € Z tels que

det(g,) = det(é})(z m, -xl)

d’ol on déduit 1’égalité entre diviseurs

D m (= 1(x) = (00 — 00)) + (x, — x,) .

Disons que deux points sont équivalents s’ils sont images I’un de 1’autre
par une puissance de Frob. Pour tout indice ¢, x, et t(x,) sont équivalents,
de méme que oo et 00’. Donc x| et x, sont équivalents. O

Nous pouvons donner maintenant :

Démonstration du théoréme V.14 : On considere donc un niveau N =
Spec Oy — X.
Pour tous polygones de troncatures ¢ > p, la correspondance dans

Cht;*7=" x Cht;*P=? qui prolonge I'identité de Cht;"”=" est au-dessus
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de la correspondance dans Cht"®?=F x Cht"¢-P=4

Cht"*P=P,

De méme, si s, u € N sont deux entiers et f € F}, une fonction dans
I’algebre de Hecke de niveau N, il existe une fonction |f|x € F; (par
exemple celle déduite de | f| par convolution a droite et a gauche avec la
fonction caractéristique de K = GL,(0,)) telle que la correspondance

f x Frob, x Frob! dans Cht;”=" /a” x Cht;?="/a” soit au-dessus de la
correspondance | f|x x Frob, x Frobjj dans Cht"?=<?/a? x Cht"P=F/a”.

—_—/ ——
Comme I’ouvert Chty”=" dans chaque Chty"=" est I"image réciproque

qui prolonge I’identité de

de I’ouvert Cht"7=<F de Cht"P=< défini en demandant que pole, zéro et
dégénérateurs évitent N, on conclut d’apres le corollaire V.18. O

3) Stabilité des chtoucas au voisinage des points fixes
a) La propriété de stabilité locale

Dans le but d’appliquer les théoremes IV.7 et IV.12 (formule des points
fixes dans un ouvert instable) aux correspondances f x Frob. x Froby

_ _ -

dans les Cht"P="/a” et les Chty’=" /a” ou les Chtyy’=" /a” s’ils existent et
de retrouver une interprétation cohomologique pour les nombres de points
fixés par ces correspondances dans les fibres des ouverts Chty” =P /% au-
dessus de (X — N) x (X — N), on doit montrer qu’elles stabilisent ces
ouverts “au voisinage de leurs points fixes” au sens de la définition IV.3.
Sous une forme un peu différente ce résultat dont on a besoin avait déja été
démontré par Drinfeld dans le cas du rang r = 2 (voir la proposition 7.2 de

I’article [Drinfeld, 1989]). De fagcon générale, on a :

Théoreme V.19. — Considérons un niveau N — X, une fonction f € H},
et deux entiers s, u € N.

Alors, pour tout polygone de troncature p : [0, r] — R, assez convexe
et tout ouvert X' C X — T assez petit en fonction de N, du support de f et
det = u — s, la correspondance f x Frobl x Froby dans Cht;’,ﬁfp /a” (ou

Cht;’,ﬁfp /a” s’il existe) stabilise I’ouvert Cht;’,ﬁfp /a” au voisinage de ses
points fixes au-dessus d’un ouvert de X' x X' qui contient A X x,x X' x X’
et ne dépend que du support de f et det.

—_~——

Démonstration : Par construction, Chty”=” (ou Chty=") est muni d’un

morphisme d’oubli des structures de niveau sur Cht”ﬁ_fl’ tel que 1’image
réciproque de I’ouvert des chtoucas Cht"”=? soit Chtyy”=". Cela fait qu’il

suffit de démontrer le théoréme pour les correspondances dans Cht-7=<" /q”.



Chapitre V : Stabilisation 143

Associons en effet a la fonction f € #}, lafonction | f|x = lg-|f|- 1k
déduite de | f| par convolution a droite et a gauche par la fonction caracté-
ristique 1l x de K = GL,(0Oy). Le support I'y C Cht"7=?/q” x Cht"P=? /a”
de la correspondance f x Frob’ x Frobg est contenu dans I’image réci-
proque du support I' C Cht"P=P/q” x Cht"P=P /q” de la correspondance
| f |k xFroby, x Froby. En particulier, les “points fixes” de fxFrob?  x Froby,
c’est-a-dire les points d’intersection de I"y avec les images des morphismes

(Frob", Id), n € N, dans Cht;,?=" /a sont au-dessus des points fixes de
| flx x Frobl, x Frobg. Etsi pi. , pi, et pr, pf- sont les deux projections
deI'yetI',onaun dlagramme commutatif :

/ "

— pl—- pr —
Chty’="/a* «—— Ty — Chty’="/a"

| l l

1

Cht'P=rja® <L 1 L, Cht'P=r/a”

Si U estun ouvert dans Cht"?="/a% x Cht"?=? /a” tel que p;.~! (Cht"-P=P /aZ)
NU C p~"(Cht"P=P /a®)N U, son image réciproque Uy dans Chty"=" /a”

X Cht;vp p/a vérifie pf:. ! (Cht}; PEPIaly N Uy C Pry 1(Chtrp Pra®y N Uy.
C’est ce qu’on voulait.

On raisonne de méme pour les Cht;,”=" /a”.
Afin de prouver le théoréme pour les correspondances dans Cht"7=<" /a”,

il suffit de vérifier le critere valuatif (SV) du lemme IV.4. C’est I’objet des
sous-paragraphes qui suivent. m|

b) Un point double a valeurs dans un trait

Soient donc une fonction f* € #; et deux entiers u, s € N. On doit montrer
que pour p : [0, r] — R un polygone de troncature assez convexe et quitte
a éviter dans (X — Ty) x (X — Ty) un ensemble fini de points fermés de
X —Ty etde transformées de la diagonale par des puissances de Froby x Idx
ou Idy x Froby (tout cela ne dépendant que du supportde fetdetr = u—s),

la correspondance f x Frob!  x Frob dans Cht"-7=? /azivériﬁe le critere
valuatif (SV) du lemme V.4 relativement a 1’ouvert Cht"?=" /q”.

Considérons un point « de I’une des composantes de la correspondance
f x Frobl, x Froby a valeurs dans un anneau de valuation discréte A de
corps des fractions K et de corps résiduel «. Le point « a deux projections

& et F dans Cht"7="(A) et on suppose que, au-dessus de Spec K, le point



144 L. Lafforgue

générique & de € est dans Cht"P="(K) tandis que le point générique Fx
de F est dans une strate de bord Cht"P=P(K) indexée par une partition non
triviale r = (ry, ..., 1), 71 + -+~ +r = r, k > 2, de entier r. Il s “agit
de montrer que sous toutes nos hypothéses le point spécial o, = (e, Fo)
n’est supporté par I’'image d’aucun des morphismes

(Frob”,1d) === —_—
2 2228 Cht"P=P Ja” x Cht"P="/a” n € N.

Cht"?=?/q

Nous devons d’abord traduire le fait que le point o = (€, F) est sup-
porté par I'une des composantes I de f x Frobl  x Froby. Cela signifie
exactement qu’il existe un point § = (E, F) de T a valeurs dans un anneau
de valuation discrete B dont le corps résiduel est K et dont on note K le
corps des fractions, tel que le point spécial Bx = (E ., F k) de B se confonde
avec le pomt générique ax = (8k, Fx) de o et que son pomt générique
Bx = (EK, FK) s’envoie sur le point générique de I'. Ainsi, E estun point
de Cht"”=P(B) et Ex et Fx sont des points de (Cht"”=<? x y, yA AEK).
Comme f x Frobl, x Frobg est bien définie en tant que correspondance
dans Cht" xx,x Ay, il existe un (unique) point G dans Cht"(B) dont la

générisation GK soit €gale a Fi ; mais puisque Cht"?=? est sépar€, la

spécialisation G de G est nécessairement en dehors de I’ouvert Cht"-7="
de Cht".

c) Filtration des points génériques

A partir de maintenant, nous allons constamment recourir aux résultats, au
vocabulaire et aux notations de I’article [Lafforgue, 1998].

On note V la_fibre générique du chtouca Fx = Gg qui est aussi
celle du chtouca Ex puisque la correspondance f x Frobl, x Frob; dans
Cht" x x.x Ay préserve les fibres génériques. Ce V est un g-espace au sens
du paragraphe 2a de [loc. cit.]. Les chtoucas G etjf sur B sont définis
par I'unique @-réseau M de V et le chtouca itéré F est défini par un ¢-
réseau itéré M’ de type r dans V. Et d’apres [loc. cit.] on sait associer a M’
une filtration du complété V de V par des sous-espaces V, de dimensions
ve{rl,rl—i-rz,... r1+ +I’k 1}

Bien siir, Ia filtration (V ) de V induit la filtration croissante canonique
O=F2¢C - CFLGC - CFL = fK) du chtouca itéré Fy = Fx =
(Fx = Fyx < F¢ T? x) detyper mals elle induit auss1 des filtrations
crmssantes par des sous-objets maximaux (E vo= 8}’() et (G ) des chtoucas
EK = 31( et GK

Lemme V.20. — Dans la situation ci-dessus, on a pour tout rang v €
{rioritr, ..o+ +rna}:
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(1) La différence deg é”K — deg EUK est bornée par une constante qui ne
dépend que de t = u — s et du support de f, tout comme deg Gg —
deg Eg.

(i) degEY — Ldeg Ex < deg F¥ —  deg Fx.

(iii) deg (N}’;( > deg F¢ tandis que deg Gy = deg Fx.

(iv) Le zéro de ¥y c’est-a-dire le dégénérateur en rang v du chtouca itéré
FK = .();K est

x(F) = Frob™2 k=9 % (00 (F)
Si 5”K est un sous-objet trivial de G K, et

x(F) = Frob® Ok =87k (0(F))
si au contraire G g / GUK est un quotient trivial de Gk.

Démonstration : (i) résulte de ce que le point double (E, G) est supporté
par la correspondance f x Froby, x Frobg dans Cht" xx,.x Ay.

(i1) résulte simplement de ce que Ek est un point de I’ouvert tronqué
Cht"P=P tandis que Fx = Fx est un point de la strate de bord Cht; PP
indexée par la partition r et qui est définie par les conditions de la proposi-
tion 9 de [loc. cit., paragraphe 1d].

(iii) Comme le chtouca G et le chtouca itéré F % sont deux spec1ahsa—
tions_ du méme _chtouca générique GK = FK, on a deg G x = deg GK =
deg Fyx = deg Fx.

Au-dessus de I’anneau de valuation discréte B, le chtouca itéré F est
construit a partir du chtouca G en transformant le @p-réseau M de V en le ¢-
réseau itéré M’ suivant les procédés de [loc. cit., paragraphe 2] qui sont mis
en ceuvre particulierement a la fin de la démonstration du théoreme 20(i),
page 1034. Du fait que le point de départ M = M" est non pas seulement un
@-réseau itéré mais un véritable p-réseau de V, cette démonstration est ici
notablement simplifiée. Elle consiste a construire une suite finie (M")g<,<m
de @-réseau itérés de V allant de M® = M & M™ = M’ et qui vérifie :

e si( w)wewn désigne la filtration de V associée a chaque M", la suite
des rangs minimaux w" = min(w") des W{L, w € w", est strictement
décroissante, . N

e pour chaque n, 0 < n < m, W:Z:lll est contenu dans tous les W),

w e w", et Mt se déduit de M" comme transformé strict (au sens de
la proposition 12 de [loc. cit., paragraphe 2c]) une ou plusieurs fois par
la filtration réunion de W":ﬂl etdes W, w € w"

w?
e le chtouca dégénéré induit par chaque M" est un chtouca itéré dont
on peut noter FM' = (FM' — FM 5 FIM = TEM) ]y
spécialisation.
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Ainsi, on a FM — (N}K, FM" — }“:K et la filtration finale (Wu'?)wegm de
V n’est autre que (Vv). . .

Pour tout v € {r{,r1 + 12, ... r1 4+ 4}, le sous-espace V,de V
induit un sous-fibré maximal £ dans Chaque FM' Dapres la proposi-
tion 12 de [loc. cit], la suite des deg(}'vM ), 0 < n < m, est décroissante et
elle n’est pas constante. Cela prouve

deg é”K = deg ?UMO > deg ?UMm = deg F¢ .

(iv) Nous allons suivre encore le chemin de M* = M a M" = M’
a travers les M" que nous venons de rappeler dans la démonstration de
(ii1) ci-dessus. Pour tout v € {r;,ry +ra, ... ,r; + --- 4+ rr_1}, notons
0o(F M) = 00(Gx) = oo(Fi) et

(?«MO) oo(é,d = oo(fK) si é”K est un sous-objet trivial de (N}K ,
X = ~ ~
’ 0(Gg) = 0(Fk) sinon.
Dans tous les cas, le déterminant det(?vMo) du fibré ?UMO est muni d’un
isomorphisme canonique

“det (FM°) = det (FM) (0o(FM") — x(FM')).
Pour tout n, 0 < n < m, det(¥F, M"y a méme fibre générique que det(f )

Procédant par récurrence sur n, on déduit alors du lemme V.16 que 1 iso-
morphisme ci-dessus devient

“det (FM") = det (FM") (o0 (FM") — Frop® () ~¢ee (5 (x (")),

v

C’est ce qu’on voulait. O

d) Filtration des points spéciaux

Nous voulons maintenant étudier le point o« = (g F ) a valeurs dans 1’an-
neau de valuation discrete A.

Le point générique Fx estun chtoucaitéré de type r donc sa spécialisation
F. est un chtouca itéré de type r’ raffinant r.

L’autre point générique §K est dans 1’ouvert tronque Cht"P=? de Cht".
Il est muni d’une filtration (8 ) par des sous-objets maximaux 8 Y de rangs
vel{r,rn+ry,...,rn+---+r1}. D’apres le lemme V20(1)(11)(111) les
différences entre les Valeurs prises en les entiers v par le polygone de cette
filtration et le polygone de troncature p sont bornées par une constante qui
ne dépend que de ¢ et du support de f. Si p est assez convexe en fonction de
t et du support de f, cela implique en particulier que les 8 Y figurent dans

la filtration canonique de Harder-Narasimhan de Ex.
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Si le chtouca itéré &, spécialisation de g, ma pas le méme type r’ que
Fe, le point spécial o, = (¢, F) n’est évidemment supporté par I’image
d’aucun des morphismes (Frob”, Id), n € N.

Supposons donc que & = (6 — E, < & <= TE&,) ale méme type
r’ raffinant r que F.. Dans la filtration croissante canonique de &, il y a
alors des sous-fibrés maximaux &’ de rangs les v € {r,r| +rp, ... ,r1 +

“tre-1h
Lemme V.21. — Dans la situation ci-dessus et si le polygone p est assez

convexe en fonction de t et du support de f, on a pour tout v € {ry, r; +r»,
I A )

(1) degé&! > deg 8, avec deg &, = deg Ex.

(i1) degé&! — deg SNIU( est majoré par une constante qui ne dépend que de t
et du support de f.

(iii) Notant 30 et 0 les pole et zéro de §K et X, son dégénérateur en rang v,
ona N

3G = Frob®e &4k (x,)

Si g}’( est un sous-objet trivial de g[(, et

0 = Frobde & ek (x,)
si au contraire Ex / 8 Y est un quotient trivial de Ex.

Démonstration : (i) résulte simplement de ce que Ex estun pointde I’ouvert
tronqué Cht"P=’ tandis que sa spécialisation &, qui a automatiquement
méme degré, est un point de la strate de bord Cht”’ P
partition 7’ raffinant r.

(ii) En les entiers v, le polygone de la filtration (&) est compris entre

— 1 et p tandis que, comme on a dit, la différence entre le polygone de la
ﬁltratlon (8 ) et p est bornée par une constante qui ne dépend que de 7 et
du support de f.

(iii) Soit W la fibre générique du chtouca Ex ; C’est un @-espace. Le
chtouca itéré & sur A qui prolonge Ex est défini par un g-réseau itéré N de W
de type r' = (r|, 15, ... , ). Il lui est associé une filtration du complété W
de W par des sous-espaces W,, de rangs w € {ri, ri+rj, . 5% rie )
Et comme la partition 7’ de r raffine r, la filtration (W,) comprend en
particulier des sous-espaces W, derangslesv € {r;,r1+ry, ... ,r1+---+
k—1}-

Fixant un tel v, nous allons envisager un certain nombre de ¢-réseaux
itérés M de W dont la filtration de W associée est contenue dans (Ww) et
comprend W Comme dans [loc. cit., paragraphe 2], on notera E(M) le
chtouca dégénéré prolongement de Ex sur A associé a un tel M, EM =
(EM — g'M (5 g'M —TgM) g spemahsatlon au-dessus de Ket SM le

sous-fibré maximal de rang v dans € induit par W Ainsia-t-on§(N) = &,
gV =€, 6V =g et €N = §.

indexée par la
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Notons n,, = deg & —deg g}’( > 0. Onsaitque g}’( figure dans la filtration
canonique de Harder-Narasimhan de k. D’apres le corollaire 18 de [loc.
cit., paragraphe 2d], il existe une suite N = NON', ... N™de @-réseaux
itérés de W dont chacun est le transformé strict du précédent par les W,
w > v (quitte a remplacer A par une extension finie), avec en particulier

deg(é“N ) = deg(é“Nn 1) — 1,0 < n < n,. Comme o0 désigne le pdle de
g = &N = gV et X, désigne son dégénérateur en rang v, le déterminant
du fibré 85\’0 est muni d’un isomorphisme canonique

“det (€M) = det (1) (36 — 7).

Pour tout n, 0 < n < n,, det(é’,fvn) a méme fibre générique que det(é’,fvo).
Procédant par récurrence sur n, on déduit du lemme V.16 que I’isomor-
phisme ci-dessus devient

"det (&)") = det (6Y") (50 — Frob" (x,)).
En particulier, on a un isomorphisme canonique
"det (6)") = det (€)"") (30 — Frob™ (x,)).

Montrons maintenant que N"* n’admet pas de transformé strict par Wv.
En effet, s’il en admettait un noté N’, on aurait d’une part

deg €V =deg &M — 1 =deg &Y —

D’autre part, le polygone canonique de &, et celui de €' ne différeraient
en tous les points que d’au plus n,, + 1. D’apres (ii), on en déduirait que si p
a été choisi assez convexe en fonction de # et du support de f, le sous-fibré
de &V induit par le sous-objet 8” de Ex et qui a pour rang v = rg SN
et pour degré deg gy = deg 85\’ + 1, serait contenu dans 85\’ .11 y aurait
contradiction.

On peut donc construire a partir de N™ une suite infinie (N"),>,, de
transformés successifs de N par W, avec

N _ Nn—l
& =6&, , Vn > n,,

comme dans la démonstration de la proposition 14 de [loc. cit., para-
graphe 2d]. La limite projective

lim E(N™)/E(N")
est un quotient localement libre de I’'image réciproque de Ex surle complété

formel de X ® A le long de X ® «. Elle provient du quotlent localement
libre de &x par un sous-objet de rang v et de degré deg V" = deg &Y ¥ qui
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est nécessairement & puisque celui-ci figure dans la filtration canonique

de Harder-Narasimhan de Ex.
On en déduit un isomorphisme canonique

"det (6)") = det (6)") = det (6)") (50 — 50

v
si 5}’( est un sous-objet trivial de §K, ou bien
“det (6)") = det (6)"") (30 — 0)

si au contraire Ex /&y est un quotient trivial de Ex.
D’ot la conclusion. O

e) Fin de la démonstration
Nous pouvons maintenant achever la vérification du critere valuatif (SV) de
stabilité au voisinage des points fixes et donc du théoréeme V.19.

Rappelons que nous avons noté o0, O et x,, v € {r1, 7y +1r2, ..., +

-+« + 11} les pdle, zéro et dégénérateurs en les rangs v de &,. Dans le
lemme V.21, nous avons prouvé que si le polygone de troncature p est assez
convexe en fonction de 7 et du support de f, il existe des entiers n, > 0,
vel{r,rn+ry,...,ri + -+ re_1}, majorés par une constante qui ne
dépend que de ¢ et du support de f, tels que pour tout v

Frob™(x,) =o0cou0.
A — A —
De méme, notons o0, 0 etx;, v e {r, rra, . +re—1}, les
pole, zéro et dégénérateurs en les rangs v de F,.. Par spécialisation du lemme

V.20, on voit qu’il existe des entiers n, > 0, majorés par une constante qui
ne dépend que de ¢ et du support de f, tels que pour tout v

X, = Frob™ (35') ou Frob™ ©).

Or, si n € N est un entier tel que le point double spécial (g,(, 5?7() est
supporté par I’image de (Frob”", Id), on a automatiquement

30 = Frob"(30) , 0 = Frob"(0) et
X, = Frob" (X)) , Vv.

Pour tout v, I’entier n,, + n, > 1 qui est majoré par une constante qui ne
dépend que de ¢ et du support de f, doit donc vérifier 'une au moins des
quatre équations

30 = Frob™ ™ (30),
ou 0 = Frob™ ™ 0),
ou 50 = Frob™ " 0),

ou 0 = Frob™ (0).
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Cela entraine que ou bien 50 ou 0 est supporté par un ensemble fini de
points fermés de X — T’y qui ne dépend que de 7 et du support de f, ou bien
(00, 0) est supporté par une réunion finie de transformées de la diagonale
de X x X par des puissances de Frobx x Idy ou Idy x Froby qui ne dépend
elle aussi que de ¢ et du support de f.

L'ouvert de (X — Ty) x (X — Ty) qui est défini en enlevant ces deux
familles finies de fermés répond a la question posée. O

Remarque : Alafindeladémonstration ci-dessus on doit €carter de | X —T ¢ |
I’ensemble fini des points co ou O dont le degré divise une constante non
nulle qui ne dépend que de ¢ et du support de f. Cette condition était déja
apparue dans la formule de comptage du théoréeme 1 du paragraphe V.2a
de [Lafforgue, 1997] via le lemme 11 du paragraphe V.2d de ce livre, et
on I’avait reproduite dans I’énoncé des théoremes 1.5, 1.7 et .13 du présent
travail.
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Chapitre VI

Cohomologie des chtoucas et correspondance globale

Dans ce chapitre, nous réalisons la correspondance de Langlands globale
pour les groupes GL, sur le corps des fonctions d’une courbe X dans la
cohomologie £-adique au-dessus du point générique de X x X des champs
de chtoucas de rang r, généralisant le théoreme en rang r = 2 obtenu
par Drinfeld. On met en ceuvre pour cela les différents types de résultat
rassemblés dans les chapitres précédents et dans les deux appendices.

On commence par rappeler les propriétés générales des fonctions L
de systemes locaux ¢-adiques sur les variétés définies sur le corps fini de
base IF,. D’apres Grothendieck, elles ont une interprétation cohomologique
qui entralne en particulier que ce sont des fractions rationnelles et on peut
situer leurs zéros et poles grace au théoreme de pureté de Deligne, ce qui
est essentiel pour la suite. S’agissant d’un systeme local ¢-adique sur un
ouvert de la courbe X, on peut lui associer des facteurs L et ¢ locaux en tous
les points fermés de X. Comme conséquence de la dualité de Grothendieck,
la fonction L globale définie comme produit de tous les facteurs L locaux
vérifie une équation fonctionnelle ; et d’apres un théoréme de Laumon
essentiel ici, on sait que la constante dans cette équation fonctionnelle est
le produit de tous les facteurs ¢ locaux.

On énonce alors la correspondance de Langlands globale pour le corps
des fonctions de la courbe X. Toutes les informations que nous avons
rassemblées a propos des fonctions L, tant de systemes locaux £-adiques
que de paires automorphes, permettent de procéder a beaucoup de réductions
et finalement on se ramene a démontrer 1’énoncé suivant : Pour tout entier
r > 2 et supposant la correspondance de Langlands déja connue en rangs
< r, on peut associer a toute représentation automorphe cuspidale 7 de
GL, un systeme local ¢-adique o, sur un ouvert de X qui a les mémes
facteurs L locaux en toutes les places non ramifiées. On réalise ce o, dans
la cohomologie ¢-adique d’un champ de chtoucas Chty”="/a” au-dessus
du point générique de X x X.

— 77/
Tout d’abord, on définit dans la cohomologie de Chty/="/a”, Chty"=" /a”

(ou éventuellement Chty”="/a”) et Cht}, /a” une partie négligeable (celle

qui provient des rangs inférieurs) et une partie essentielle (le reste). La
séparation des deux est rendue possible par I’hypothese de récurrence et par
la connaissance qu’on a des zéros et pdles des fonctions L. On montre que
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Cht?vp =P /a”, Cht)y = /a” (ou éventuellement Cht); PP /a”) et Chty /a” ont
méme cohomologle essentielle. Et bien sir, c’est la qu’on doit s’attendre a
trouver un morceau égal a o;.

Pour isoler un tel morceau et achever ainsi la démonstration, on scinde
la cohomologie essentielle en faisant agir les correspondances de Hecke.

1) Enoncé de la correspondance de Langlands et réductions
a) Fonctions L des systemes locaux {-adiques

On fixe un nombre premier £ qui ne divise pas le cardinal g du corps fini de
base .

Pour tout schéma V de type fini sur [F,, on note §,(V) I’ensemble des
classes d’isomorphie de faisceaux £-adiques lisses sur V. Si V est connexe
et X est un point géométrique de V, G,(V) s’identifie a I'ensemble des
représentations du groupe fondamental de Grothendieck 7;(V, X) qui sont
continues et de dimension finie sur la cldture algébrique Q, de Q, et qui
sont définies sur une extension finie de QQ,. Tout faisceau £-adique lisse
sur V est alors de rang constant égal a la dimension de la représentation
associée de 1 (V, x). Le > groupe de Galois de I, est engendré par Frob et il
s’identifie au complété 7 de Z. Par conséquent, chaque 71(V, X) est muni
d’un homomorphisme canonique continu et surjectif 7(V,X) — 7. Le
groupe de Weil W(V, x) = Ker[x|(V,X) — Z/Z] est un sous-groupe dense
de m1(V,X) et toute représentation ¢-adique de m{(V, X) est uniquement
déterminée par sa restriction a W(V, X).

On note |V| ’ensemble des points fermés de V. Pour tout faisceau £-
adique lisse o € §¢(V) de rang r et tout point fermé x € |V|, la fibre o, de
o en x peut étre vue comme un espace vectoriel de dimension » muni d’une
action par automorphisme de I’élément de Frobenius Frob, = Frob%®W ;

on note z;(oy), ... , z-(0y) les valeurs propres de cet automorphisme.
On définit le facteur L local de o en x comme
1 1
Lx Oy, Z) = =
(@ 2) det,, (Id — Frob; ' - Zdee) [1 1 — z;(0,) "1 Zdee®

1<i<r
puis la fonction L globale de o comme le produit
Ly(o, 2) = [] Li(ow, 2).
xe|V|

Elle est bien définie en tant que série formelle en I’indéterminée Z, de méme
que sa dérivée logarithmique

Ly(0,2) - B —ky 7k deg(x)—1
o2 elejldeg(x)];(zl(ax) + 2p(0y) ) ZFEDT
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Plus généralement, si o est un faisceau £-adique constructible sur V, sa
fibre o, en tout point fermé x € |V| est un espace vectoriel de dimension
finie muni d’une action par automorphisme de Frob, et on peut poser

1

Lx ag, 7)) =
@2 det,, (Id — Frob ' - Zde()

puis Ly (o, Z) = [[ L.(o, 2).
xelV|
On a le théoreme fondamental suivant de Grothendieck :

Théoreme VI.1. — Etant donné o € §,(V) un faisceau £-adique lisse (ou
plus généralement o un faisceau -adique constructible) sur un schéma
V de type fini sur F,, soient H!(0), 0 < v < 2dimV, les groupes de
cohomologie étale a supports compacts de o au-dessus du point SpecF,,.

Alors la série formelle Ly (o, Z) est égale a la fraction rationnelle en
l’indéterminée Z

[T [detryio)1d — Frob~"-2)] """

v

O

A partir de maintenant, on fixe un isomorphisme entre la cloture algé-
brique Q, de Qg et C.

On dit que o € §¢(V) est pur de poids n € Z si pour tout x € |V] les
valeurs propres de Frob;1 dans la fibre o, sont de module g2 92®

On dit que o est mixte de poids < n € Z si elle admet une filtration dont
tous les quotients successifs sont purs de poids < n.

On a I’autre théoreme fondamental suivant di a Deligne :

Théoreme VI.2. — Si o est mixte de poids < n, chaque H)(0), v € N, est
mixte de poids < n + v.

Si V est propre et lisse sur F, et si o est pur de poids n, chaque H(0),
v € N, est pur de poids n + v.

Sis € Cesttel que ¢° € C = Q soit une unité £-adique, il définit
un faisceau ¢-adique lisse Q¢(s) de rang 1 sur Spec F, et donc, par image
réciproque, sur tout schéma V' de type fini sur I,. Pour tout o € 4,(V), on
note alors o(s) le produit tensoriel o ® Qg (s).

On remarque que si s est un nombre complexe arbitraire, o(s) a au moins
un sens en tant que faisceau £-adique lisse sur V ®r, E muni d’une action
de Frob ou, si I’on préfere, en tant que représentation du groupe de Weil
W(V,x) en n’importe quel point géométrique x de V.

Des théoremes VI.1 et VI.2, on déduit le résultat suivant qui permet
d’extraire les sous-faisceaux irréductibles d’un faisceau ¢-adique lisse :

Corollaire VI.3. — Soit V un schéma de type fini et géométriquement con-
nexe sur F,.

Soiento € G4(V) un faisceau L-adique mixte de poids < neta’ € G,(V)
un faisceau L-adique irréductible et pur de poids m.
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Alors dans la zone

17| < q#—dimw%
la fraction rationnelle Ly (o ® &', Z) n’a pas de zéro. Elle y a des poles
exactement en les points de la forme g~ 4™V=S tels que Res = ST et que
o’ (—s) soit un sous-faisceau de o, et 'ordre d’un tel pdle est égal a la

multiplicité de o' (—s) dans o.

Démonstration : Compte tenu des théoremes VI.1 et VL2, cela résulte
de ce que chaque espace H>9™V (0 ® &' ® Q,(dim V + s)) est dual de
Hom(o'(—s), 0). O

b) Facteurs L locaux en les places ramifiées et équation fonctionnelle

A partir de maintenant, on considere a nouveau la courbe projective, lisse
et géométriquement connexe X sur le corps de base IF,. On rappelle que
F désigne son corps des fonctions, F, le complété de F' en n’importe quel
point fermé x € |X| et O, le sous-anneau des entiers de F.

Considérons o, un faisceau £-adique lisse sur Spec F; (qu’on peut voir
aussi comme une représentation £-adique du groupe de Galois de F,). Son
image directe par I’immersion ouverte Spec F, < Spec O, est un faisceau
£-adique constructible dont on note & , la fibre au point fermé x ; celle-ci peut
étre vue comme un espace vectoriel muni d’une action par automorphisme
de 1’élément de Frobenius Frob, = Frob%e®.

Le facteur L de la représentation locale o, est défini comme la fraction
rationnelle !

detz, (Id — Frob;1 .Zdeg(x)) )

De cette définition, on déduit facilement :

Lx(ax’ Z) =

Lemme VI.4. — Soient o, un faisceau L-adique lisse sur Spec F, et Xy
un faisceau L-adique inversible sur Spec F, (c’est-a-dire un caractere du
groupe de Galois de F,). Alors :

(1) Sioy et x, sont non ramifiés (c’est-a-dire s’étendent en des faisceaux
L-adiques lisses sur Spec O,), on a

1

Lx( r ® oy, Z) = .
’ dety, g, (Id — Frob} ' - Zdea(v)

(i) Si o, est non ramifié mais x, est ramifié, on a
Lx(Xx & oy, Z) =1.
(i) Si x. est suffisamment ramifié en fonction de oy, on a

Lx(Xx & oy, Z) =1.
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On note §,(F) I’ensemble des faisceaux £-adiques lisses sur Spec F' qui
s’étendent en un faisceau lisse sur un ouvert de la courbe X. Sil’on préfere,
c’est 'ensemble des faisceaux £-adiques lisses o sur Spec F' dont I’image
directe par le morphisme Spec F — X, notée encore o, est un faisceau
constructible sur X qui est lisse sur un ouvert non vide.

Chaque tel o induit des faisceaux £-adiques lisses o, sur les Spec F, et
les fibres du faisceau constructible o en les points fermés x € | X| sont égales
aux o ,. Les fractions rationnelles L, (o, Z) sont les facteurs L locaux de o
en toutes les places x € | X|.

On a le résultat suivant de Deligne :

Proposition VL.5. — Soit 0 € G¢(F) un faisceau L-adique qui est lisse et
pur de poids n € 7 sur un ouvert non vide de la courbe X.
Alors, en tout x € |X|, chaque pdle de la fraction rationnelle

L.(ox, Z)
a un module de la forme
g "
pour un certain entier m > Q.
Démonstration : Voir le théoreme 1.8.4 de [Deligne]. O

A tout élément o € G,(F'), on peut maintenant associer une fonction L
globale sur la courbe X toute entiere

L(o,2) = [ ]| Le(ox, 2)

x€|X|

qui est certainement bien définie en tant que série formelle en I'indéter-
minée Z. D’apres le théoreme VI.1, c’est une fraction rationnelle.

Tout faisceau £-adique o € G¢(F) aundual & € G,(F). Leurs fonctions
L globales sont reliées par I’équation fonctionnelle de Grothendieck :

Théoreme VI.6. — Pour tout faisceau C-adique o € G,(F), les fractions
rationnelles L(o, Z) et L(G, Z) vérifient I’équation fonctionnelle

L1
L(o,Z) = &(o, Z)L (O’, q_Z)

ou
2
8(0, Z) = 1_[ [detHCv(U)(— FI‘()b_1 Z)]
v=0

(_1)v+1

est le produit d’une constante non nulle et d’une puissance de Z.
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Démonstration : On note encore o et ¢ les faisceaux ¢-adiques construc-
tibles obtenus par prolongement sur la courbe X tout entiere. Leurs groupes
de cohomologie sont notés H' (o) et H'(5),0 <v < 2.

D’apres le théoreme VI.1 de Grothendieck, on a les interprétations co-
homologiques

L(o. Z) = [ | [ detsy () (1d — Frob™! -Z)]“””+l :

v

L(5‘, Z) = 1_[ [det[-]g(a)(ld — FI‘Ob_1 .Z)](_l)v+l .

v

D’autre part, le complexe ¢-adique dualisant sur la courbe lisse X est
Q¢(1)[2] et on a un quasi-isomorphisme

RFHom (o, Q,(D[2]) = &(D[2].

I résulte alors de la dualité de Grothendieck que pour tout v, H (o) est dual
de H C?_"(6)(1). L’équation fonctionnelle s’en déduit. O

c) Facteurs ¢ locaux et formule du produit de Laumon

Notant comme toujours A I’anneau des adeles du corps des fonctions F
de X, on fixe un caractere additif non trivial ¢ de A/F. Ses composantes
¥, en les places x € | X| sont des caracteres additifs non triviaux des F.
On sait que le choix de ¥ est équivalent a celui d’une forme différentielle
méromorphe non triviale sur la courbe X.

En toute place x € |X]|, on sait associer aux faisceaux £-adiques lisses
o, sur Spec F, des facteurs ¢ locaux

SX(UX’ Z’ wx)

qui sont le produit d’une constante non nulle et d’une puissance positive ou
négative de I'indéterminée Z (voir le paragraphe 3.1.5 de [Laumon, 1987]).
On sait les calculer en particulier dans les cas simples suivants :

Lemme VL.7. — En une place x € | X|, soient o, un faisceau L-adique lisse
de rang r et x, un faisceau L-adique inversible sur Spec F,. Alors :

(1) Si o, est non ramifié, on a

8x(Xx Q oy, Z, WX) = EX(X)D Z, 1p)r)r_l(c/‘x()(x & det(ax)a Z, WX)

lequel vaut 1 si x, et ¥, sont également non ramifiés.
(1) (Deligne, Henniart) Si x. est suffisamment ramifié en fonction de o,
on a aussi

8x(Xx ® oy, Z, 1p‘x) = gx(Xxv Z, 1p‘x)r_l‘c:x()(x & det(ax)v Z, 1p‘x) O
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On rappelle que les éléments o € §,(F) induisent des faisceaux £-
adiques lisses o, sur le complété F\ en toute place x. Et d’apres 1’assertion
(1) du lemme ci-dessus, les facteurs & locaux

Sx(axv Z’ wx)

valent 1 en toutes les places x sauf un nombre fini. Leur produit est bien
défini et il vérifie la formule fondamentale suivante démontrée par Laumon :

Théoreme VI.8. — Pour tout faisceau {-adique o € G,(F), le facteur
e(o, Z) de I’équation fonctionnelle du théoreme V1.6 se décompose en

£0,2) = || extow, Z, 0.

x€|X| O

d) La correspondance de Langlands globale

Commencgons par rappeler la définition des représentations automorphes
cuspidales de GL, (A) dont le caractere central est d’ordre fini.
Tout d’abord, une forme automorphe cuspidale en rang r est une fonction

¢ :GL.(A) — C
qui vérifie les propriétés suivantes :

e FElle est invariante a gauche par le sous-groupe discret GL,(F) de
GL,(A).

e Elle est invariante a droite par un sous-groupe ouvert de GL, (A).

o Il existe un élément a € A* de degré non nul tel que

plag) = ¢(g) , Vg € GL,(A).

e Pour tout sous-groupe parabolique standard P & GL, de radical unipo-
tent Np et si dnp désigne une mesure de Haar sur Np(A), on a

/ dnp - g(npg) = 0, Vg € GL,(A).
Np (F)\Np(A)

On note Aut], I’espace de ces formes automorphes cuspidales. II est muni
d’une action a droite du groupe GL,(A) par translation ou, si ’on préfere,
de I’algebre de Hecke #" = C2°(GL,(A)) par convolution. Comme tel, il
est somme directe de représentations admissibles irréductibles de GL, (A)
ou " ; ce sont les représentations automorphes cuspidales de GL, (A) dont
le caractere central est d’ordre fini. On note A’ (F) leur ensemble.

D’autre part, on note §;(F) I’ensemble des faisceaux f-adiques o €
G.¢(F) qui sont irréductibles de rang r et dont le déterminant est d’ordre fini
au sens que

(deto)®" = Q, pour unentier n # 0 .
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On dit qu’une représentation automorphe cuspidale 7= de GL,(A) et un
faisceau f-adique o € G,(F) irréductible de rang r se correspondent au
sens de Langlands si en toute place x € | X| ou r et o sont non ramifiées, la
famille des valeurs propres de Hecke

Zl(nx)a ey Zr(nx)

et la famille des valeurs propres de Frobenius

Zl(ax)a ey Zr(ax)
se confondent a I’ordre pres, ce qui s’écrit encore

Lx(nxa Z) = Lx(axa Z)

L’objet du présent travail est de démontrer I’énoncé suivant proposé par
Langlands :

Théoreme VI.9. —

(1) Pour tout entier r > 1, la correspondance de Langlands définit une
bijection
T+ On

de I’ensemble A" (F) sur ’ensemble G, (F).

De plus, une représentation automorphe cuspidale 7 € A" (F) et le
faisceau C-adique o € §,(F) qui lui correspond sont ramifiés exacte-
ment en les mémes places.

(i1) Pour toute paire de représentations automorphes cuspidales m € A" (F),
n' € A (F)derangsr,r' > letsio € G,(F), o' € gZ,(F) sont les
faisceaux £-adiques qui leur correspondent, on a en toute place x € | X|
les identités

L, (7, x 7}, Z) = Ly(0x ® 0}, Z),
ex(me X 7o, Z, i) = (0 @ 0, Z, Y.

Remarque : Le cas particulier du rang 1 dans cet énoncé est la théorie du
corps de classes sur le corps de fonctions F. La premiere démonstration
géométrique en fut donnée par Lang et Rosenlicht (voir le livre [Serre]).
Notre démonstration va se faire en partant de ce cas déja connu, par
récurrence sur le rang r et en généralisant la démonstration de Drinfeld du
casr = 2. |

En méme temps, nous allons prouver :
Théoreme VI.10. —

(1) (Conjecture de Ramanujan-Petersson) Pour tout entier r > 1 et toute
représentation automorphe cuspidale w € A" (F), les facteurs locaux
1, de 7 en toutes les places x € |X| sont tempérés.
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En particulier; en les places x € | X| oit 7w, est non ramifié, ses valeurs
propres de Hecke vérifient

lzi(m) | =1, 1<i=<r.

(i1) (Hypothese de Riemann généralisée) Pour toute paire de représenta-

tions automorphes cuspidales w7 € A" (F), n' € A’/(F ) de rangs r,
r’ > 1, tous les zéros de la fonction L globale

Lz x 7', Z)

sont sur le cercle
Zl=q"'".

Remarque : On a déja vu dans le livre [Lafforgue, 1997] que (i) implique
(ii). Bien siir, (ii) est aussi une conséquence immédiate de (i) et du théoreme
VL9 d’apres le théoreme VI.1 (interprétation cohomologique des fonc-
tions L) de Grothendieck et le théoreme VI.2 (pureté) de Deligne. O

e) Hypothese de récurrence et réductions

A partir de maintenant, on fixe un entier r > 2.

On commence par remarquer qu’a toute 7 € A" (F) il ne peut corres-
pondre au sens de Langlands qu’au plus une o € §;,(F), comme il résulte du
théoréme de densité de Chebotarev. Et réciproquement, a toute o € G, (F)
ne peut correspondre qu’au plus une 7 € A’ (F) d’apres le “théoreme de
multiplicité un fort” de Piatetski-Shapiro.

Précisons le pas de récurrence :

Proposition VI.11. —Supposons les théoremes V1.9 et V1.10(i) déja connus
en tous les rangs < r. Alors :

(i) Pour tout faisceau L-adique o € §,(F), on peut construire une repré-
sentation automorphe cuspidale T € A" (F) non ramifiée partout ot ¢
est non ramifié et qui lui corresponde au sens de Langlands.

(1) Si de plus on sait associer a toute m € A’ (F) un faisceau {-adique
ox € $y(F) non ramifié partout ou 7 est non ramifiée, pur de poids 0
et qui lui corresponde au sens de Langlands, on peut conclure que les
théoremes V1.9 et VI.10(i) sont connus en tous les rangs < r.

Démonstration : Le théoreme V1.9 est déja connu en rang 1. Cela signifie
qu’on peut identifier les caracteres d’ordre fini de F*\A* aux faisceaux
¢-adiques de rang 1 et d’ordre fini x € §}(F). Cette identification respecte
les facteurs L et € locaux en toutes les places.

(i) Considérons donc un faisceau ¢-adique irréductible o € §;(F) et
notons S I’ensemble fini des places x € | X| ou o est ramifié.
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En toute place x ¢ S, on note 7w, la représentation irréductible non
ramifiée de GL,(F,) dont les valeurs propres de Hecke sont les z;(oy),
..., z(0y). En les places x € §, on peut certainement choisir une re-
présentation m, de GL,(F,) qui est irréductible et induite de type de
Whittaker et dont le caractere central x, correspond a det(o,). Ainsi,

T = ® 7, est une représentation lisse admissible irréductible de GL, (A)
xelX|
dont le caractere central x, = ® X, correspond a deto.
xelX|

Soit x = ® X un caractere d’ordre fini de F*\A* qui est trés ramifié
xelX|
en les places x € S. On veut montrer que si 7’ = ® 7€ A’,(F ) est une
xelX|
représentation automorphe cuspidale en rang r’ < r qui est non ramifiée en
les places x € S, les deux séries formelles

Lyt x7',Z) et L(x '7t x7, 2)

sont des polyndmes et satisfont 1’équation fonctionnelle
1
Lyt xn',Z) =e(xm x 7', Z)L (X_lfr x 7', _Z) ,
q

ce qui permettra d’appliquer le théoreme B.13.

Or d’apres I’hypothese de récurrence ° correspond au sens de Langlands
aun faisceau ¢-adique o’ € ) (F) sibien que x7’ et x ®0” se correspondent
et ont les mémes facteurs L et ¢ locaux en toutes les places.

Enles places x ¢ S, le facteur m, est non ramifié et on a automatiquement

Lx(XxT[x X 77:)/“ Z) = Lx(ax R X ® O')/C, Z),
L. (x; ' x 7, Z) =Ly (6. ® 31 ' ® 51, Z),
ex(XaTTx X oy Z, W) = €x(0x @ xx ® 01, Z, Yrs).

D’autre part, en les places x € S, le facteur 7/ est non ramifié si bien
que si x, a été choisi suffisamment ramifié en fonction de m, et o,, on a
d’apres le lemme B.3, le lemme VI.4(iii) et le lemme VI.7(ii)

Lx(Xx7Tx X 7-[)/6’ Z) =1= Lx(o'x R Ax ®O’;, Z),
LX(XX_IJ\'/[X X 7\7?)/6, Z) =1 = Lx(é-x ® Xx_l ®5’)/C’ Z)
et
8x(Xx7Tx X 7T;a Z, wx) = Sx(an Z, wx)rr’_lgx(XxX;;X;;’ Z, 1ﬂx)

= e(xe Z,¥)" e det(0)) xo det (07), Z, )
= 8x(ax Q Xx ® O')/w Z, Ip)r)
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On en déduit
Lixn xn',Z2) =L(c ® x ®d’, Z),
L(x 't x#,Z)=L(6®x ' ®5,2)
et d’apres la formule du produit de Laumon

e(xn xn',Z)=¢e(c® x @0, 7).
On voit déja que L(xm x 7/, Z) et L(x ™'t x 7/, Z) sont des fractions
rationnelles qui vérifient

1
Lyt xn',Z) =e(yxm x ', Z)L (X_lfr x 7, _Z) )
q

Il reste a voir que ce sont des polyndomes. Mais ceci résulte de I’ interprétation
cohomologique de Grothendieck

2
Lo ® x ®0', Z) = [ | [ detnpioyso (Id — Frob™' -2)
v=0
2
L ®x ®6, 2) = [ [ [ detyysey-165) (1d — Frob ™" -2)]
v=0

](_1)v+1

(_1)v+1

puisque, comme o et o’ sont irréductibles de rangs r et r’ différents, les
H!(c® x®o0')et H' (6 ® x ® ¢') sont nuls pour v = 0 ou 2.

D’apres le théoreme B.13, on peut maintenant affirmer que quitte a
changer les facteurs irréductibles . de  en les places x € S, lareprésentation
X7 est automorphe (c’est-a-dire se représente comme sous-quotient de
I’espace des formes automorphes sur GL, (F)\GL,(A)) et donc aussi 7 =

R 7.

xelX|

Si § = ¢, on sait méme que yr et ;r sont automorphes cuspidales et on
a terminé.

Si § # 0, il reste encore a prouver que 7 est cuspidale. Raisonnant par
I’absurde, supposons que ce n’est pas le cas. D’apres Langlands, il existe une
partition non triviale r = r| 4 - - - 4+ r; de 'entier r et des représentations
automorphes cuspidales ', ..., 7¢ de GL,,(A), ..., GL, (A) non ram-
ifiées en dehors de S telles que pour tout x ¢ S I’ensemble des valeurs
propres de Hecke

Zl(nx)a ey Zr(nx)

soit la réunion disjointe sur les i, 1 <i < k, des familles

(). ...z ().

Par hypothese de récurrence, les 7!, . .. , m* correspondent au sens de Lang-

lands a des faisceaux £-adiques o', ... , 0% € G,(F) irréductibles de rangs
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Fi. ..., ri. Lefaisceauirréductible o et le faisceau semi-simple o' @- - -@o*
ont les mémes valeurs propres de Frobenius en tous les points x ¢ S.D’apres
le théoreme de densité de Chebotarev c’est impossible.

Pour démontrer la partie (ii) de la proposition, on a besoin du lemme
suivant :

Lemme VI.12. — En une place xo € |X|, soit w,, une représentation ad-
missible irréductible supercuspidale de GL,(F\,) dont le caractere central
X, est d’ordre fini.

Alors il existe une représentation automorphe cuspidale m € A’ (F)
dont le facteur en xg est 1y,

Démonstration du lemme : On reprend celle du lemme 15.10 de [Laumon,
Rapoport, Stuhler] mais sans demander autant de conditions.

Soit a un élément de degré non nul dans F pour lequel x, (a) = 1.
D’apres le théoreme 2.42 de [Bernstein, Zelevinski], il existe une fonction
hy, € CSO(GL,(FXO)/aZ) telle que

Try,, () # 0

mais que pour toute autre représentation admissible irréductible 7 ~de
GL, (Fy,) vérifiant X, (a) =1, on ait

Tra () =0

En deux autres places x; et x,, on choisit deux fonctions supercuspidales
hy, € CX(GL,(Fy,)))eth,, € C°(GL,(Fy,)) qui ont au moins une intégrale
orbitale non nulle.

Pour toute fonction A**1*2 e C2°(GL,(A™*1*2)), on peut former le
produit h = hy, @ hy, ® hy, @ h****2 dans CSO(GL,(A)/aZ).

La trace tronquée d’ Arthur Tr=" (k) d’une telle fonction 4 ne dépend pas
du polygone de troncature p et d’apres le théoréeme 10 du paragraphe V.2d
de [Lafforgue, 1997], elle s’écrit

T =Y [ dg - h(g~'vg)
v GL,(F),\ GL,(A)/a®

ou y décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison
d’éléments elliptiques de GL,(F) et GL,(F), désigne leurs sous-groupes
de commutateurs.

Les fonctions hy,, hy,, hy, étant déja fixées, on peut choisir £*0*1*2 de
facon que

Tr(h) #0.

D’autre part, la formule des traces d’Arthur-Selberg (voir le théoreme

12 du paragraphe VI.2f de [Lafforgue, 1997]) s’écrit ici simplement

Tr(h) = Z Tr, (h).

neA (F)
X (@)=1
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Ily adonc un 7w € A"(F) tel que Tr,(h) # 0. Comme / comprend /™
en facteur, la composante de 7 en x( ne peut étre que 7y,. m|

Démonstration de la proposition VI.11(ii) : Soit 1 € A" (F). On sait déja
qu’il lui correspond un faisceau £-adique o € §;(F) qui est non ramifié
exactement 1a ou 7 est non ramifié et qui est pur de poids 0.

De méme, soient 7’ < r un entier, 7’ € A’ (F) et o’ le faisceau £-adique
pur de poids 0 qui correspond a 7z’ dans 92/ (F).

Notons S I’ensemble fini des places x € |X| ou 7, ou 7, est ramifié.
Il résulte du lemme B.1 et des lemmes V1.4(i)(ii) et VL.7(i) que pour tous
caracteres d’ordre fini x, x’ € A(F) = g}(F), on a en toute place x ¢ S

Lx(XxT[x X X;n;a Z) = Lx(XxX)/c ®o, & O')/Ca Z),
Lx(Xx_lﬁx X X)/c_lﬁ—)/g’ Z) = Lx(Xx_IX)IC_l ® 5')5 ® 5')/5, Z),

ex(XaTte X X Zo W) = x(Max @ 0 @ 04, Z, Yry).

D’apres le lemme B.3 et les lemmes VI.4(iii) et VI.7(ii), ces égalités sont
également vérifiées en n’importe quelle place x € § dés que yx,x., est
suffisamment ramifié.

Comme les produits de ces facteurs L et € locaux vérifient les équations
fonctionnelles

[ _ ’! -1 /—IVIL
Lxwt x x'm', Z) =e(xmw x x ', Z)L| x" 7t x x'" 7, ~ )
q

1
Lixx ® 0 ®0’,2) =e(xx' ® 0 ®d’, Z)L (x‘lx"l RFF, q—z) :

on déduit de la proposition B.11 qu’en toute place x

L,(my x 7, Z) B Li(o:®o0., Z)
e X7, Z )L (e X 7, ) 60 ®0), Z, YL (6:®6], )

D’apres la proposition VI.5, on sait aussi que les poles de L, (0, ® o}, Z)
et Ly(6, ® 0., qiz) ne se rencontrent pas et que leurs modules sont des

puissances de q%.

En une place x € |X| ou m, est ramifié, soit p une représentation
supercuspidale irréductible de caractere central d’ordre fini qui apparait a
torsion pres dans 1’écriture de Bernstein et Zelevinski de m,. D’apres le
lemme VI.12 ci-dessus, on a pu choisir 7" de fagon que 7, = p. Comme
7, est unitaire et admet un modele de Whittaker et que ), est tempérée, le
corollaire B.7 dit que L, (7, x 7}, Z) et L, (77, x 7, qiz) n’ont pas de pdle
commun. Donc

Lx(nx X 7'[;, Z) = Lx(ax & O';, Z)
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etles poles de L, (m, x 7;, Z) = L, (7, x p, Z) ont pour modules des puis-

1 ~ 7z N .. . .
sances de g2. D’apres le théoreme B.5 et la proposition B.6, cela implique
que 7, est tempérée.

On revient maintenant a un 7’ général de rang ' < r, tout en sachant
désormais que les m, et 7, sont tempérés. D’apres le corollaire B.7,
Ly(my x 7y, Z) et Ly(7t, x 7, qiz) n’ont jamais de pole commun et on
peut conclure qu’en toute place x € | X|,

Ly(my x 7., Z) =L,(0, ®0., Z)
et
8x(7Tx X 7-[;» Z, 1p‘x) = sx(ax ® O’)/C, Z, 1p‘x)

On a démontré tout ce qu’on voulait. m|

2) Cohomologie essentielle des champs de chtoucas
a) Cohomologie £-adique des chtoucas et de leurs compactifications

On fixe donc un entier » > 2 et on fait I’hypothese de récurrence que le
théoreme VI.9 et le théoreme VI.10(i) sont déja connus en tous les rangs
< r. D’apres la proposition VI.11, on sait aussi associer a tout faisceau
¢-adique o € §;(F) une représentation automorphe cuspidale = € A} (F)
qui est non ramifiée partout ol o est non ramifié et lui correspond au sens
de Langlands.

Pour terminer la récurrence, il suffit de construire pour toute 7 € A} (F)
un faisceau o, € ;(F) qui est non ramifié partout ou v est non ramifiée,
est pur de poids O et correspond a 7.

11 suffit méme de traiter le cas ou le caracteére central x, de m vérifie
Xz(a) = 1 pour un certain idele a € A* de degré deg(a) = 1 que l'on
fixe. Etant donné un niveau arbitraire N = Spec Oy — X, on rappelle
que Ff, désigne la sous-algebre de I’algebre de Hecke #" de GL,(A)
constituée des fonctions invariantes a droite et a gauche par Ky = Ker[K =
GL,(04) — GL,(Oy)] ; elle admet un élément unité 1 y qui est le quotient
de la fonction caractéristique de K par son volume. Il s’agit d’associer a
toute représentation automorphe cuspidale

mefniy={re AF) | xz(@=1 A 71y # 0}

un faisceau £-adique o, € 4, (F) non ramifié sur X — N, pur de poids O et
qui correspond & 7 au sens de Langlands.

Notant F? = Frac(F ®r, F) le corps des fonctions de la surface X x X
etq’,q" : X x X = X les deux projections de celle-ci sur la courbe X,
nous allons construire les o, en identifiant dans la cohomologie ¢-adique a
supports compacts des Chty/ =P /a” au-dessus de Spec F? des morceaux de
la forme ¢*o,; ® ¢, (1 —r).
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On rappelle que si p : [0, 7] — R, est un polygone de troncature assez
convexe en fonction de X, on a construit des compactifications Cht"¢P=p
des Cht"*P=P qui sont propres sur X x X et lisses sur A’~!/G/~!. Pour
N — X un niveau non vide et si p est assez convexe en fonction de X
et N, les normalisations Cht?\’,d’pfp des Cht"*P=P x v v (X — N) x (X — N)
dans les Cht;\’,‘l’pf"7 sont propres sur (X — N) x (X — N) et lisses sur
(X — N) x (X — N) x C4. Louvert G}, de Cj, est lisse sur A"~ /G~ si

—_— e —
bien que les ouverts images réciproques Chty"”="" dans les Cht}y"”=" sont
lisses sur (X —N) x (X —N) x A™~! /G'~!. Quand €}, admet une résolution
des singularités C}, lijse sur le champ torique A"/ A;’N quotient d’une
variété torique lisse ™" par son tore ,A)gN (par exemple si N n’a pas de

multiplicités ou si r = 2), les Chty*?=" = Cht};*?=" Xer, €7, sont propres

sur (X — N) x (X — N) etlisses sur (X — N) x (X —N) x ,X”N/ASN. Les

- _
bords des Cht"7=P_ des Cht;"”<" ou éventuellement des Cht;*”=" sont
des diviseurs a croisements normaux relatifs ; ils se décomposent en strates
ouvertes et en strates fermées qui sont les images réciproques des points de
A™1/G L (ou AN / .AgN) et de leurs adhérences schématiques.

D’apres la proposition V.1, tous ces champs sur Xx X ou (X—N)x(X—N)

sont sereins et de méme les Cht"“7=" /a”, Chty"=" /a® ou Cht;,’=" /d”.

Si X est un ouvert Cht"*?=<P_ Cht"P=?/q” un compactifié Cht"%P=F,

Cht"?=? /a” ou une strate de bord ouverte ou fermée de celui-ci, on notera
H!(X) les faisceaux de cohomologie ¢-adique a supports compacts de X
au-dessus de X x X. D’apres le théoreme A.9(i), ce sont des faisceaux
¢-adiques lisses sur X x X.

Pour N un niveau non vide, C un champ algébrique représentable quasi-

projectif sur €, X = Chty""=" Xer CouX = Cht\P=" Ja” x er, C et F un
complexe de faisceaux £-adiques sur C, onnotera H (X, ¥) les faisceaux de
cohomologie £-adique a supports compacts au-dessus de (X —N) x (X —N)
du complexe sur X déduit de ¥ via le morphisme lisse de restriction de X
anN

Res : Chty"7=" Cht;<" /a* — €}, .

Ici encore, il résulte du théoreme A.9(i) que les H) (X, ) sont des faisceaux
£-adiques lisses sur (X — N) x (X — N). Quand ¥ est le faisceau constant
Qg [resp. le complexe d’intersection], on notera simplement H)(X, ¥) =
H!(X) [resp. H!(X, ¥) = IH!(X)].

Si X est égal a Cht"%P=F Cht"P=P/q” (ou éventuellement Cht;’,d’ﬁfp ,

Cht;’,ﬁfp /a”) ou a une de leurs strates fermées, les faisceaux £-adiques lisses
H!(X) sur X x X (ou (X — N) x (X — N)) sont purs de poids v. De méme,
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si C est un champ représentable projectif sur Cy et X = Cht?’vd’ﬁsp Xer C

ou X = Cht”’ Pra” Xer C, les faisceaux ¢-adiques lisses IH)(X) sur
(X—N) x (X N) sont purs de poids v.

Dans tous les cas, on notera H!(X)*, IH)(X)*, H)(X, ¥)* les semi-
simplifiés des H)(X), IH)(X), H)(X, ¥) et H (X), IH}(X), H}(X, )
les faisceaux £-adiques virtuels

HI(X) =) (~D'H(®)"
THF (%) =) (=D'IH(X)”

HY (X, F) =) (~D)"H!(X, F)" .

b) Faisceaux ou représentations {-adiques r-négligeables

On rappelle que ¢’ et ¢” désignent les deux projections X x X = X.

On choisit un point géométrique n de X x X supporté par le point
générique Spec F? et on note 1, n” ses images par ¢’ et q”.

Pour tous ouverts X’ et X" de X, on a des homomorphismes induits entre
groupes fondamentaux

(X' x X", ) — m(X', ), mX' x X", n) - m (X", n")
au-dessus de Z, et entre groupes de Weil
W(X/ X X”, n) N W(X/, 77/) , W(X/ % XN, 77) N W(X//, n//)

au-dessus de Z. L’endomorphisme de Frobenius partiel Frobx x Idy ne
fixe pas n mais il définit certainement un homomorphisme de Z dans le
groupe des automorphismes extérieurs de W(X’ x X”, n) et donc un groupe
ZW(X' x X", n) s’inscrivant dans une suite exacte

1> WX xX",n) - 2ZWX xX",n) > 7Z— 0.

On dispose aussi des groupes de Galois G"F2 = m(Spec F?, n), G"F/ =
w1 (Spec F, '), G = mi(Spec F, 1) et des groupes de Weil W], =
G, x3 L, WZ/ = G’}/ x5 7, WZU = G"FN x5 7 que relient les homomor-
phismes ¢' : W}, — Wi, q" : W/, — W] au-dessus de Z et Frobx x Idx
définit une extension ZW, de Z par W,. Ona :
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Lemme VI.13. —

(1) Pour tous ouverts X' et X" de X, le groupe ZW(X' x X", n) est na-
turellement muni d’'un homomorphisme continu et surjectif

ZWX x X", n) — WX, ) x W(X", 1)

qui prolonge W(X' x X", n) — [W(X', n") x W(X", n")] Xzxz Z.
(i1) De méme, ZWZ_2 est naturellement muni d’un homomorphisme continu
et surjectif

ZW!, — Wi x Wi
qui prolonge (q', q") : W;z — [W;l/ X W;l//] X7 Z.

Démonstration : (i) résulte de ce que, d’apres Drinfeld, la catégorie des
paires de revétements finis étales de X’ et X” est équivalente a celle
des revétements finis étales de X’ x X” munis d’un relevement de
Froby x Idy.

(ii) est une conséquence évidente de (i). O

On pose la définition suivante qui nous permettra d’enlever de la coho-
mologie des Chty”=" /a” ou de leurs compactifications tout ce qui n’est pas

intéressant pour nous :

Définition VL.14. — Un faisceau €-adique [resp. virtuel] dans §¢(F?) ou
plus généralement une représentation de W;2 sera dit r-négligeable si tous
ses sous-quotients irréductibles [resp. ses composantes] sont des facteurs
directs de faisceaux ou de représentations de la forme

1" I
o

q/*a/ ® q

avec o', 0" deux faisceaux {-adiques dans G,(F) ou deux représentations

/ v
de W}, et W} irréductibles de rangs < r.
1l sera dit essentiel si aucun de ses sous-quotients irréductibles [resp.
aucune de ses composantes| n’est r-négligeable.

Remarque : Attention !

Méme si o’ et ¢” sont irréductibles, g0’ ® ¢ ne I’est pas nécessaire-
ment. Mais d’apres le lemme VI.13(ii), elle est toujours semi-simple, ses
facteurs apparaissent avec la méme multiplicité et ils sont images les uns
des autres par les puissances de Froby x Idy. Leur nombre est égal a celui
des caractéres non ramifiés x telsque 0’ ® x ' S o'eto” ® x = o etil
divise les rangs ' et ¥ de 0’ et o”.

On dira qu’un faisceau semi-simple [resp. virtuel] dans G,(F?) ou plus
généralement une telle représentation de W;z est r-négligeable complet s’il
est somme d’objets de la forme g0’ ® ¢"*0” avec ¢’, o” irréductibles de
rangs < r. Pour qu’un tel o r-négligeable soit complet, il faut et il suffit qu’il

1% I
o
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r!
soit invariant par Frob y x Idy et méme s’il ne I’est pas, @(Frob')'( x Idy)*o
r! n=1
ou Z(Frob')'( x Idy)*o Dest. O

n=1

En méme temps que les théoremes V1.9 et VI.10(i) en rang r, nous allons
prouver :

Proposition VI.15. — Pour tout polygone de troncature p : [0,r] — R,
(assez convexe en fonction de X et N), on a :

(1) Tous les faisceaux de cohomologie (-adique a supports compacts
H'(X) du bord X = Cht"P=?/a” — Cht"P=P/a” (si N = () ou

éventuellement X = Chtr’ﬁsp Ja? — Cht”ﬁfp Ja” (si N # () et Cl
admet une résolution des singularités G ) sont r-négligeables.

De méme, si N # ¥, X = Chty =r Ja’ et F est la restriction au
bord Cy — Cy 4 du complexe d’ zntersectlon sur Cl, tous les faisceaux
L- adlques lisses H (X, F) sont r-négligeables.

(ii) Les faisceaux de cohomologie H)(X) de toute strate de bord ouverte

ou fermée X de Cht" ”<1’/a (si N = ), Chty = Ja® (si N # ) ou

éventuellement Cht37=" /a” sont r-négligeables.
(iii) Les H'(Chty” P=P 1a%y sont (r + 1)-négligeables.

Remarque : Pour r = 1, il n’y a pas de troncature ni de bord et (iii) se
prouve facilement sans calcul.

En effet, Cht}v /a” est un revétement fini étale de (X — N) x (X — N).
Comme il provient par changement de base du revétement de la variété
de Picard de X par I’isogénie de Lang, c “est un revétement abélien et les
sous-quotients irréductibles des H"(Cht! v/a”) sont des caracteres. Ils sont
nécessairement de la forme ¢"*x’ ® ¢”* " car Chty /a” est muni de I’action
des endomorphismes de Frobenius partiels Frob,, et Frob. |

On fait aussi I’hypothese de récurrence que la proposition VI.15 est déja
connue en les rangs < r.

c) Vérification de ce que le bord est r-négligeable

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de la proposition VI.15 (i)
et (ii).
Commengons par le cas facileou N = :

Le cas sans niveau :

Il est équivalent de montrer les propriétés requises pour Cht"?=”/a” ou
rd,p<p

pour les Cht
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Comme le bord de chaque Cht"**P=” et ses strates fermées sont réunions

disjointes des strates ouvertes qu’ils contiennent, il suffit d’apres le lemme
de dévissage A.15 de vérifier que les faisceaux de cohomologie ¢-adique a

supports compacts sur X x X des strates ouvertes de bord de Cht"**7=” sont
r-négligeables.

Les strates ouvertes du bord de Cht"¢"P= sont indexées par les partitions
non triviales r = (ry, ... , r;) de I’entier r ; on les a notées Chtﬁ’d”’f” .
D’apres le corollaire 111.4, chacune est munie d’un morphisme

Cht:,d,pSp —s Cht"91-P=P1 ¢« Cht'292-P=P2 X X Frob * - * X X.Fiob Chtrk,dk,pfpk

au-dessus de I’endomorphisme Idy x Froby de X x X lequel préserve les
représentations r-négligeables. De plus, ce morphisme induit des isomor-
phismes en cohomologie car c’est le composé d’un morphisme de gerbe et
d’un morphisme représentable, fini, surjectif et radiciel.

On est réduit a montrer que la cohomologie a supports compacts de

C = Cht”’dl’pfpl Xy Chtrz,dz,Pipz X X.Frob * * * X X, Frob Chtrk,dk,pgpk

au-dessus de X x X est r-négligeable. Considérons la factorisation du
morphisme de structure sur X x X a travers X x X*~! x X et notons
q0-q1, .- »qr les k + 1 projections de X x X*~! x X sur X. D’apres
les hypotheses de récurrence, la cohomologie a supports compacts de C au-
dessus de X x X*~! x X est composée avec des facteurs directs de faisceaux
de la forme

(4500 ® go7) ® (qio1 ® 4303) ® -~ ® (q5_10%-1 ® g{07)
ou 0y, 01, 01, 05, ... , Ok_1, 0}, sont des faisceaux ¢-adiques sur X irréduc-
tibles de rangs < max{ry, ... ,r;} < r. D’apres la formule de Kiinneth, la

cohomologie de C au-dessus de X x X est alors composée avec des facteurs
directs de faisceaux de la forme

4500 @ x ® g0y,

ou oy et o, sont comme ci-dessus et les x sont des faisceaux £-adiques
irréductibles donc de rang 1 sur Spec F,,. Elle est r-négligeable. m|

Afin de traiter le cas ou il y a un niveau N # (J, on a besoin d’un lemme
préparatoire.

Pour tout entier dy > 1, on note W, , W" et W’7 les sous-groupes de

Wi, W" et WZ images réciproques de0 dyZ dans Z. On a:

Lemme VL.16. — Soit dy > 1 un entier.

(1) Etant donnée o une représentation L-adique irréductible de W;l ou

WFI , toutes les représentations irréductibles de W'7 ou W'7 quz la

contiennent ont méme dimension ; quand celle-ci est < r, on dit que o
est r-négligeable.
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(i1) Soit o une représentation L-adique irréductible de W;%. Si, parmi
0
les représentations irréductibles de W;2 qui la contiennent, 'une est
r-négligeable, il en est de méme des autres. On dit alors que o est
r-négligeable.
C’est équivalent a demander qu’elle soit facteur direct d’une représenta-
tion de la forme q¢"*o’ ® q"*0”, avec o', 0" deux représentations irré-

ductibles r-négligeables de WZ;O et WIZ:O.

/ /"
; S < — w n
Démonstration : Cela résulte de ce que le sous-groupe Wy, = W Fap? 4 Fay

ou W;% est distingué dans W = Wy, Wy ou W/, et de ce que le quotient

W/ Wy, = Z/dyZ est abélien. En effet, deux représentations irréductibles de
W qui contiennent une méme représentation irréductible de W, ne peuvent
alors différer que d’une torsion par un caractere de Z/dyZ. m|

Nous pouvons maintenant traiter :

Le cas ou il y a un niveau N :

Pour N = Spec Oy < X un niveau non vide, les assertions (i) et (ii) de
la proposition VI.15 sont des cas particuliers du résultat général suivant :

Proposition VI.17. — Soient p un polygone de troncature assez convexe en
fonction de X et N etd € 7 un degré.

Soient C un champ algébrique représentable quasi-projectif sur C"N

et X 25 (X — N) X (X — N) le champ serein compactifiable sur

(X — N) x (X — N) qui est défini comme produit fibré dans le carré
cartésien :

X - e

|

—_— R
Cht"“P=P xy,x (X — N) x (X — N) —= "V

Alors pour tout complexe de faisceaux C-adiques constructibles ¥ sur
C qui est supporté par le bord (I’image réciproque du bord C™V — @é’N de
C"N), les faisceaux L-adiques lisses sur (X — N) x (X — N)

R'(px)Res"F
sont r-négligeables.

Démonstration : Quitte a prolonger & par 0, on peut supposer que C est
représentable projectif sur €V etméme que € = C"" puisque les foncteurs
cohomologiques d’images directes par les morphismes propres commutent
aux changements de base.

On se place donc sur X = Cht"*P=P x . x (X — N) x (X — N).
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Raisonnant par récurrence croissante sur la dimension du support, nous
pouvons supposer le résultat déja connu pour les faisceaux £-adiques sur
erN — @;’N dont le support est de codimension > c¢ et nous devons le
montrer pour les faisceaux £-adiques constructibles & sur €V — GQ’N dont
le support est de codimension > c.

D’apres le lemme VI.16 et avec ses notations, il suffit de prouver que
les R (px)Res*F sont r-négligeables comme représentations de W;,? pour

0

dy > 1 un entier assez grand.

On peut se limiter au cas ou ¥ est un faisceau lisse sur un sous-champ
localement fermé € de codimension ¢ de ™" qui est contenu dans une
strate Gf’N associée a une partition non triviale r = (r = r; +--- + 1) de
Ientier 7.

Comme on a vu au paragraphe 2b du chapitre III, la strate é,’N qui

contient C”*N comme ouvert est munie d’un morphisme

~ —r,N
eV — ¢

—r1,N —N —N
r :@;l XAN/G% rze@ X oee XAN/G% rkG@ .
D’autre part, Cht:"”ﬁfp est une gerbe dont le groupe de structure est plat,
fini et radiciel au-dessus de

Cht"4P=P < Cht" = Cht"" xx "Cht x --- x y "*Cht

et on a un carré commutatif :

2) ér,N

r

Chyy*P=P

L b

chedrsr D, @t
Dans ce carré, le morphisme (1) est lisse de dimension 2r — k 4 1 (d’apres
le lemme II.1), (2) est lisse de dimension 2r (c’est la proposition IIL.5) et les

groupes d’automorphismes des points de C”" au-dessus de leurs images

dans " sont géométriquement connexes de dimension k — 1; il en résulte
. . . —r,N ~rN N .
en particulier que tout point de ¢~ n’a dans C" (ou plutdt dans I’image
ouverte de (2)) qu'un nombre fini d’antécédents. Quitte a remplacer € par
un ouvert dense, on peut supposer que la projection de C sur son image par
(3) est le composé d’un morphisme de gerbe dont le groupe de structure
est plat a fibres géométriquement connexes, d’'un morphisme fini, plat et
radiciel et d’'un morphisme fini étale. Puis, quitte a remplacer ¥ par un
faisceau lisse sur C dont il est facteur direct, on peut supposer aussi que F

. . . ;1. BN
provient d’un faisceau lisse sur un sous-champ localement fermé de € .
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Souvenons-nous encore qu’on a deux morphismes radiciels surjectifs

Chtl-dP=P_, Cht"-41-P=P1 Xy Cht'2:42:P=p2 X X.Frob* - * X X.Frob Cht'*-dk-P=Pk
@LN—>EQ’N X AN /GN 52? N X AN GN Frob X *** XAN/GN Frob @gﬁN
au-dessus 1’un de I’autre.

L’image de Gr”N dans 5;1’1\/ [resp. @g"N] est constituée de “chtoucas
sur N qui n’ont pas de pole [resp. pas de zéro]. A isomorphisme pres il n’y
a qu’un nombre fini de tels chtoucas sur N et on peut supposer que les deux
images du support C de ¥ dans Gwl’ et G@ N consistent en deux points
localement fermés :81 et ;Bk deﬁms sur 'extension [, de I, de degré dj.

En tant que champs, B, et By s’ écrivent comme les quotlents de Spec I,
par deux groupes d’automorphismes Aut B, et Aut JBk ; ceux-ci ont une
partle ‘continue” (la composante de 1’unité) (Aut B ou (Aut By)eont
qui est géométriquement connexe et une partie “discrete” (AutéB ydise —
Aut £1 /(Aut °731)“’“t ou (Aut :Bk)d“c = Aut B/ (Aut .!Bk)“’m qui est un
groupe fini. Les quotients de Spec F,, par (Aut 0‘13’1)“"lt et (Aut 073/()“)“t défi-
nissent deux revétements finis étales galoisiens ;B’ et 58/ de B, et By ; les
faisceaux £-adiques y sont triviaux au sens qu’ils pr0v1ennent de SpecF,.
_ Onnote a_: €' — C le revétement fini étale galoisien de C déduit de
B| x B, — B x By par le changement de base C — B, x By. Le faisceau
F est un facteur direct du faisceau £-adique lisse sur C

F'=a,a*F

et il suffit de montrer que les R”(px); Res*F’ sont r-négligeables comme

représentations de W"
do

L’intérét d’avoir remplacé F par £ est que F' s’écrit comme le produit
tensoriel externe des trois faisceaux £-adiques suivants :

o le faisceau F; sur B, associé  la représentation réguliere du groupe fini

( Aut £ )dlsc

o le faisceau F sur By associé A la représentation réguliere du groupe fini
(Aut By,
e un faisceau ¢-adique lisse & sur un certain sous-champ localement
fermé de
—r, N —rk—1,N
G@ X AN JGN Frob -+ + X AN/GN Frob G@ .

Ceci permet d’appliquer la formule de Kiinneth comme dans le cas sans
niveau. On calcule la cohomologie au-dessus de (X — N) x (X — N) en
deux temps, en calculant d’abord la cohomologie au-dessus de (X — N) x
X x X x (X — N) (ou les deux facteurs X du milieu sont le premier et le
dernier dégénérateurs situés en rangs r et r —ry) et on se ramene a montrer :

e Si B; aun zéro [resp. n’en a pas], les espaces de cohomologie H de

Chtrlydl,[?fpl x@’l-N e(B{
]
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au-dessus du point générique de X [resp. de X x X] sont r-négligeables
comme représentations de W,’llo [resp. W:_z ].
a dO

e SiByaun pole [resp. n’en a pas], les espaces de cohomologie H de

Cht'*-dk-P=Px XN £l/<
9

au-dessus du point générique de X [resp. de X x X] sont r-négligeables

comme représentations de W’7 , [resp. Wi, 1.
d()

Traitons par exemple le cas de By, celui de By étant semblable.
Si .!Bl n’apas de zéro, Aut .!Bl estdiscret, Cht"" %" ”<1"xer1 NJB’ s’identifie
[}

a Chty """ @z F,, et la conclusion résulte de la proposition VI.15(ii)
supposée déja connue en rang ry < r.

Si au contraire B; a un zéro 0 (qui est un point de N défini sur F),
introduisons le produit fibré

XN = Cht" 4 P=Pt (X — N) x 0.

C’est un champ serein et propre sur X — N et d’apres la proposition I11.5,
le morphisme produit

(Pt Resy) : X (X = N) x (@ x /gy 0)

est lisse. D’apres le théoreme A.9(i), pour tout complexe de faisceaux £-
. o~ —r1,N . .
adiques ¥ surle champ C Xy gy 0, tous les faisceaux de cohomologie
¢-adique R”(pagtlzl )1 Res] #7 sont lisses sur X — N.
1l suffit de montrer :

Lemme VI.18. — Pour tout rang ri < r, tout polygone de troncature p;
(assez convexe en fonction de X et N), tout degré d, et tout complexe de
. . =N . .
faisceaux L-adiques F\ sur e x avygy 0, les faisceaux de cohomologie

R"(pya ) Res] Fi
1

!
sont r-négligeables comme représentations de ng .
0

Démonstration : On raisonne par récurrence sur le rang r; et sur la di-
mension du support de ;. Supposons donc le résultat déja connu en les
rangs < r; et, en rang ry, pour les complexes ¥; dont le support est de
codimension > c.

Il s’agit de prouver le lemme pour un faisceau £-adique ¥ lisse sur

, . . —r,N
un sous-champ localement fermé € de codimension ¢ de C X an gy 0.
.z N m
On peut supposer que € est contenu dans une seule strate associée a une
partition r; de I’entier ry.
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Si r, est non triviale, on raisonne comme nous avons fait pour nous
ramener a I’énoncé du lemme VI.18 et on conclut d’aprés d’hypothese de
récurrence.

Sinon, on peut supposer que ¥ est supporté par un unique point lo-

S =", .
calement fermé B; de C;~ x v gy 0 et méme que C’est le faisceau £-
adique (pur de poids 0) associ€ a la représentation réguliere du groupe fini
(Aut B))%¢ = Aut B, /(Aut B;)°°".

Le résultat étant déja connu quand la codimension du support est > ¢, il
est équivalent de montrer que si ¥, désigne le faisceau pervers qui est le pro-
longement intermédiaire de #; sur I’adhérence de B, dans @g’N XN gy 0,
les Rv(pflil)! Res] F| sont r-négligeables. D’apres le théoréeme A.9(ii)
ceux-ci sont purs de poids v et il en est de méme des faisceaux de coho-
mologie

R'(px)iResi 7= (D R*(pyn )1 Res; Fi
1<d<ri|deg(a)|
a coefficients dans # de X; =[] %‘1[1 Ja® = 1 %(1,1. Dans 1a

d\eZ 1<d)<ri|deg(a)|
somme alternée

H: (%1, 7)) = Y (= 1)"[R*(px, ) Res} #]",

il ne peut y avoir de simplification et il suffit de montrer que H'(X;, )
est r-négligeable en tant que représentation virtuelle de W,Zdo.

Toujours d’apreés I’hypothese de récurrence, c’est équivalent a prouver
que

H; (%1, F1) = Y _(—=1'[R"(px,)r Res* #1]"

est r-négligeable. Or, avec les notations qui suivent la proposition I1.4,
la cohomologie sur X — N a coefficients dans #; de X; s’identifie a la
cohomologie sur X — N a coefficients dans Q, de

D= Z
Cht'!"2=PV g
N, B /

En effet, si ﬁ{ est le revétement fini étale galoisien de groupe (Aut By)dise
de 8B, que définit SpecF,,/(Aut B,)*°™, on a pour tout degré d,

1 Al r1,d1,P<pi
X' xgnv B) = Chey g 7=

D’apres la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz et le théoréeme
I1.15, il existe des constantes c,, des entiers m, > 0, des scalaires A, et
des représentations automorphes cuspidales 7‘ de rangs r, < r; < r non
ramifiées sur X — N telles qu’on ait la formule suivante :

Pour toute place oo € | X — N| (en dehors d’un nombre fini) et pour tout
multiple assez grand s = deg(oo)s’ de deg(oco) et dy (choisi suffisamment
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divisible),
Tr (Frobyy", H; (Cht)y 2" /a”))

=S e ()™ Az () ).
L

Dans cette expression, les termes tels que m, > 0 doivent se simplifier
mutuellement et on peut supposer que tous les m, valent 0.

D’apres I’hypothese de récurrence, chaque représentation automorphe
cuspidale m‘ tordue par A' correspond au sens de Langlands & une re-
présentation ¢-adique o, de W, irréductible de rang r, < r; < r. Les deux

représentations virtuelles de W},
P=p1, 7
H;‘(Cht;}’%l Plra”) et ZCLU[
L

/
coincident quand on les restreint au sous-groupe Wl’ld . Cela conclut le
. 0
raisonnement. o

Remarque : Pour démontrer que la cohomologie a supports compacts des

strates de bord ouvertes ou fermées des Cht;’,ﬁfp /a” est r-négligeable, on

peut procéder comme dans le cas sans niveau et se ramener a dire que,
d’apres la proposition VI.15(iii) déja connue en rang r et la formule de
Kiinneth, la cohomologie a supports compacts au-dessus de (X — N) x
(X — N) des

ri,d1, p<pi r2,dy, p<p2 T, d, D= pre
Cht,, x x—n Chty X X—N,Frob "+ X X—N,Frob Chty

est r-négligeable.
Cependant, on a aussi besoin d’arguments de pureté et pour cela de

vérifier que la différence entre les H”(Chty"=" /a”) et les IH(Cht\/=" Ja”)
est r-négligeable. C’est pourquoi la proposition VI.17 dans toute sa généra-
lité est nécessaire a notre démonstration de la correspondance de Langlands
et il en est de méme du contenu du chapitre II qui intervient dans la preuve
de cette proposition via le lemme VI.18.

d) Séparation de la cohomologie essentielle

On rappelle qu’on a fixé un entier r > 2 et un niveau N = Spec Oy — X
et qu’on a noté

Ty ={r e A(F) | (@ =1 A -1y #0}.

Notre but est d’identifier la partie essentielle de H*(Chty”="/a”). On com-
mence par :

Lemme VI.19. — Pour tout polygone de troncature p : [0, r] — R, (assez
convexe en fonction de X et N), il existe une combinaison linéaire formelle

N.ess d coefficients dans Q de faisceaux €-adiques lisses irréductibles dans
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Ge((X — N) x (X — N)) éventuellement tordus par des caracteres de Z,
telle que :

(1) La différence formelle

r!

HY % Z (Froby x Idy )" H; (Cht?\’fﬁfp/az)’

N,ess
" =1

vue comme représentation virtuelle de W;z, est r-négligeable complete.

(i1) Pour tout point fermé x de X x X au-dessus de deux points fermés
distincts 00, 0 € | X — N|, et notant Frob,, [’élément de Frobenius en x
dans W((X—N)x(X—N), n), onapour tout multiple s = deg(co)s’ =
deg(0)u’ de deg(x) = ppcm(deg(0), deg(co))

Tryy (Frob;“/ deg(")) =g\ s Z Tr, (1y)

we(mly

(21(To0) ™ 4 -+ 2. (1o)™Y (21 ()" + - 4 2,(0)").

Remarque : D’apres la proposition VI.15(i) déja démontrée en rang r, la
différence H*(Cht"P=P/a”) — H*(Cht"P=F/a”) (si N =), IH* (Cht;"="/a”)

—_—~——

— H*(Cht;="/a”) (si N # ) ou éventuellement H*(Cht;’="/a”) —
H*(ChtP=" /a”) est r-négligeable.

Dans I’énoncé du lemme, on peut donc remplacer dans (i) le terme
H*(Cht;P=" /a®) par H*(Cht"P=P/a”) (si N = @), IH*(Cht}=" /a®) ou

éventuellement H* (Cht;’,ﬁfp /a”).

Démonstration : D’apres la formule des points fixes de Grothendieck-Lef-
schetz pour les puissances de Frob et le théoreme 1.13 appliqué & f = 1y
et = 0, on a pour tout point x — (00, 0) et tout multiple s = deg(oco)s’ =
deg(0)u’ comme dans I’énoncé

T ) (Frob*/ 4

T * —
Ly, (Frob’}'( x Idx ) H (cm;,”f”

= ¢S T (1) (21 (o) - 2, (o) ™) (21.(0) -+ - -2, (1))

welrly

’ ’

+ e M (@) ez () ) @) 2 ()
L

ou les ¢, sont des constantes, les m, des entiers > 0, les A, des scalaires non
nuls et les 7' et 7" des représentations automorphes cuspidales en rangs r,
etr, <r.

Les termes indexés par les ¢ tels que m, > 0O doivent se simplifier
mutuellement et on peut supposer que tous les m, valent 0. De méme, on
peut supposer que tous les ¢, sont dans Q.
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D’apres I’hypothese de récurrence, les 7" et ' correspondent au sens
de Langlands a des faisceaux £-adiques irréductibles de rangs ] et r, dans
G¢(X — N) et les termes

’ !

()™ oz () ) (@ ()" 2 ()
se récrivent sous la forme
Try, (Frob;s/ deg(x) )

ou les o, sont des faisceaux £-adiques lisses dans §,((X — N) x (X — N)),
éventuellement tordus par des caracteres de Z et qui sont r-négligeables
complets.

Alors la différence formelle

r!

H;\‘,’ess = % Z (Frob')'( x Idy )*HC* (Cht?\’,ﬁfl’/az) _ Z c, -0,

n=1
répond a la question posée. m|

On remarque que d’apres la partie (ii) du lemme, Hy . ne dépend pas
du polygone de troncature p. Montrons que c’est la partie essentielle des
faisceaux £-adiques virtuels 1 37" (Frobly x Idy)*H (Chty"=" /a”) :

Proposition VL.20. —

(i) Aucune des composantes irréductibles de Hy . n’est r-négligeable.
Toutes apparaissent avec des multiplicités positives et sont des
Jaisceaux C-adiques lisses dans G¢((X — N) x (X — N)) purs de poids
2r — 2.

(i) Pour p un polygone (assez convexe en fonction de X et N), les
H(Chty” =PJa”), v # 2r — 2, sont r-négligeables de méme que la
différence formelle

r!

% (Frob} x Idy )*Hfr_z(Cht;\’,ﬁfp/aZ)“ — Hy o -
" n=1

Remarque : D’apres le lemme VI.19(ii), il est équivalent de dire que Hy, .
est pur de poids 2r — 2 ou que les représentations 7 € {m}), vérifient la
conjecture de Ramanujan-Petersson en toutes les places en dehors de N.

Démonstration de la proposition :
(ii) Pour tout v, notons H" = Hc‘.’(Cht”FSI’ /a%)%s si N =Vet H =

[H!(Cht;P=" Ja®)* (ou éventuellement H” = HY(Chty/="/a”)") si
N #@.
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Dans tous les cas, les H" sont purs de poids v si bien qu’il ne peut y
avoir de simplification dans la somme

rl 2(2r-2)

Z Z (—1)"(Frob’ x Idx )" H".
n=1 v=0
Donc (ii) est impliqué par (i), le lemme VI.19 et la proposition VI.15(i)
déja démontrée en rang r.
(i) Notons H = Hy . (r — 1).

On voit sur la formule du lemme VI.19(ii) que Hy, . ou H est invariante
par I’action de Frob’, x Idy. Il en est de méme de sa partie r-négligeable
qui donc est complete.

D’apres I’hypothese de récurrence, toutes les représentations £-adiques
r-négligeables et irréductibles sont pures. Donc toutes les composantes de
H sont pures d’un certain poids. Il résulte de la proposition B.2 de Jacquet et
Shalika que 1’ensemble des poids de H est contenu dans I'intervalle | —2, 2[
et d’autre part il est symétrique par rapport a 0.

Considérons o', 0” deux faisceaux dans §,(X — N) irréductibles de
rangs ', r” < r et purs de poids 0. D’apres 1’hypotheése de récurrence, il
leur correspond au sens de Langlands deux représentations automorphes
cuspidales unitaires 7/, 7”7 en rangs r’, " qui sont non ramifiées en dehors
de N.

Le théoréme B.10 entraine que pour toute = € {mr}), les séries dérivées
logarithmiques des fonctions L

Ly vy x7',Z)

Ly_n(m x#',Z)

Y deg(00) Y (21(mae) A -+ 2(m0) )

o0€|X—N| =1
(1 (T[(/)o)k +- oz (néo)k)zkdeg(oo)—l

/

— Z 751 Z deg(c0) (21(7100)_‘« +-tz (noo)_s)

s>1 o0€|X—N|

s
deg(oo) * en ’ /

(z1(ml)” + -+ +z(7l)")

et
Ly yGt x 7, 2)
Lx n(@ x 7", Z)

S deg© Y (21 mo)t -+ 2 (mo))

Oe|X—N]| k>1
(@) -+ ) 220

/

=> 77" )" deg(0)(z ()" + -+ + 2, (m0)")

s>1 0&|X—N|

(1 ()" -+ 2 (1))

sont absolument convergentes dans une zone |Z| < ¢~ (pour & > 0 un
réel assez petit).
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Par conséquent, la série “produit”

=)z > deg(00) deg(0) (21 (o) ™+ ++2, (7o) ™)
s>1  00,0elX—N|

(z1 ()" + - -+zr(n0)”/) (21 (néo)vl—k otz (néo)sl) (21 (716’)“,—%- etz (n()’)“,)

=u'eN

est absolument convergente dans la zone |Z| < g~>+%.

D’autre part et bien que les composantes de H apparaissent a priori avec
des coefficients dans Q, on peut définir la dérivée logarithmique

L/(X—N)X(X—N) (H ® (q:;o(v’/ ® q(,;&/,), Z)
Lix-mxx-m (H ® (¢4 ® q36"), Z)

comme série formelle en Z. Comme o’ et ¢” correspondent au sens de
Langlands a 7" et " et d’aprés le lemme VI.19(ii), cette série ne peut
différer de la somme sur les 7 € {7}, des séries “produits” ci-dessus que
par les termes indexés par les 0o, 0 € | X — N| telsque co =0.Sie > 0a
été choisi assez petit pour que 2(1 — 2¢) majore tous les poids de H, cette
différence est bornée a une constante multiplicative pres par

Z|Z|S—1 Z deg(oo)Zq(l—Za)s

s>1 oo€|X—N]|
- deg(c0)|s

qui converge pour |Z| < g~>+%.

Récapitulant, on a prouvé que la série

L/(X—N)X(X—N) (H ® (q:o(}/ ® qf)ﬁ&”)’ Z)
Lix—mxx-n (H ® (456" ® 35"), Z)

converge absolument pour |Z| < g~>+2¢,

Comme on a pu prendre ¢’ et ¢” arbitraires (et que H est invariante
par (Froby x Idx)*), on conclut d’apres le corollaire VI.3 que parmi les
composantes de poids maximal (nécessairement compris dans [0, 2[) de H,
aucune n’est r-négligeable. Modulo la torsion par r — 1, elles proviennent
donc toutes des (Frob}y x Idy)*H*~! ou des (Frob} x Idx)*H* 2 ; le
premier cas est impossible car il ferait apparaitre des coefficients —1. Donc
le poids maximal de H est 0, par symétrie H est pur de poids 0, il n’a pas de
composante r-négligeable et provient entierement des (Frob’y x Idy)* H* 2

ou, ce qui est équivalent, des (Frob”, x Idy)* H2~2(Cht;”=" /a”)*. o



180 L. Lafforgue

e) Effet r-négligeable des troncatures

R —

Si N est un niveau non vide, on a noté Chty”=" TI’ouvert lisse de Chty/="

défini en demandant que les dégénérateurs évitent N. Si N = (J, on notera
—_—

simplement Cht;?= = Cht' P=?.
D’apres la proposition VI.20(ii) et la proposition VI.15(ii) déja démontrée
e

enrangr, nous savons qu’en toutdegré v # 2r—2, tousles H” (Cht;\’,ﬁip Ja”)

et H'(Cht;,”=" /a”) sont r-négligeables. En le degré médiant v = 2r — 2 ol
se concentre la cohomologie essentielle, nous pouvons préciser :

Corollaire VI.21. — (i) Pour tout polygone de troncature p (assez convexe
en fonction de X et N), le noyau et le conoyau de I’homomorphisme

— —_—
HZ7*(Chty=" Ja”) — HZ'7*(Chty"=" /a")
induits par I'immersion ouverte
_ _—
Chty/=? Ja” < ChtyP=" /a”

sont r-négligeables.
(1) Pour tous polygones de troncature p < q (assez convexes en fonction
de X et N), le noyau et le conoyau de I’homomorphisme

HCZr—z (Cht;{,ﬁﬁp / aZ) N HCZr—z (Cht;{,ﬁﬁq / aZ)
induits par l'inclusion
Chty/=" /a* < Chty"="/a"
sont r-négligeables.
Démonstration : (i) résulte de ce que ce noyau et ce conoyau se plongent

dans la cohomologie du bord Chty’=" /a” — Cht\'="/a” laquelle est r-
négligeable.

(i) D’apres le théoreme V.14(i), la normalisation du graphe de I’in-
clusion de Chty”=’/a” dans Chty’=/a” définit une correspondance de

E———— ==
Chty"=? /a” dans Chty’=" /a” au-dessus de (X — N) x (X — N) et donc
un homomorphisme

_— _—
HCZr—Z (Cht’;\’;piq /aZ) — HCZr—Z (Cht’;\’,pép /aZ)
qui, d’apres le lemme A.7, fait commuter le diagramme :
_ —_—
Hc‘2r—2 (Cht;’\}PSf{/aZ) HCZr—Z (Cht;\}piq /aZ)

I |

HCZr—Z (Cht;}ﬁfp/az) - HCZr—Z (Chtg}ﬁS[’//aZ)
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De ceci et de (i) on déduit que le noyau de Hf’_z(Cht;’,ﬁSp /a%) —
H?~2(Chty"=?/a") est r-négligeable. Il en est de méme de son conoyau car
r!
d’apres la proposition VI.20, les parties essentielles de @(Frobg( x Idy)*
r! n=1
H2 7> (Chity/ =" /a™)* et @D (Froby x Idy)* HX~2(Chty"=?/a%)* sont
n=1

égales. m|

Remarque : Bien sir, quand €}, admet une résolution des singularités ézrv
(par exemple si N n’a pas de multiplicités ou si r = 2), on peut rem-
placer partout dans 1’énoncé du corollaire et sa démonstration les

—_— —_— —
HZ72(Chty/=" /a®) et HZ *(Chty/~" /a*) par HZ2(Chty/~"/a") et

H>~2(Cht;"=/a™). Alors on n’utilise pas le théoreme V.14(i).

3) Scindage au moyen des correspondances de Hecke

Dans ce paragraphe qui termine la démonstration, nous décomposons la
cohomologie essentielle de Chty /a” en faisant agir les correspondances de
Hecke (et les endomorphismes de Frobenius partiels).

a) Action de I'algebre de Hecke #'y, et de Frob., et Frob,

r!
Jusqu’a présent, Hy . a €t€ pour nous la partie essentielle des % Z(Frob}
n=1
x Idy)* H¥ 2(Chty/=" /a®)** et en tant que telle, elle n’a pas reu d’autre
structure que celle de représentation virtuelle (a coefficients rationnels posi-
tifs dont le dénominateur divise r!) de W((X — N) x (X — N), n).

Mais on sait d’autre part que les correspondances de Hecke définissent un
homomorphisme de I’algebre #} /a” dans I’algébre des correspondances
finies étales sur Chty, /a” (au-dessus du point générique Spec F? de X x X)
et que Chty, est aussi muni des deux endomorphismes de Frobenius par-
tiels Frob,, et Froby au-dessus de Froby x Idy et Idy x Froby qui vérifient
Froby, o Froby = Frobg o Frob,, = Frob et commutent avec les correspon-
dances de Hecke. Pour p,q : [0,7] — R, des polygones de troncature
convexes, une correspondance f x Frobl  x Froby associée a une fonction
f € H},/a” et a des entiers s, u € N envoie Chty/="/a” dans Chty"=? /a”
des que g — p est assez grand en fonction du support de fetdet = u — s.

Par conséquent, la limite inductive

HZ'7(Chtyy /a”) =lim HZ*(Chty~" /a")
p
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est munie d’une action du groupe ZWI’;2 et d’une action de I’algebre J}, /a”
qui commutent.

Nous définissons maintenant dans H*~2(Cht}, /a”) une filtration crois-
sante (F! Hf’_2(Cht§V /a”))i=o par des sous-espaces stables par les actions
de ZW, et de #H}, /a”.

On part de FOH> ~2(Cht)y/a?) = 0.

Puis, supposant F*H?*~2(Chty/a?) déja construit, on définit
F?*1H?=2(Chty /a?) et F?+2H*~2(Cht), /a”) de la maniére suivante :

On prend pour quotient F?+!H>=2(Chty, /a*)/ F* H*~*(Cht}, /a”) la
somme de toutes les sous-représentations de dimension finie de W;z dans
H? ~2(Cht)y /a”)/ F* H?~2(Cht}, /a”) qui sont r-négligeables. Clairement,
F?+1H2=2Cht, /a”) est stable sous les actions de #y,/a”, Froby x Idy et
Idy x Froby.

Puis on considere le quotient H>"~2(Cht)y/a”)/F**! H>~%(Cht), /a”?)
dans lequel on définit F?+2 H>~2(Cht}y /a?)/ F**+! H>*~2(Cht}y /a”) comme
la somme de toutes les sous-représentations de dimension finie de WIZQ qui
sont essentielles ; elle est stable sous les actions de ) /a”, Froby x Idy et
Idy x Froby.

Pour tout polygone de troncature p : [0,7] — R, on note (F'H* 2
(Cht?(,p =P /aZ))l-Zo la filtration de ng—z (Chtg\’,’7 =r /a*) image réciproque
de (F'H*~2(Chty /a”));=o par ’homomorphisme H*~2(Chty/="/a”) —
H?"~%(Cht), /a?).

Ona:

Lemme VIL.22. — (i) Pour tout polygone de troncature p (assez convexe en
fonction de X et N) et pour tout entier i > 0, le plongement

Fi+2 chr—z (Chtg’,ﬁsp/az)/FZHI chr—z (Cht;\’,pfp/az)
s F2i+2H3r—2 (Cht?v/aZ)/FZiJ“] Hc‘2r—2 (Cht?v/aZ)

est un isomorphisme.
(ii) Les F'H>~%(Chty /a?) sont égaux a H*~*(Chty /a®) des que i est
assez grand.

Démonstration : (i) résulte du corollaire VI.21(ii).

(i) D’apres (i) et comme HCZ’_Z(Cht;{,ﬁEP /a”) est de dimension finie,
on a F?*2H2=2(Chty /a?) = F**'H>~2(Chty /a”) dés que i est assez
grand.

Mais d’autre part, si H>"~2(Cht}y/a%)/F**! H>*=2(Cht}y /a”) n’est pas
nul, il contient une sous-représentation de dimension finie de WIZQ qu’on
peut supposer irréductible ; d’apres la fagon dont F**! H*~2(Cht},/a”) a
été défini, elle est nécessairement essentielle et F2+2H2~2(Chty, /a”) est
strictement plus grand que F?+! H>~2(Chty, /a”). D’ou le résultat. O
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La somme
@ F2i+2H3r—2(Cht;”v/aZ)/FZH-] HCZr—Z(Cht;”V/aZ)
i>0
est une représentation de ZW;2 x Jy/a” ; sa semi-simplifiée comme

représentation de WZQ estinvariante par Froby x Idy etelleestégalea Hy,

(dont on voit maintenant que les coefficients sont des entiers positifs). On
notera Hy . sa semi-simplifiée comme représentation de ZW;2 x FHy /a”.

Elle est automatiquement semi-simple comme représentation de W”2 et

s’identifie a Hy, _ donc I’action de ZW"2 sur Hy s se factorise a travers
ZW((X — N) x (X N), n).

b) Lien avec les correspondances tronquées et stabilisées

Nous allons déterminer Hy s €n tant que représentation semi-simple de
W({(X —N)x(X—N),n x J(’}’\,/aZ en calculant ses traces. Pour cela,
il faut faire le lien avec les formules pour les nombres de points fixes

dans les ouverts tronqués Cht;”=" /a” et ce lien s’établit a travers 1’action
des correspondances de Hecke induites dans les ouverts lisses et stables

Cht;= 3 des compactifiés Chty”=" /a” ou dans les compactifications lisses

Cht;P=" Ja” quand elles existent.

Fixons en effet une fonction f € #5 /a”.
Comme on a vu dans le paragraphe 2a du chapitre V, elle définit par

L c <
normalisation une correspondance encore notée f dans les Chty"=" /a”

ou éventuellement les Cht;’,ﬁfp /a” au-dessus de (X — N) x (X — N).
D’apres le théoréme V.14(ii), cette correspondance stabilise les ouverts

lisses Cht”’ 3 /a”.

Selon la proposition A.6 ou le paragraphe 2 de I’appendice A, il est
associé a une telle correspondance géométrique une correspondance co-
homologique ou une classe de cohomologie £-adique et donc une famille

—_~—

d’endomorphismes des espaces H. 1’(Chtr = /a%)ou H 1’(Chtr P<P /a”%), O <

v < 2(2r—2), de cohomologie £-adique 2 supports compacts des Cht;”= 3 a”

ou des Cht;”=" /a” au-dessus du point générique Spec F? de X x X.

Lemme V1.23. — Ayant fixé une fonction f € Hy/a”, considérons un
polygone de troncature p : [0,r] — R, assez convexe en fonction de X
et N. Alors :

(1) Sio décrit I’ensemble fini {0} des objets irréductibles de G,((X — N) x
_—
(X — N)) qui figurent comme composantes des H’ = H'(Cht\"=F /a”)
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ou HY(Cht"P=F /a”), il existe une unique famille de scalaires c, telle
que pour tout y € W(X — N) x (X — N), n), on ait

DD T (f x ) = ) ¢ T ().

oelo}

(ii) Si (F?) est une filtration des H. respectée par I’action de f et (H.") est
une somme de gradués de (F?) dont I’ensemble {0}’ des composantes
irréductibles est disjoint de celui des autres gradués, on a

DD T (fx = ) ¢ Tro(y)

oefo}
pour tout élément y € W((X — N) x (X — N), n).

Remarque : Bien siir, on voudra appliquer ce lemme en prenant pour {o}’
le sous-ensemble de {0’} constitué des représentations irréductibles essen-
tielles. Comme d’apres le précédent paragraphe Hy . est la partie essen-

ess
—_~—

—_— s
tielle des H(Chty"=" /a”) ou des H’(Chty"="/a”) et qu’il est concentré
en degré v = 2r — 2, on notera dans ce cas

=p —
Tt (fxp =) e T

oelo}

Démonstration du lemme : (1) L'unicité provient de ce que les caracteres
y + Tr,(y), 0 € {0}, sont linéairement indépendants. Et I’existence d’une
telle relation résulte de ce que 1’action de f commute avec celle du groupe
W((X — N) x (X = N),n).

(ii) est conséquence évidente de (i). |

Avec la notation de la remarque qui suit ’énoncé du lemme ci-dessus,
montrons :

Proposition VL.24. — Ayant fixé f € Jy/a” et si p est un polygone de
troncature (assez convexe en fonction de X et N), on a pour tout élément
y € WX —N) x (X —=N),n)

Tty (f X N =Trif (f X ).

Ne
Démonstration : Montrons-le par exemple dans le cas ot les Tlrfli7 (fxyp)
N,ess

_—
sont définis 2 partir de 1’action de f sur les H'(Chty’=" /a”), le cas des

—_~—

H(Cht;”=" /a”) quand ils existent étant semblable.
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Etant donnés deux autres polygones de troncature (assez convexes en
fonction de X et N) p’ et p” vérifiant p < p’ < p”, on a un diagramme

HE T (CHGT a) H (Ol )

HY? (Cht;’,ﬁfp//az) — HY? (W//az)

.

H>? (Cht;’,ﬁfﬂ Ja®) H> 2 (Cht?’vﬁfp / /a”)

qui est commutatif d’apres le lemme A.7.
—_—/

Comme H?*~2(Chty"=" /a”) est de dimension finie, on voit que si p’

est assez grand alors pour tout p” > p' les images de H*~2(Chty"=" /a”)
— —_

et Hf’_z(Cht§\’,’7 =P /a”) dans Hf’_z(Chtg’,p =P /a”) sont égales et méme
les filtrations irldui”tes sur cette image par (F'H> ~2(Chty” =P Ja%)) =0 et
(F'H>~2(Chty\/="" /a”));>o se confondent.

Fixons p’ vérifiant cette propriété.

Puis choisissons p” > p’ de fagon que la correspondance finie étale f
de Chty/a” envoie Chty’=" /a” dans Chty’="" /a”. On a de nouveau un
diagramme commutatif

122 (Che 7= ) 2 (Cni7= )
f
H¥ 2 (Cht;\’,ﬁf"//az) - chr—Z(Chtxﬁsﬂ//aZ)

|

HZ2(CheP=" [a) —= [2r2(ChiP=? [a%) ——> HZ—2(ChlP=" Ja?)

ou les deux fleches marquées “f” sont celles associées aux correspon-
dances définies par f et les autres sont définies par les plongements et les
correspondances canoniques.

La proposition se déduit maintenant des lemmes VI.23 et VI.22 et du
corollaire VI.21. O

¢) Calcul des traces des correspondances de Hecke

Au paragraphe 3a, nous avons construit Hy ss comme une représentation
semi-simple de ZW((X—N) x(X—N), n) x Hy / a”. Nous allons maintenant
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calculer ses traces comme représentation de W((X — N) x (X — N), n) x
Fr/a”. Cela utilise la proposition V1.24 ci-dessus, la formule de comptage

des points fixes dans les ouverts Chty”="/a” du chapitre I, le théoréme
des points fixes d’un ouvert instable du chapitre IV, la stabilisation locale
et globale des correspondances de Hecke réalisée au chapitre V et les
mémes arguments de fonctions L de paires que dans la démonstration de la
proposition VI.20.

Théoréme VIL.25. — Soit f une fonction dans ’algébre de Hecke 3y /a”.

Alors pour tout point fermé x de (X — N) x (X — N) au-dessus de
deux places distinctes 00,0 € |X — N| — Ty telles que deg(oo) et deg(0)
soient assez grands en fonction du support de f et pour tout multiple
s = deg(o0)s’ = deg(0)u’ de deg(x), on a

Tray,, (f x Frob /€0 ) = g~ 3" Tr (f)

me(mly
(21(To0) ™+ -+ 2, (00) ™) (21 (T0)" -+ + 2, (710)").

Démonstration : Fixons une fonction f € #y /a”. Nous allons raisonner

/
a partir de ’action de f sur les H’(Chty"=" /a?).

Si {H} désigne I’ensemble fini des représentations irréductibles de
ZW({(X — N) x (X — N), n) qui figurent comme composantes de Hy e, il
existe des constantes cy telles que pour tout point fermé x de (X — N) X

(X — N) et tout multiple s de deg(x)

Trpy,.., (f x Frob, ¥/ ™) = Z ¢y Try (Frob*/ 48),
He(H)

On sait d’autre part d’apres la proposition VI.24 que si p est n’importe
quel polygone de troncature (assez convexe en fonction de X et N), on a

TrHN,ess (f x FrOb;S/ deg(X)) = TrHKIeSS (f X FrOb;S/ deel) )

Notant {o} ’ensemble des représentations £-adiques r-négligeables de
W({(X — N) x (X —N), n), il existe une famille presque nulle de constantes
¢y, 0 € {0}, telle que pour tous x et s, on ait

Tr ) (f % Frob;é‘/ deg(x)) — TrHlfaes (f ~ Frob;s/ deg(x) )

= /
Hy (ij\'/’fp JaZ s

+ Z ¢o Tty (Froby*/ 4™y,

oe{o}

Soit Lef?\’,ifp (f x Frob*) le nombre des points fixes de la correspondance

f x Frob® dans la fibre de I’ouvert Cht?\’,ﬁfp /a” au-dessus de n’importe quel
point géométrique de X x X supporté par x. D’apres le théoreme V.19
(stabilité des chtoucas au voisinage des points fixes) et le théoreme V.2
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(schématisation des espaces de modules grossiers de chtoucas itérés), on

e
peut appliquer & Chty”=” le théoréme IV.12 (formule des points fixes sur
un ouvert instable dans le cas non propre) : Il existe des correspondances

cohomologiques cl( f)x dans les strates fermées X du bord de Cht’y” Chi7=" Ja*
au-dessus de (X — N) x (X — N) telles que, si p a été choisi assez convexe
et si les deux projections oo et O de x sont distinctes et de degrés assez
grands (en fonction du support de f), on ait pour tout multiple s assez grand
de deg(x)

Lef;\’,ffp(f x Frob*) = Tr (

—
rp=p
H | Chty; ,a

Z) ( fx Frob;s/ deg(x) )

+ D (=D Trp ) (cl(f)x x Frob ¥/ %2,
X

Et comme la cohomologie des strates de bord X est r-négligeable d’apres la
proposition VI.15(ii) déja démontrée en rang r, il existe une famille presque
nulle de constantes ¢, , o € {0}, telles que

Z(— D™ Ty ) (cl(f)x x Frob,*/46))
X
= Y ¢, Tr, (Frob;*/ %),

oe{o}

En combinant toutes ces formules, on obtient pour tout x et tout s comme
dans I’énoncé

Lef?\’,ifp (f x Frob*) = Z cy Try (Frob;s/ deg(x) )
HelH)

+ Z (co +¢))Tr, (Frob;s/ deg(x) )

oe{o}

On peut dans cette formule remplacer partout x par un (Frob’, x Idx)(x),
r!' > n > 1, puis faire la moyenne des r! formules obtenues. Chaque terme
Try (Frob;s/ deg() reste inchangé car H, N.ess €st invariante par Froby x Idy.
Les Tr, (Frob_*/ 9™y ge transforment en Trs(Frob-*/ 9™ on les & =

X X

r!

% Z(Frob’)‘( x Idy)*o sont des représentations £-adiques virtuelles r-négli-
n=1

geables completes. Enfin, le théoréme .13 donne une expression automor-

phe pour la moyenne de la suite n +—> Lef;\’,’ﬁér’; by x 1y (o (f X Frob®) qui

est périodique de période divisant r!. En invoquant la correspondance de
Langlands déja connue en rangs < r, on voit qu’il existe une famille finie
de constantes c,, d’entiers m, > 0, de scalaires A, et de faisceaux £-adiques
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0,0, € (X — N) irréductibles de rangs < r et purs de poids O tels que
pour tout x et tout s = deg(oco)s” = deg(0)u’ comme dans 1’énoncé, on ait

Try (Frob*/ 4 , ,
> ot gD LS e ™)

He{H} welmly

(Z] (7'[0)“/ +--+ Zr(T[O)u,) = Z cs™ A Trq’*a[@q”*a[/ (FrOb;S/ dee(0 )

L

Nécessairement, les termes de droite tels que m, > 0 doivent se simplifier
mutuellement et on peut supposer que tous les m, valent 0. D’apres la
proposition VI.20(i) et la remarque qui la suit, les H € {H} sont pures de
poids 2r — 2 et les z; () et z; (7o) sont de module 1 donc on peut supposer
aussi que les scalaires A, sont tous de module 1.

Il reste a prouver que dans 1’équation ci-dessus, le terme de droite et
donc aussi celui de gauche vaut 0. Sinon, il existe deux faisceaux £-adiques
o',0" € §¢(X — N), irréductibles de rangs r’, r"” < r et purs de poids O tels
que la dérivée logarithmique de fonctions L

ZCL/(X Ny (X— N)((q o, ®q//* //)®( % X /®q//* //) )»LZ)
L(X—N)X(X—N)((q/*al ® q//*o.l//) ® (q/*o. ® q”*a”), Alz)

L

admette au moins un pdle de module g2
Enrevanche, commeles H € { H}n’ont pas de composante r-négligeable,
la fraction rationnelle

Lix_nywx—m (H ® (¢85’ ® q"*6"), ¢ Z)

; HL(X—N)x(X—N)(H & (q/*[)’-/ ® 6]”*6”), q(l_r)z)

n’a pas de pole de module g2

D’autre part, o’ et ¢” correspondent au sens de Langlands a des représen-
tations automorphes cuspidales 7" et 7”7 de GL,-(A) et GL,~(A) et d’apres
le théoreme B.10, les fractions rationnelles

Ly _y(m x5, Z) . Ly _y@@ x 7", Z)
Lx_n(r x 1/, Z) Lx_nGt x %", Z)"

wel{nly,
n’ont pas de pole de module < g~ !.

Comme dans la démonstration de la proposition VI.20, cela donne une
contradiction. O
Remarque : Quand les compactifications lisses Cht’y”=" /a” existent (par
exemple si N n’a pas de multiplicités ou si r = 2), on peut dans la

démonstration 01 -dessus raisonner 2 partir des H”(Cht); =r /a”) plutot que

des H!(Chty” = /a”). Dans ce cas, on n’a pas besoin d’appliquer le théo-
reme général IV.12 mais seulement le théoreme IV.7 (formule des points
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fixes sur un ouvert instable dans le cas propre). On ne se sert pas du
théoreme V.14 (stabilisation globale dans un ouvert lisse), du théoreme
V.2 de schématisation, de la formule générale des traces de Grothendieck-
Lefschetz-Verdier ni du théoréme de Fujiwara sur la conjecture de Deligne.

d) Conclusion du raisonnement

Grace au théoreme VI1.25, nous pouvons maintenant déterminer la représen-
tation Hy ess. On a d’abord :

Lemme VI.26. — Comme représentation de ]t’{v/az x ZW(X — N) x
(X - N)v 77)) HN,CSS S’écri[

@ T X H(1—7),

we{mly

ou, pour tout w € {m}y, Hy est une représentation £-adique semi-simple de
ZW((X — N) x (X — N), n), pure de poids O et telle que pour tout point
fermé x de (X — N) x (X — N) se projetant sur deux places distinctes
00,0 € |X — N| dont les degrés sont assez grands et pour tout multiple
s = deg(oo)s’ = deg(0)u’ de deg(x), on ait

T, (Frob® €80 )= (2, (71a0) ™+ - 42, (T00) ™) (21 (10) "+ - 2, (10)").

Démonstration : Tl existe un ensemble fini {r'} de représentations irré-
ductibles deux a deux distinctes de H} /a” ainsi que de représentations
semi-simples H,/, 7" € {7'},de ZW((X — N) x (X — N), n), tel que Hy ess
s’écrive comme représentation de J(’,’\,/aZ X ZW({(X — N) x (X = N),n)

Hyew= @ 7' B Hy(1 7).

n'efn’}

Dans J}/a”, on peut choisir pour tout 7 € {r}}, U {7’} une fonction f
telle que Tr,(f;) = 1 et Try (f) = O pour tout élément 7" de {m}}, ou de
{7’} qui est distinct de 7.

On conclut d’apres le théoreme VI.25 appliqué aux fonctions f5;. O

Enfin, on montre :

Théoreme VI.27. — Pourtoutw € {m}}, le facteur H,, vu comme représen-
tation semi-simple de W((X — N) x (X — N), n), est de la forme

1% x

4”07 ® q"6x

oo, € Go(X — N) est un faisceau L-adique irréductible de rang r et pur
de poids 0 qui correspond a w au sens de Langlands.

Remarque : Cecitermine le pas enrang r de ladémonstration par récurrence,
y compris ’assertion de la proposition VI.15(iii).
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Démonstration du théoreme : Choisissons un point fermé 0 € | X — N| dont
le degré est assez grand pour que, pour tout oo % 0 dans | X — N| de degré
assez grand, pour tout point fermé x de (X — N) x (X — N) au-dessus de
(00, 0) et pour tout multiple s = deg(oo)s’ = deg(0)u’ de deg(x), on ait

Trp, (Froby ™ %9 ) = (21 (7100) ™4 - 42, (7o) ™) (21 (0) " - -2, (0)").

Sionnote Xg = X x 0, Ny = N x 0, oy le faisceau ¢-adique semi-simple

et pur de poids 0 sur Xy — Ny image réciproque de H, par
Xo—No=X=-N)x02% x—N) xXxX=N)

et HfT) I’image réciproque de H, sur (Xo — Ny) xo (Xo — Np), il existe

des caracteres xi, ... , x,2 de deg(0)Z = m;(0) tels que les deux faisceaux

£-adiques semi-simples et purs de poids O sur (X — Ny) X (Xo — Nop)

r2

q" o0 ® g5y et @ (HY ® xi)
i=1
aient les mémes valeurs propres de Frobenius en tous les points fermés x
dont les deux projections sont distinctes et de degrés assez grands. Cela
impose qu’ils sont égaux.

On en déduit qu’existent des faisceaux £-adiques o’ et ” sur X — N,
lisses et purs de poids 0, tels que g*o’ ® ¢ 0" et H, aient au moins un
facteur irréductible commun.

On peut mé&me supposer que ¢’ et o” sont irréductibles et comme H,, est
muni d’une action de Froby x Idy, il contient alors ¢"*0’ ® ¢"*0” comme
sous-représentation.

On prétend que o’ est de rang au moins r.

Sinon, il correspond au sens de Langlands a une représentation auto-
morphe cuspidale 7’ d’un GL,-(A), ' < r, et d’apres le théoreme B.10, la
série
Ly _y(m x 7', Z)

Lx_n(T x 7', Z)

=327y dego0)(@i(m) ™ 2 (1))
s>1 oo€|X—N|

s o
Tea() =3 eN

(z1(ml)” + -+ 20 (7))
est absolument convergente dans une zone |Z| < ¢~'** (pour & > 0 un réel
assez petit).

D’autre part, comme tous les z; () et les z;(o;) sont de module 1, la
série
Ly _y@@ x 6", Z) , ,
— = 75! deg(0 )" + -+ z,. ()"
T Gxs 2~ ET 2 O () 2 ()"

s>1 0g|X—N|
S s
deg) —4 €N

(Z] (06/)u/ + -+ Zr//(O'(/)/)u/)

est absolument convergente dans la zone |Z| < g~ .
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Par conséquent, la série “produit” (formée en faisant les produits des
coefficients de méme indice s) est absolument convergente dans la zone
|Z| < g~%**. Or cette série “produit” ne peut différer de

Lix—mxx-n) (Hx ® (¢"5' ® 4"*5"). Z)
L(X—N)X(X—N) (Hﬂ ® (q/*5/ ® q//*(}//), Z)

que par les termes d’indice x € [(X — N) x (X — N)| s’envoyant sur
00,0 € |X — N| tels que oo = 0 ou que deg(oo) ou deg(0) est plus
petit qu’une constante. Cela implique que cette nouvelle série est aussi
absolument convergente dans la zone |Z| < ¢~>*¢ et qu’en particulier elle
n’a pas de pole de module ¢~2. 11 y a contradiction.

Ainsi a-t-on montré que ¢’ est de rang au moins r et il en est de méme
de o”.

Comme ¢*0’ ®q"*o" est plongé dans H,, qui est derang %, o’ et o sont
exactement de rang ». D’apres la proposition VI.11(i), il leur correspond au
sens de Langlands deux représentations automorphes cuspidales 7/, 7" de
GL, (A) non ramifiées en dehors de N.

Les deux fractions rationnelles

Ly y(@ x5, Z) Ly _y@ x 7", Z)

Lx_n(r x 7', Z) Lx_n@Gt x 7", Z)

doivent avoir chacune un pole en deux points de la forme ¢g~'=* et g~!**
avec Res = 0. En effet, si ce n’était pas le cas et comme aucune des
deux n’a de podle de module < g~ la fraction rationnelle qui est leur série
“produit” coefficient par coefficient n’aurait pas de pole en Z = g2 etil en
serait de méme de

Lix vyxxw) (Hx ® (476’ ® ¢"*6"), Z)  Lix_n)xxn(Hx ® Hy)

Lix-mxx-n) (H,, ® (q/*(v’/ ® ‘1//*5”), Z) B L(X—N)X(X—N)(Hrr & I‘Vln) '

Celaimplique que les deux représentations o’ et &” sont égales, que o, =
o’ (s) correspond a 7 au sens de Langlands et que, comme représentations
semi-simples de W((X — N) x (X — N),n),ona

~ _Ix "%
H; =q70, ®q  0r .

On a fini. O
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Chapitre VII
Conséquences de la correspondance globale

Dans ce dernier chapitre, nous rassemblons quelques conséquences de la
correspondance de Langlands globale sur les corps de fonctions.

Les unes concernent la théorie des représentations des groupes. C’est
d’une part toutes les fonctorialités prévues par Langlands entre représen-
tations automorphes des groupes GL,, et en particulier la possibilité de
définir produit tensoriel, changement de base et induction automorphes.
C’est d’autre part la correspondance de Langlands locale en caractéristique
positive déja démontrée dans [Laumon, Rapoport, Stuhler] et le fait que
correspondances de Langlands globale et locales sont compatibles.

D’autres conséquences portent sur les faisceaux £-adiques et plus pré-
cisément sur certaines conjectures de nature motivique énoncées dans
[Deligne]. Sur une courbe lisse sur un corps fini [F,, la notion de faisceau
£-adique lisse irréductible “ne dépend pas de £ et tout faisceau ¢-adique
lisse irréductible dont le déterminant est d’ordre fini est pur de poids O ;
cette deuxieme propriété€ s’étend automatiquement a toute varié€té sur I, qui
est normale.

Enfin, il y a ce qu’on appelle “I’assertion de descente” dans le pro-
gramme de Langlands géométrique. On explique comment associer a tout
systeme local £-adique sur une courbe projective et lisse sur IF, un “faisceau
automorphe” sur le champ des fibrés sur la courbe.

1) Conséquences sur les représentations de groupes
a) Quelques fonctorialités de Langlands

Etant donné F un corps de fonctions, on note ici Ay son anneau des adeles,
X la courbe projective lisse qui lui est associée et |X | I’ensemble des
points fermés de X r identifiés aux places de F.

On rappelle que d’apres Langlands les représentations automorphes
irréductibles isobares (voir [Langlands, 1979] ou [Clozel] pour une défini-
tion) 7 de GL,, (A ) correspondent bijectivement aux familles de représenta-
tions automorphes cuspidales n',..., 7% de groupes GL, (Af),...,
GL,, (Ar) dont la somme des rangs est r; + --- 4+ r, = r. Dans cette
bijection, & correspond a 7', ..., 7Fsiet seulement si elle est non ramifiée

exactement en les places x € | Xz|ou 7!, ..., ¥ sont toutes non ramifiées
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et si en ces places-la on a 1’égalité entre ensembles de valeurs propres de
Hecke

G, .z = [ {a(@). ..z (x)}-

1<i<k
Sachant cela, on a comme conséquence immédiate du théoreme VI.9(i) :
Théoreme VII.1 — Soit F un corps de fonctions.

(1) (Existence du produit tensoriel). Soient 7w et ' deux représentations
automorphes irréductibles isobares de GL,(Af) et GL, (Ag). Alors
il existe une représentation automorphe irréductible isobare Tl de
GL,, (A) qui, en toute place x € |Xr| oit 7w et ' sont non ramifiées,
est elle-méme non ramifiée et vérifie

lzimozi(m) 11 <i<r1<j<r}={zl),...,z»I1)}.

(ii) (Changement de base) Soient F' une extension finie de F et 7w une
représentation automorphe irréductible isobare de GL,(Af). Alors
il existe une représentation automorphe irréductible isobare mw' de

GL,(Ap), non ramifiée en toute place x' € |X'| de degré ieegg((fc))

dessus d’une place x € |Xr| o w est non ramifiée et qui vérifie

au-

deg(x’)

(21(0) 2 (T)} = (21 G0 B0, 2, S0,

(iii) (Induction automorphe) Soient F' une extension finie de F de degré d
et ' une représentation automorphe irréductible isobare de GL,(AF).
Alors il existe une représentation automorphe irréductible isobare 1 de
GL,;(Ar), non ramifiée en toute place x € | X g| au-dessus de laquelle
les places x' € | X pr| sont non ramifiées sur x et pour 7' et qui vérifie

Ly(ty, 2) = [ [ Loy, 2).
x'|x 0

b) La correspondance de Langlands locale

La correspondance de Langlands locale en caractéristique positive a été
démontrée dans [Laumon, Rapoport, Stuhler] comme conséquence d’un
bout de correspondance globale sur les corps de fonctions. Quand on dispose
de la correspondance globale tout entiere, on peut a fortiori recopier les
mémes arguments. On commence par citer :

Lemme VIL2 - Soit F, un corps local de caractéristique positive.

(1) Etant donné un faisceau {-adique o, non nul sur Spec F\, o, est
irréductible si et seulement si la fonction L locale L,(o, ® &, Z)
a tous ses poles sur le cercle |Z| = 1 et a un pdle simple au point
Z=1
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(ii) Etantdonnés deux faisceaux L-adiques irréductibles o et o, sur Spec F,,
ils sont isomorphes si et seulement si Ly (0. @ &y, Z) a un pole simple
au point Z = 1.

Démonstration : Voir la discussion au début du paragraphe 15 de [Laumon,
Rapoport, Stuhler] et particulierement le corollaire 15.4. m|

Etant donné F, un corps local de caractéristique positive, on considere
un nombre premier £ différent de la caractéristique de F,. On choisit un
isomorphisme entre la cloture algébrique Q, de Q; et C. On fixe aussi un
caractere additif non trivial ¥, de F.

Pour tout entier » > 1, on note §;(F,) ’ensemble des classes d’iso-
morphie de faisceaux ¢-adiques irréductibles de rang r sur Spec F, dont
le déterminant est d’ordre fini. Et on note A" (F,) I’ensemble des repré-
sentations admissibles lisses irréductibles supercuspidales de GL, (F;). On
recopie I’énoncé du théoreme 15.7 de [Laumon, Rapoport, Stuhler] :

Théoreme VIL.3. — II existe une unique famille d’applications bijectives
indexées par les entiers r > 1

A (Fy) = §y(Fy) @ 70, > 0,
et qui vérifie les propriétés suivantes :
(i) Pour toutes mw,, € A"(Fy), ) € AT (F,), ona

L. (07, ® 07, Z) = Ly(7x x 7, Z),
ex(0n, ® On, Yy, Z) = sx(nx X 7T, Yy, Z).

(i) Pour toute w, € A (Fy), on a

(iii) Pour toute wy € A" (Fy), le déterminant de o, et le caractére central
de 1, se correspondent au sens de la théorie du corps de classes local.
(iv) Pour toute w, € A"(Fy) et tout caractere d’ordre fini x, de F, on a

Omixe = Omy Xx -

Démonstration : L'unicité est prouvée par Henniart dans un appendice a
[Laumon, Rapoport, Stuhler].

Pour I’existence, on suppose toutes les assertions déja connues en les
rangs < r (pour r un entier > 2) et on cherche a aller jusqu’au rang r.

Le corps local F peut étre vu comme le localisé du corps des fonctions
F d’une courbe X en une place x € | X].

Etant donnée une représentation supercuspidale m, € A" (F,), il existe
d’apres le lemme VI.12 une représentation cuspidale w € A" (F,) dont la
composante en la place x est ir,. D’apres le théoreme V1.9, il correspond a
un faisceau £-adique o, € §;(F) et on peut écrire L, ((07)x ® (07)x, Z) =
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L, (m, X 7Ty, Z) sibien que L ((0;)x @ (G5)x, Z) Vérifie les hypotheses du
lemme VIIL.2(i) ci-dessus et que (0,), est irréductible. Si 7’ € A" (F) est
une autre représentation cuspidale dont la composante en x est 7, = 7, on
aL,((op)x ® (On)y, Z) = Ly(, x 7., Z) et d’apres le lemme VIL2(ii),
(0z1)x estisomorphe a (o).

On a ainsi défini une application 7, — o, = (0;), de A" (F,) dans
G, (Fy). Sim, € A"(F,)etm, € A" (F,) avec r’ < r, 7, et 7, s’écrivent
comme les composantes en x de représentations cuspidales m € A’ (F) et
' e AT (F) et d’apres le théoreme V1.9 (ii) on a

Lx(O'er ® Oxns Z) = LX(TL’X X 7'[;, Z)
&x(07, ® Onl,y Yo, Z) = 8x(7Tx X 7'[;, L/ Z)

En particulier, pour 7, 7, € A" (Fy), on a L,(05 ® G, Z) = Ly(, x
7y, Z) et on déduit du lemme VIL.2(ii) que I’application A" (F,) — §,(F,),
T, > 0y, est injective. D’autre part, il est évident qu’elle vérifie les pro-
priétés (ii), (iii) et (iv).

Il reste seulement a prouver que 1’application injective m, +— o, est
bijective. Cela se fait par un argument de comptage dii a Henniart qui est
reproduit comme théoreme 15.17 dans [Laumon, Rapoport et Stuhler]. O

c) Compatibilité entre correspondances locales et globale

On fixe a nouveau une courbe X projective et lisse sur un corps fini, F son
corps des fonctions rationnelles et A I’anneau des adeles de F. On note F)
le complété de F en une place x € | X]|.

On considere un nombre premier ¢ différent de la caractéristique du

corps de base, un isomorphisme @, — C et un caractere additif non trivial
Y de A/ F dont la composante sur F, est notée /.. Ona:

Proposition VIL4. — Etant donné un entier r > 2, soit o € $,(F) un
faisceau €L-adique irréductible de rang r et m1 € A" (F) la représentation
automorphe cuspidale qui lui correspond au sens de Langlands. Alors le
facteur local w, de w en x est l'unique représentation lisse admissible
irréductible de GL,(F,) telle que :

e le caractere central de 1, correspond au déterminant de o, au sens de
la théorie du corps de classes local,
e pour tout entier r' < r et toutes m' € A" (F) et o' € §, (F) se corres-
pondant au sens de Langlands, on a
Li(7, x 7, Z) = Ly(0x Q@ 0, Z),
L. (% x 7%}, Z) = Li(6: ® 57, Z),
ex(my x 7y, Yy, Z) = ex(0: @ 0, Y, Z).
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Démonstration : On sait déja d’apres le théoreme VI.9(ii) que le facteur
local r, de 7 en x vérifie ces propriétés.

Réciproquement, considérons une représentation lisse admissible ir-
réductible 7, de GL,(F,) qui vérifie ces mémes propriétés. Notons 7 la
représentation lisse admissible irréductible de GL, (A) dont le facteur local
en la place x est 7, et dont les facteurs locaux en toutes les autres places
sont ceux de 7.

La représentation 7 a méme caracteére central que 7, le produit eulérien
qui définit sa fonction L (égale a celle de ) est absolument convergent dans
un disque et pour toute représentation automorphe cuspidale 7’ € A’ (F)
enrang ¥’ < r,ona

Lx xn',Z)=L(x x 7', Z),
Vv
L7 x#',Z) = LGt x %', Z),

s@xna',Z)=ex xn',Z)

\
donc L(7T x 7/, Z) et L(T x7', Z) sont des polyndmes qui satisfont
I’équation fonctionnelle

4
L xn',Z) =¢e(@ x 1, Z)L(?T' x7/, L) )
qZ
D’apres le théoreme 1 de [Cogdell, Piatetski-Shapiro], on conclut que 7 est
une représentation automorphe cuspidale de GL, (A). Comme elle coincide
avec 1 en toutes les places sauf peut-&tre x, on déduit du “théoreme de
multiplicité un fort” de Piatetski-Shapiro que 77, = 7,. m|

En utilisant la classification de Bernstein et Zelevinski (théoréme B.4),
il est facile d’étendre les bijections du théoreme VIL.3 en des applica-
tions indexées par les entiers » > 1 dont chacune envoie ’ensemble des
classes d’isomorphie de faisceaux f-adiques de rang r sur Spec F, dont le
déterminant est d’ordre fini sur I’ensemble des représentations lisses admis-
sibles irréductibles de GL, (F)) dont le caractere central est d’ordre fini. Ces
applications préservent les facteurs L et € locaux de paires, elles sont com-
patibles avec le passage aux contragrédientes, la torsion par les caracteres
d’ordre fini et la théorie du corps de classes local. Elles sont surjectives et
deux faisceaux £-adiques de méme rang sur Spec F, ont méme image si et
seulement si ils ont mémes “Frob-semi-simplifiés”.

En raisonnant par récurrence sur I’entier r, on déduit aussitot de la
proposition VII.4 :

Corollaire VILS. — Etant donné un entier r > 1, soit o € §,(F) un
Jaisceau L-adique irréductible de rang r et 1 € A" (F) la représentation
automorphe cuspidale qui lui correspond au sens de Langlands.

Alors le facteur local . de w en x est I'image de o, par la correspon-
dance de Langlands locale sur F,. m|
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2) Conséquences sur les faisceaux ¢-adiques
a) Le cas des courbes lisses

En dimension 1, la correspondance de Langlands globale permet de montrer
la conjecture 1.2.10 de [Deligne] (sauf ce qui concerne I’existence de “petits
camarades cristallins™) :

Théoreme VIL6. — Soit X' une courbe lisse sur un corps fini F,.

Etant donné un nombre premier £ qui ne divise pas q, soit o un faisceau
L-adique lisse sur X', qui est irréductible de rang r et dont le déterminant
est un caractere d’ordre fini. Alors :

(i) 1l existe un corps de nombres E C Q, tel qu’en tout point fermé
x € | X', le polynéme det,(1d —Z - Frob;l) soit a coefficients dans E.

(ii) En tout x € |X'|, les racines du polynéme det,(Id —Z - Frob;l) sont
des nombres algébriques dont toutes les images complexes sont de
module 1.

(iii) En toutes les places ) non archimédiennes et premieres a q de E, les
racines des polynomes det,(Id —Z - Frob;l), x € | X'|, sont des unités
A-adiques.

(iv) En toute place )\ divisant q de E, les valuations A(c) des racines o des
polynomes det,(1d —Z - Frob;l), x € |X'|, satisfont I’encadrement

A (@) /A(qEW) |< (r — D?/r.

(v) Pour toute place A de E au-dessus d’un nombre premier £’ ne divisant
pas q, il existe sur X' un faisceau £'-adique o, lisse et irréductible de
rang r tel que

det, (Id —Z - Frob; ') = det,, (I1d —Z - Frob;'), Vx € |X'| .

Le faisceau (0;)" est défini sur la complétion E, de E et o; est défini
sur une extension finie de E,.

Démonstration : On peut supposer que X' est géométriquement connexe
sur IF,. C’est un ouvert d’une courbe X projective, lisse et géométriquement
connexe sur F,. On note F le corps des fonctions rationnelles de X ou X’
et A l'anneau des adeles de F.

(i) On fixe un isomorphisme Q, — C.

D’apres le théoreme VI.9(), il existe une représentation automorphe
cuspidale irréductible 7 de GL,(A) qui est non ramifiée en les places x €
| X’| et correspond a o au sens de Langlands.

La représentation 7 apparait comme facteur direct irréductible de multi-
plicité 1 dans la représentation Aut. de GL,(A) constituée de toutes les
fonctions automorphes cuspidales (voir le début du paragraphe VI.1d),
laquelle est définie sur Q. D’apres la proposition 6 du paragraphe 1V.3b
de [Lafforgue, 1997], le corps de rationalité de 7 est une extension finie
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de Q, ce qu’on appelle un corps de nombres, et 7 est définie sur son corps
de rationalité.

Comme 7 et o se correspondent au sens de Langlands et d’apres le
corollaire 1.8, les coefficients de chaque polyndme det, (Id —Z - Frob_ '),
x € | X'], peuvent s’écrire comme les traces sur 77 de certaines fonctions de
H" = CZ(GL,(A)) qui prennent leurs valeurs dans Q(,/q).

D’ou le résultat.

(ii) I résulte de (i) que toutes les racines des polyndmes det,(Id —Z -
Frob;l), x € |X'|, sont des nombres algébriques. D’apres les théorémes

VIL.9 et VI.10, tout isomorphisme Q, — C les transforme en des nombres
complexes de module 1.
(iii) Etant donnée une place A non archimédienne et premiere a g de E,

fixons une cloture algébrique E; de E; et un isomorphisme E; — C. Ce
choix permet d’associer a 7 un faisceau A-adique o;, lisse sur X', irréductible
de rang r, de déterminant d’ordre fini et qui lui corresponde au sens de
Langlands. En toute place x € |X’[, on a

det, (Id —Z - Frob; ') = det,, (Id —Z - Frob; "),

et comme o, est un faisceau A-adique, les valeurs propres de Frob, agissant
sur 0; en n’importe quelle place x € |X’| sont des unités A-adiques.

(v) Il reste seulement a prouver que (o;)" est défini sur la complétion £,
de E (en effet, o, sera alors défini sur n’importe quelle extension finie de
E; qui scinde I’alggbre centrale simple End(o;)" de dimension r? sur E;).

Pour cela, il nous faut revenir a la fagon dont o; a été réalisé, au para-
graphe 3 du chapitre VI, comme morceau de la cohomologie ¢’-adique des
champs de chtoucas. Il n’y a pas de restriction a supposer que le caractere
central x, de m est trivial sur un élément a € A* de degré 1 ; on choisit
d’autre part un niveau N — X tel que w - 1 # O.

Avec les notations du paragraphe VI.3a, la représentation
HCZ’_Z(Chtfv /a”) de Hy x ZWI’;2 est définie sur Q;, de méme que sa fil-
tration par les F" HCZ’_Z(ChtF\, /a”). Donc Hy ., qui est une représentation

semi-simple de F}, x WZ/ X WIZN, est également définie sur Q. Sa torsion
Hpy ess(1 —r) contient un facteur direct irréductible de la forme 7 X (0, ® x)
X (5, ® x~1), avec x un caractere de Z, qui est défini sur E; puisque E;
contient Qg et le corps de rationalité¢ de 7r. On peut trouver dans ¢}, une
fonction f a coefficients dans E telle que 7 - f soit de dimension 1 et donc
la représentation irréductible (o3, ® )X (5, ® x ') de WZ/ X W,'l” est définie
sur E, ; par restriction a WZ/ x {1}, il en est de méme de la représentation

(0, ® x) de W;/. Comme le corps de rationalité de o;, est contenu dans E;,
le caractere y est défini sur E et (03)" est définie sur Ej.

(iv) Notant ¢’ et ¢” les deux projections de X x X sur X, on sait que
le faisceau £-adique lisse g0 ® ¢*6(1 — r) sur X’ x X’ peut étre vu

z P .
comme un morceau de la somme alternée H*(Chty”="/a”) des faisceaux

de cohomologie £-adique a supports compacts de Chtg’,ﬁfp Ja” sur (X —N) x
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(X — N) 2 X' x X'. Comme les groupes d’automorphismes des points du

champ Cht;”=” /a” sont finis de cardinaux uniformément bornés et d’apres
le théoreme des points fixes de Grothendieck-Lefschetz, on voit facilement

que les valeurs propres des éléments de Frobenius agissant sur les fibres
de H*(Chty” = /a”) sont des entiers algébriques. On en déduit qu’en tout

point fermé x € | X'| et pour toutes valeurs propres o, 8 de Frob, ' agissant

sur o, on a
|q(r—1)deg(x)a'3—1|)\ < 1

ot | - |, désigne la norme sur E, associée 2 la valuation A. Mais comme le
déterminant de o est d’ordre fini, le produit des | S|, vaut 1 et on obtient

laf, < |q(r—1) deg(x) |;(f—1)/f

et

|O[|A > |q(r—l)deg(x)|ir—1)/r .

C’est ce qu’on voulait. O

b) Le cas général

Une partie du théoreme VIL.6 se généralise automatiquement du cas des
courbes au cas de dimension arbitraire :

Proposition VIL.7. — Soit X une variété normale de type fini sur un corps
fini ¥,

Etant donné un nombre premier £ qui ne divise pas g, soit o un faisceau
L-adique lisse sur X, qui est irréductible de rang r et dont le déterminant
est un caractere d’ordre fini. Alors :

(1) Entout point fermé x € |X| de X, les racines du polynome det, (1d —Z -
Frob;l) sont des nombres algébriques dont toutes les images com-
plexes sont de module 1.

(ii) Pour toute place ) premiere a q, les racines des polynéomes det, (1d —Z -
Frob;l), x € |X|, sont des unités A-adiques.

(iii) Pour toute place A divisant q, les valuations \(a) des racines o des
polynomes det,(Id —Z - Frob;l), x € |X|, satisfont I’encadrement

M) /M(q*E )| < (r — D /r .

Démonstration : On peut se limiter au cas ol X est géométriquement con-
nexe (donc irréductible) et quasi-projective sur IF,,.

D’apres le théoreme VIL6, il suffit de prouver que, si x € |X]| est un
point fermé de X, il existe une courbe lisse X’ définie sur une extension finie
de [F, et munie d’un morphisme f : X’ — X contenant x dans son image
et tel que le faisceau £-adique lisse f*o sur X’ soit encore irréductible.

Soit X’ 5 X la variété normalisée de I’éclatée de X le long du point x.
Comme X est normale, le faisceau p*o est irréductible. La variété X' a
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méme dimension d que X, elle aussi est quasi-projective et la fibre p~!(x)
est un sous-schéma de X’ projectif de dimension d — 1.

Considérons la variété rationnelle H qui classifie les familles de d — 1
sections hyperplanes de X’. D’apres le théoreme de Bertini (voir par exemple
le théoréeme 8.18 du chapitre II de [Hartshorne]), il existe dans H un ouvert
non vide H’ tel que tout point & de H' définisse dans X’ une courbe lisse
X, ; toutes ces courbes X/, rencontrent la fibre p~! (x).

Pour tout point fermé 4 de H', notons & une cloture algébrique de h.
D’apres le corollaire 7.9 du chapitre III de [Hartshorne], la courbe X/E =

X}, Xn h est automatiquement connexe et méme la restriction au- dessus de
X/ de n’importe quel revétement fini étale connexe de X =% ®F q est

connexe. Cela signifie que le groupe fondamental géométrique 71 on de X,

com
se surjecte sur celui 7y 5" de X

Or la restriction a nx, ™ de p*o vu comme représentation irréductible
du groupe fondamental 7y de X’ s’écrit comme la somme directe d’un
nombre fini m de représentations irréductibles de nf/e ™ images les unes des
autres par Frob.

Si alors & est un point fermé de H’ qui est une extension finie de F, de
degré premier a m (il en existe), la restriction de p*o a X, est un faisceau
£-adique lisse irréductible. O

Il convient de rappeler que d’apres la proposition 1.3.4 de [Deligne],
pour tout faisceau £-adique lisse o sur un schéma X normal et de type fini
sur [F,, il existe un faisceau £-adique inversible y sur SpeclF, tel que le
déterminant de 0 ® x soit d’ordre fini.

En I’absence de choix d"un isomorphisme @, — C, un faisceau £-adique
o sur un schéma X normal et de type fini sur I, est dit pur de poids n € Z
si, en tout point fermé x € |X| de X, les valeurs propres de Frob_ ' agissant
sur la fibre de o sont des nombres algébriques dont tous les conjugués

n . . . . .
complexes ont pour module g2 9™ ; il est dit mixte si c’est une extension
de faisceaux purs de certains poids.

Disons que deux faisceaux £-adiques inversibles x et x’ sur Spec F, sont
équivalents si x ~!'x’ est pur d’un certain poids entier. D’aprés Deligne, on
déduit de la proposition VIL7 :

Corollaire VIL8. — Soit X une variété normale de type fini sur un corps
fini ¥y et soit £ un nombre premier qui ne divise pas q.

Alors tout faisceau C-adique lisse o sur X se décompose de manieére
unique en une somme directe

0=€Box®x
x
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ou x décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de
faisceaux (-adiques inversibles sur SpecF, et les o, sont des faisceaux
L-adiques mixtes sur X presque tous nuls.

Démonstration : C’estlaméme que celle du théoreme 3.4.1(i) de [Deligne].
O

3) Remarque sur le programme de Langlands géométrique

On renvoie aux articles [Frenkel, Gaitsgory, Kazhdan, Vilonen] et [Laumon,
1995] qui généralisent partiellement des constructions de Drinfeld en rang 2.

On considere toujours une courbe X projective, lisse et géométriquement
connexe sur un corps fini IF,,.

Etant donné un entier » > 2, on note ici M, le champ algébrique des
fibrés de rang r sur la courbe X : a tout schéma § sur F,, il associe le
groupoide des fibrés de rang r sur X x S.

Désignant par Q2 le faisceau canonique sur X et par SZS(_I sa puissancce
tensorielle (» — 1)-ieéme, on note aussi M. le champ algébrique qui associe
a tout schéma S le groupoide des fibrés & de rang r sur X x S munis d’un
plongement Qggl X@g < & dont le conoyau est plat sur S. Bien siir, I’oubli
du plongement définit un morphisme p : M| — M,.

Soit o un faisceau £-adique lisse (c’est-a-dire partout non ramifié) et
géométriquement irréductible de rang r sur la courbe X.

Larticle [Frenkel, Gaitsgory, Kazhdan, Vilonen] explique comment
réaliser géométriquement les modeles de Whittaker de o en un certain
complexe de faisceaux £-adiques &, sur le champ algébrique M. Il énonce
la conjecture suivante :

Enoncé VILY. — Le complexe de faisceaux 8! est I'image réciproque
par p : M, — M, d’un complexe de faisceaux (-adiques 8, sur M,
dont la restriction a chaque composante connexe est un faisceau pervers
éventuellement décalé.

Le principal résultat de [loc. cit.] est le calcul de la fonction “traces des
éléments de Frobenius” f, du complexe 4, . D’apres la correspondance de
Langlands (plus précisément 1’assertion (ii), du théoreme VI.9) appliquée
a o et aux faisceaux £-adiques qui s’en déduisent sur les courbes X ®p, F,/
(quand F décrit I’ensemble des extensions finies de F,), la fonction f est
constante le long des fibres de p : M| — M.

On en déduit aussitot que 4, est de la forme p*4, au moins sur le plus
grand ouvert ou 4, est un faisceau pervers.

La prépublication récente [Frenkel, Gaitsgory, Vilonen] démontre
I’énoncé VIL.9 comme conséquence d’une assertion géométrique, I’annu-
lation d’un certain nombre de “foncteurs de moyennisation™ et elle prouve
que cette propriété d’annulation est impliquée par le cas particulier des
représentations partout non ramifiées dans le théoreme VI.9.
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Appendice A

Cohomologie £-adique des champs

Dans le présent travail, on a besoin de pouvoir considérer et étudier les
faisceaux de cohomologie £-adique au-dessus de la base X x X des champs
de chtoucas sans et avec structures de niveau et de leurs compactifications.
Les bases nécessaires a 1I’étude de la cohomologie “lisse-étale” des champs
sont exposées dans les chapitres 12 et 18 du livre de référence [Laumon,
Moret-Bailly]. Partant de cela, nous continuons ici cette étude générale,
jusqu’a obtenir des formes de la dualité de Poincaré et de la formule des
traces de Grothendieck-Lefschetz qui seront suffisantes pour nous. Nous le
faisons pour des champs vérifiant un certain nombre de conditions (dont la
finitude des groupes d’automorphismes) qui s’avéreront satisfaites par les
champs de chtoucas et leurs compactifications.

La cohomologie ¢-adique [resp. a supports compacts] de ces champs
s’identifie a [resp. se définit comme] celle de leurs espaces de modules
grossiers. Quand ces champs sont lisses, les correspondances géométriques
induisent des homomorphismes en cohomologie ¢-adique a supports com-
pacts via des correspondances cohomologiques supportées par les espaces
de modules grossiers auxquelles on pourra appliquer la formule générale
des traces de Grothendieck-Lefschetz-Verdier. Dans le cas particulier ou
ces champs lisses sont aussi propres, les correspondances géométriques ont
des classes de cohomologie qui permettent d’écrire & moindres frais une
formule des traces de Grothendieck-Lefschetz.

1) Définition et premieres propriétés
a) Une classe de champs algébriques

Dans tout ce qui suit, on se place sur un corps de base F.
On définit ici une certaine famille de champs algébriques, les “‘champs
sereins”, dont nous allons ensuite étudier la cohomologie £-adique.

Définition A.1. — Etant donné S un schéma sur ¥, un champ algébrique
(au sens d’Artin) X sur S sera dit serein si :

(S1) X est séparé sur S.
(S2) X est de type fini sur S.
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(S3) Pour tout point du champ X, il existe
— un voisinage 'V ouvert au sens de Zariski dans X,
— un recouvrement fini et plat de 'V par un espace algébrique V,
— une action sur 'V d’un groupe fini H qui respecte la projection
q : V. — Vet est transitive sur ses fibres géométriques réduites.

Un champ serein X sur un schéma de base S est séparé ce qui signifie que
le morphisme représentable diagonal X — X x ¢ X est propre et méme fini
d’apres la propriété (S3) ; mais en général il est ramifié si bien que le champ
X n’est pas algébrique au sens de Deligne-Mumford. Ajoutons d’ailleurs
que pour tout le présent appendice A le cadre le plus naturel serait celui
des champs algébriques au sens d’Artin et de type fini sur un schéma de
base S tels que le morphisme représentable diagonal X — X x ¢ X soit fini.
Nous demandons la propriété plus forte (S3) car elle simplifie beaucoup
les démonstrations et elle est facile a vérifier par les champs de chtoucas et
leurs compactifications.

Un champ serein sur un schéma de base S est dit compactifiable s’il peut
étre plongé comme sous-champ ouvert dans un champ serein sur S qui est
propre (c’est-a-dire vérifie le critere valuatif de propreté).

Il est clair que toutes ces proprié€tés sont préservées par changement de
la base S. De plus, tout champ représentable quasi-projectif sur un champ
serein [resp. compactifiable] est encore un champ serein [resp. compacti-
fiable].

Théoreme A.2. — Soit X un champ serein sur un schéma de base S. Alors :

(i) 1l existe un unique S-espace algébrique de type fini X&' muni d’un
morphisme X — X*® tel que tout morphisme X — V vers un S-espace
algébrique V se factorise de maniére unique en X — X8 — V.
Le morphisme X — X*® est universellement submersif. Pour tout point
géométrique s de S, il induit une bijection de I’ensemble des classes
d’isomorphie de points de X x gs sur ’ensemble des points de X* x g s.
Si X est propre, I'espace algébrique X2 est propre sur S et si X est
compactifiable, X8" est compactifiable sur S.

(i1) Pour tout schéma S’ sur S, le morphisme de changement de base

(X x5 8% - X xg 8
est fini, surjectif et radiciel.

Démonstration : (i) L’existence d’un tel espace grossier X&' associé au
champ X a été démontrée dans ’article [Keel, Mori] (corollaire 1.3)
cité dans le théoreme 19.1 de [Laumon, Moret-Bailly].

Si X vérifie le critere valuatif de propreté, il est clair que X®' le vérifie
aussi. .
Enfin, si X s’écrit comme sous-champ ouvert d’un champ X serein et

propre sur S, X8 est un ouvert de 1’espace grossier X" de X lequel est
propre sur S. Cela signifie qu’il est compactifiable.
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(ii)) Le morphisme de changement de base (X x5 §)8 — X& xg 5 est
universellement submersif et induit une bijection entre les ensembles
de points géométriques donc il est fini, surjectif et radiciel.

b) Cohomologie {-adique des champs sereins

On fixe un nombre premier ¢ différent de la caractéristique du corps de
base F.

On renvoie aux chapitres 12 et 18 du livre [Laumon, Moret-Bailly] pour
les rudiments de cohomologie “lisse-étale” sur les champs algébriques de
type fini sur . Les catégories de faisceaux considérées sont celles des
faisceaux des sites lisses-étales qui sont “cartésiens’ (voir la définition 12.3
de [loc. cit.]). Dans le chapitre 18 sont définies les catégories dérivées de
faisceaux (lisses-étales) constructibles de modules sur les Z/¢"Z, n > 1
(voir la définition 18.1.4). A tout morphisme f : X — Y entre champs
de type fini sont associés deux foncteurs f* et R f, adjoints I'un de 1’autre
reliant les catégories dérivées de faisceaux constructibles sur X et Y (voir
le corollaire 18.4.4). Si 1z : Z — X est un sous-champ fermé, on dispose
des foncteurs de “faisceaux de cohomologie a supports dans Z” F; et de
“cohomologie sur Y a supports dans Z” Rz f, = Rf, o #H7.

En passant aux limites projectives sur tous les anneaux Z/¢"Z, n > 1,
puis en tensorisant par ®z,Q,, on obtient une théorie partielle de coho-
mologie £-adique sur les champs de type fini sur F : A tout morphisme
f X — Y sont associés des foncteurs f* et R f,, i > 0, reliant les
catégories de faisceaux £-adiques constructibles, et aussi des foncteurs #7,
et Riz Js» 1 = 0, pour toute immersion fermée ¢ : Z < X. Ils sont munis
de morphismes “d’oubli du support” R f, — R f,,i > 0.

Si # et ¥’ sont deux faisceaux f-adiques constructibles sur X et
lz + Z — X, 1z : Z — X sont deux immersions fermées, on dis-
pose comme sur n’importe quel site ou topo d’homomorphismes de produit
“cup” s’inscrivant dans des diagrammes commutatifs

R, f.F @R, [.F —— R} f(FQF)
Rf,F QR f,F' —— RYF(FRF
pour tous i, j > 0.

Dans le but d’étudier la cohomologie ¢-adique des champs sereins, on
commence par le résultat suivant :

Lemme A.3. — Soit X un champ serein sur un schéma de base S et X*
I’espace algébrique grossier associé. Notant qq : X — X*' la projection
canonique, on a :
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(i) Pour tout faisceau L-adiqgue F sur X, la formation des R' ()« F
commute & tout changement de la base X*'.
De plus, les R (qer)«F, i > 0, sont nuls.

(ii) Pour tout faisceau £-adique F sur X#', le morphisme d’adjonction

F = (qe) s F = R(qe)+qeF
est un isomorphisme.
Démonstration : Comme les ouverts de Zariski de X sont les images réci-
proques des ouverts de X*', les questions sont locales sur X ; on peut sup-
poser que X a un revétement fini et plat par un espace algébrique V Lx

muni de I’action transitive sur les fibres d’un groupe H. L’action de H est

a fortiori transitive sur les fibres du composé V —2> X e xe

(i) On voit que F s’identifie au sous-faisceau (Rg.q*F )" des invariants
sous H dans Rq.q*¥ . Donc R(qy)«F s’identifie a (R(qgy oq)q*F)H.
Comme g, o g est lui-méme un morphisme fini, on a R(ggr 0 9)q*F =
(qgr 0 @)q™ F etla formation de (ggr 0 9)g™F commute a tout change-
ment de base. D’ou le résultat.

(i) Comme H agit transitivement sur les fibres de g et de g, 0 ¢, on a des
isomorphismes canoniques

* ok rv)H

G F > (Rq.q Q¥

~ H
F — (R(qg)+Ra+q" 43, F)
On en déduit par composition

~ * % H ~ *
? - R(Qgr)*(RCI*q qgr?) - R(Qgr)*Qgr? °
O

Ce lemme signifie que la cohomologie ¢-adique d’un champ serein X
peut étre identifiée a celle de son espace grossier X*'. Notant px : X — §
et p%er : X — Sles deux projections, on a pour tout complexe de faisceaux
¢-adiques ¥ sur X un isomorphisme canonique

R(px)+F = R(pY),(qer)+F .

Quand X est compactifiable, il est naturel de définir les complexes de
cohomologie £-adique a supports compacts par la formule

R(Px)'}vZR(ngr)'(Qgr)*?
Ona:

Corollaire A.4. — Soit X un champ serein et compactifiable sur un schéma
de base S sur F. Alors pour tout complexe de faisceaux £-adiques ¥ sur X,
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la formation de
R(px)1F

commute a tout changement de la base S.

Démonstration : Celarésulte du théoréme A.2(ii) et dulemme A.3(i) puisque
le foncteur R( p%er ), commute a tout changement de la base S. m|

Quand X est propre sur S, X# I’est aussi si bien que les R(px)F
coincident avec les R(px).F .

Si F est un complexe de faisceaux £-adiques sur X, on a des isomor-
phismes canoniques

R(px)+qn¥ — R(PY),F .

R(px)as¥ = R(PY),F -

Ceci s’applique en particulier au faisceau constant Q. S’ agissant de celui-ci,
on a également :

Proposition A.5. — Supposons que S est lisse de dimension dg sur le corps
de base [F et que X est un champ serein compactifiable et lisse de dimension
d sur S.

Alors Uespace algébrique grossier X est cohomologiquement lisse de
dimensiond sur S. Autrement dit, R( p%é )'Qy désignant le complexe dualisant
sur X#, on a un isomorphisme naturel induit par X

R(PE)Q > Qua)[2d] .

Démonstration - Si U 2% S est un schéma (compactifiable) sur S de

dimension dy, appelons faisceau pervers auto-dual sur U tout faisceau
pervers £ muni d’un isomorphisme RHom(F , R(py)'Qp) = F(dy —
ds)[2dy — 2ds]. Si U — S est un champ serein sur S, appelons faisceau
pervers auto-dual sur U tout complexe de faisceaux £-adiques dont I’image
réciproque sur tout schéma U lisse sur U est un faisceau pervers auto-dual,
les isomorphismes d’auto-dualité étant compatibles entre eux.

La question posée étant locale, on peut supposer que X admet un revéte-

ment fini plat V 1 x par un espace algébrique V muni de I’action d’un

groupe fini H qui est transitive sur les fibres de ¢ et de gy © g.

Soit ICy le complexe d’intersection sur V normalisé en demandant que
ICy = Qg sur un ouvert dense de V; c’est un faisceau pervers auto-dual
qui est le prolongement intermédiaire de sa restriction a n’importe quel
ouvert dense, donc a I’'image réciproque de n’importe quel ouvert dense de
X ou X¥.

On considere les sous-objets invariants sous H

(Rg.ICV)" et R(ge)«(Rg.ICy)"
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de Rq.ICy et R(gy)«Rq.ICy. Ce sont des faisceaux pervers auto-duaux de
X et X& qui sont les prolongements intermédiaires de leurs restrictions a
n’importe quel ouvert dense.

Comme (Rq,ICy)* s’identifie au faisceau constant Q, sur un ouvert
dense de X et que X est lisse, on a un isomorphisme canonique

(Rg.ICy)" = @

(lequel transforme les isomorphismes d’auto-dualité par des scalaires multi-
plicatifs localement constants). De méme, (R(gq, 0 q):ICy)* et le complexe
d’intersection IC xer de X®" s’identifient au faisceau constant Q, sur un ouvert
dense et on a un isomorphisme canonique

(R(qgr © @):ICy)" = ICxer .

Enfin, on a d’apres le lemme A.3 un isomorphisme

R(ge)« Q¢ — Q.

L’isomorphisme composé

ICxxr — (R(ger © ). JCy) = R(qer)« (RGICY)? = (RGer) Qe — Q

transporte au faisceau constant Q, sur X&' I’isomorphisme d’auto-dualité de

ICxer; autrement dit, on a défini un isomorphisme R(p$)'Q; — Q¢ (d)[2d].
On vérifie facilement qu’il ne dépend pas du choix de V. m|

Dans la situation de la proposition, on déduit de la dualité de Poincaré-
Grothendieck sur X* que les R(px).Qq et R(px):Q, sont en dualité au sens
qu’on a un isomorphisme canonique

R#tom(R(px) Qe Q) = R(px)-Qu(d)[2d] .

D’autre part, I’isomorphisme

Qud)2d] > R(pE)

a un adjoint qu’on appelle le morphisme “trace”

Trys : R (px)1Qi(d) = R*(p),Qe(d) — Q.

Un tel morphisme trace est défini plus généralement pour tout champ serein
compactifiable X sur § lisse qui admet un ouvert lisse de dimension d sur §
et dont le complémentaire est fibre a fibre de dimension < d.

II faut remarquer qu’en général ce morphisme trace Try/s differe (par
un coefficient multiplicatif localement constant) de celui Trye s
R*( p‘;r)!(@g (d) — Q¢ de X*. En tout point générique, le quotient de Trx /s
par Trye s est égal a I'inverse du rang du schéma en groupes fini de ses
automorphismes (sans oublier la partie infinitésimale).
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c) Correspondances cohomologiques

On s’intéresse ici plus particulierement aux faisceaux de cohomologie a
coefficients dans le faisceau constant @, sur des champs sereins, compacti-
fiables et lisses sur un méme schéma S sur le corps de base .

Proposition A.6. — Soient X' et X" deux champs sereins, compactifiables
et lisses de dimensions relatives d' et d” sur un schéma S (lisse de dimension
dg et quasi-projectif sur le corps F).

Soit T une correspondance de X" dans X' au-dessus d’un endomor-
phisme ¢ de S supposé propre. C’est un champ serein, compactifiable et nor-
mal de dimension d' + ds muni d’un morp/l/iisme (Pr, PP T = X x5 X7
dont la seconde composante pl. : I — X" est propre.

Alors :

. . / /" ol Ve . . L
(1) SiX?®, X & erI'¢ désignent les espaces algébriques grossiers associés
’ " . .
aX', X" et U et pra, ple : T8 X X, X & désignent les projec-
tions induites, la correspondance T se reléve en une correspondance
cohomologique c’est-a-dire un morphisme sur I'*

/1%

prgrQe - P/ligr(@e .

(i1) De plus, toute telle correspondance cohomologique

/1%

/!
PreeQe = praQ
induit un homomorphisme en cohomologie

¢*R(px )1 Q¢ — R(px ) Qy .

Démonstration : (i) On note py, p%,, p3, les projections de I, X', X sur
S et pgs la projection de S sur SpecIF.
1l s’agit de construire un morphisme sur '

Q¢ = PraQy .

Comme d’apres la proposition A.5, X'#" est cohomologiquement lisse de
dimension d’ 4 dg sur Spec T, cela s’écrit encore

Q¢ — (ps o pF) Qu(—d' — dg)[-2d' — 2ds] .
Par adjonction, cela revient a définir un morphisme
R(ps o prnQ¢ = R(ps o pF),Qe = Qu(—d' — ds)[—-2d' — 2ds] .

Comme I est lisse de dimension d’ + dg sur F sur un ouvert dense, un tel
morphisme est fourni par la trace Trrp.
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(ii) Comme ¢ et p[ (donc aussi pl.) sont propres, on a un morphisme
composé sur S

R(pgxr”)!@e - R(pgxr”)!R(piigr)* p/r“érQe
- R(p*R(pg%r/)!R(pi“gr)! pilgr(@e

— Re.R(p%),Qe
puis par dualité

¢*R(px) Qe = ¢*R(p%,),Qc — R(PF), Qe = R(px ) Qe -

Voyons la compatibilité avec la composition des correspondances :

Lemme A.7. — Soient X', X", X" trois champs sereins, compactifiables et
lisses de dimensions relatives d', d”, d" sur un schéma S (quasi-projectif
lisse de dimension dg sur IF).

Soient T et A deux correspondances de X" dans X' et de X" dans X" au-
dessus d’endomorphismes @,  de S. Ainsi pl.: T — X" et p{ : A — X"
sont-ils propres, de méme que ¢ et .

On suppose que pf. est lisse de dimension relative d' — d" ou que
Ph i A — X" est lisse de dimension 0.

Alors T o A =T Xy i A est une correspondance de X" dans X'
au-dessus de \r o ¢ et ’homomorphisme induit

(Y 0 9)*R(px Qe — R(px Qe
est égal au composé des deux homomorphismes
" R(px ) Q¢ — R(px)Qe
V*R(pxr Qe — R(pxrhQe
induits par I" et A.

Démonstration : On voit que I" o A est un champ serein, compactifiable et

normal de dimension d’ + ds et que sa projection p{., . sur X"’ est propre.

On considere les espaces de modules grossiers X'#, X", X8 T'& Ag"
et (I' o A)#". Ils sont reliés par des morphismes

p/[‘gr, p/[/‘gr . Fgr - %lgr, %Ngr
' U/ r 1gr ngr
pAgrvagr . Ag — %g,% &
p/(FOA)gr, p/(/lioA)gr : (F o A)gr N %lgr, xer
ainsi que par un morphisme

er gr er
(F °© A) - F X[’/[cgrax//grapggr A
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qui est fini, surjectif et radiciel (car est submersif et induit une bijection
entre ensembles de points géométriques).
Onrappelle que I' et A induisent deux correspondances cohomologiques

/1%

prer/é - pilsr@/é s

///*

Paer Q¢ — pAsr Qe .

En notant p{lfl Ay 12 projection de (I o A)¢" sur I'¥", la premiére induit un
homomorphisme

rer rer | ~
(P(FOA)y) Q¢ —> (P(roA)sr) PreQe = proay=Qe
et la seconde induit

&S AT *
P(roA)ere - (P(roA)ar) PaxQe — (P(roA)ar) Qe -
Le composé de ces deux homomorphismes est égal a celui

Pl(ll/“tA)grQ/é - P/(!roA)grQe
défini par la correspondance (I" o A)#. En effet, il suffit de le vérifier

génériquement et alors c’est clair.
Le résultat est conséquence de cette factorisation. m|

Enfin, on a une formule de Kiinneth :

Proposition A.8. — Soient X et Y deux champs sereins compactifiables sur
un méme schéma de base sur F. Alors on a des isomorphismes canoniques

R (pxxsy)Qe = @D R (px) Qe ® R (py)Q; -

i+j=k

Démonstration : Cela résulte de la formule de Kiinneth pour les espaces
algébriques compactifiables sur S puisque le morphisme naturel entre
espaces de modules grossiers

(X x5 Y& — X8 x5 Y&

est fini, surjectif et radiciel. m|

d) Dualité de Poincaré et pureté

Désormais, on suppose que [F est un corps fini F, a g €léments.

Considérons un champ serein et compactifiable X sur un schéma § sur
IF,, px saprojection et ¥ un faisceau £-adique (ou un complexe de faisceaux
£-adiques) sur X.

Si X*® désigne I’espace algébrique grossier associé a X muni des pro-
jections canoniques gy : X — X¥ et p%é ;X% — S, les Ri(px) ¥ ont
été définis comme R'(p%)1(ger)+F . Ce sont des faisceaux £-adiques con-
structibles et d’apres le corollaire A.4 leur formation commute a tout change-
ment de base. D’apres le théoréme de pureté de Deligne, les R’ (px ) F sont
mixtes de poids < d + i si F est lui-m&me mixte de poids < d.
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Théoreme A.9. — Supposons que X est propre sur S (lisse de dimension dg
sur F,) et qu’il est muni d’un morphisme

Res: X — C

vers un champ C algébrique au sens d’Artin, de type fini et de dimension 0
sur I, tel que
(px,Res) : X - S x C

soit lisse de dimension d.
Alors pour tout complexe de faisceaux C-adiques ¥ sur C, ona :

(i) Les faisceaux (-adiques constructibles R'(px) Res*F = R'(px)«
Res™ F sur S sont lisses.

(1) Si F est un faisceau pervers qui est le prolongement intermédiaire d’un
faisceau -adique lisse o pur de poids O sur un sous-champ localement
fermé lisse C' de C de codimension c, les faisceaux C-adiques lisses
Ri(px) Res* F, 0 < i < 2d — 2¢, sur S sont purs de poids i et
ils vérifient la dualité de Poincaré. Plus précisément, si F désigne le
faisceau pervers prolongement intermédiaire du faisceau lisse dual &,
on a un isomorphisme

RHom(R(px) Res* F, Q) = R(px) Res* F(d — ¢)[2d — 2] .

Remarque : Sur un champ algébrique au sens d’Artin et de type fini arbi-
traire, un faisceau £-adique est comme d’habitude la limite projective d’une
suite de faisceaux constructibles a coefficients dans les Z/£"Z. 11 est lisse si
sa restriction a tout objet du site lisse-étale est lisse.

Un élément de la catégorie dérivée des faisceaux £-adiques est un fais-
ceau pervers si sa restriction a tout objet du site lisse-étale est un faisceau
pervers au sens des schémas.

Tout faisceau £-adique lisse sur un sous-champ localement fermé lisse
admet un prolongement intermédiaire car dans la catégorie des schémas les
faisceaux pervers se recollent pour la topologie lisse.

Démonstration du théoréeme : (i) On sait déja que les faisceaux £-adiques
R'(px). Res* F sont constructibles et que leur formation commute 2 tout
changement de base. Afin de montrer qu’ils sont lisses, il suffit de vérifier
que si on remplace S par un trait strictement local, la fibre générique X, et
la fibre spéciale X; ont mémes groupes de cohomologie a coefficients dans
Res* #. Or la cohomologie de X, a coefficients dans Res* # se calcule
comme la cohomologie de X; a coefficients dans le complexe des cycles
proches de Res* ¥ (construit dans le paragraphe 18.4 du livre [Laumon,
Moret-Bailly]) puisque sa formation commute aux changements de base;
ce complexe se calcule localement pour la topologie lisse et comme X est
lisse sur S x C c’est le complexe Res™ F lui-méme. On a prouvé que les
Ri(px)«Res* F sont lisses.

(il) Le morphisme Res : X — C étantlisse, le produit fibré X' = X x C’
est un sous-champ localement fermé lisse de codimention ¢ dans X et les
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images récriproques Fx = Res™ F, Fx = Res* ¥ sont des faisceaux
pervers sur X, prolongements intermédiaires des faisceaux £-adiques lisses
oy = Res* o, 5y = Res* & sur X'.

Notons X# I’espace de module grossierde X, g, : X — X*' la projection
canonique et X'*" I’image schématique de X’ dans X*". Quitte & remplacer
X' par un ouvert dense, on peut supposer que X'®" est lisse et que oxe =
(qer)«0x €t Gxrer = (ggr)«Ox sont des faisceaux £-adiques lisses ; ils sont
duaux I’'un de I’autre et purs de poids 0. Pour vérifier la dualité de Poincaré,
il suffit de prouver que (qgg)«Fx et (qgr)*fx s’identifient aux faisceaux
pervers Fxe et Fer prolongements intermédiaires de oy et Gy puisque
Fre et ?v'xgr sont duaux 1’un de I’autre.

1l suffit de le faire localement et donc on peut supposer qu’existe un
espace algébrique V etun morphisme finietplatg : V — X munide’action
d’un groupe fini H qui soit transitive sur les fibres. Quitte a restreindre
encore X', on peut supposer aussi que le sous-espace réduit associé au
sous-espace localement fermé V' = V xx X’ de V est lisse. On note oy
le faisceau £-adique lisse sur V' image réciproque de o et Fy le faisceau
pervers sur V qui est le prolongement intermédiaire de oy-.

On considere les sous-objets invariants sous H

CI*(?V)H et (Qgr)*CI*(?V)H

de q.(Fy) et (gg)+q«(Fvy). Ce sont des faisceaux pervers qui sont les
prolongements intermédiaires de leurs restrictions a n’importe quels ouverts
denses de X’ et X'¢".

On en déduit qu’ils s’identifient a 5 et Fxe et on obtient comme voulu
un isomorphisme Fxe = ¢, (Fx).

De méme, on a Fyer = G+ (F2).

On sait maintenant que les faisceaux £-adiques lisses R’ (px), Res* F =
Ri(pg); Fxe sont duaux des R2¢4—2¢~1 (px): Res* }L(d—c) = RZd_ZC_i(p‘g)g
Fre(d — ) et ils sont mixtes de poids < i et > i puisque Fxer et Fer sont
purs de poids 0. Donc ils sont purs de poids i. m|

Dans le cas ou X est propre et lisse sur § (c’est-a-dire ou C est lui-méme
lisse sur IF,), l§s faisceaw.( lisses R (pgg)g(@g = R (px):Qu, 0 < i < 2d,
sont purs de poids i et vérifient la dualité de Poincaré.

La forme bilinéaire associée

R (p2):«Qr ® R* 7 (px):Qr — Qu(—d)

est la composée du produit “cup”

R'(px)«Q¢ ® R (px):«Qr — R*(px). Q¢

et du morphisme trace

Try/s : R*(px)«Qe = R*(px)iQr — Qu(—d) .
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2) Classes des cycles et formules des traces
a) Classe de cohomologie associée a un cycle

Pour 17 : Z < X un sous-champ fermé d’un champ algébrique X de type
fini sur IF,, on dispose comme on a déja dit de faisceaux de cohomologie a
supports dans Z ‘

7Qe, 1>0.

Lemme A.10. — Soit X un champ algébrique de type fini et lisse sur le corps

L
de base IF,. Et soit Z <% Xun sous-champ fermé de X de codimension
> C.

Alors pour tout i < 2c, le faisceau de cohomologie a supports dans Z
H Qe
est nul.

Démonstration : La formation des J@Q(g commute a tout changement de
base lisse U — X. On est donc ramené au cas ou Z est un fermé de codi-
mension > ¢ dans un schéma lisse sur IF, et alors le résultat est bien connu :
c’est le théoreme de “semi-pureté” rappelé en 2.2.8 dans [Grothendieck,
Deligne]. O

Si maintenant Z est un fermé de codimension ¢ dans un champ X serein
et lisse sur un schéma de base S quasi-projectif lisse sur I, on peut associer
a Z sa classe de cohomologie qui est une section du faisceau £-adique sur S

RY(px)« H5 Qo) = RY (px)«Qe(c),

c’est-a-dire aussi une section du faisceau £-adique J(’%C(@g (c¢) sur X.

En effet, pour définir une telle section, il suffit de le faire apres tout
changement de base lisse U — X avec U un schéma ; on est ramené au
cas des schémas qui est traité dans le paragraphe 2.2 de [Grothendieck,
Deligne]. Cette construction marche car les sections que I’on définit sur les
recouvrement U se recollent c’est-a-dire sont compatibles avec les change-
ments lisses U' — U de schémas de base.

On peut aussi considérer le cas un peu plus général d’un champ Z
représentable fini sur X dont le support de I’image | Z| est de codimension c.
Sa classe de cohomologie, section du faisceau sur S

R (p2)Qe(0),

est définie comme la somme
> me cl(Z,)

ou Z, décrit I’ensemble des composantes irréductibles de |Z|, m, désigne
le degré de Z au-dessus du point générique de chaque Z, et cl(Z,) est la
classe de cohomologie de Z,.
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Proposition A.11. —Soient X et Y deux champs sereins, propres et lisses de
dimensions relatives d et d — c sur un méme schéma de base S quasi-projectif

lisse sur ¥y, reliés par un S-morphisme représentable fini 5 X
Alors pour toute section locale u du faisceau (-adique
R?“=9(px),Q¢(d — ¢) sur S, on a dans le faisceau constant Q, sur S
I’égalité
Try,s(t* (u)) = Try;s(cl(Y) ~ u).

Démonstration : Pour tout schéma U lisse sur X donc aussi sur F,, le
schéma Y xx U est lui-méme lisse sur [F, de dimension dim(U) — c et

il est muni du morphisme fini Y x5 U Y, U si bien que la dualité
de Grothendieck fournit un homomorphisme de trace (ty).Q¢(d — ¢) —
]t’ﬁjxi vQe(d) entre faisceaux {-adiques sur U. Cela signifie qu’on a un
homomorphisme de trace entre faisceaux £-adiques sur X

LQu(d — ¢) = HiyQu(d).
De plus, son composé Q¢(d — ¢) — e}ffy" Qy(d) avec
Qe(d —¢) = L"Qu(d — ¢) = t.Qu(d — ¢)

n’est autre que le produit “cup” avec la classe de cohomologie cl(Y) de Y
vue comme section du faisceau Jfl%qj‘(@g (c) sur X. En effet, il suffit de le voir
apres tout changement de base lisse U — X en un schéma U et alors on est
ramené au cas traité dans le paragraphe 2.3 de [Grothendieck, Deligne].

D’autre part, on voit en revenant a la définition des homomorphismes de
trace a la suite de la proposition A.5 et en utilisant le formalisme général de
la dualité de Grothendieck que Try,s : R*“@~9(py).Qu(d — c) — Qg est le
composé de Trx/s : R**(px)«Qe(d) — Qg et de

R*(py).Qe(d — ) = R (p2).t,Qe(d — c)
— Rz(d_c)(px)*f}f@ﬂ@é(d)

= R (px):Qe(d) > R*(px).Qe(d). _

b) La formule des traces de Grothendieck

Considérons X et Y deux champs sereins compactifiables et lisses de méme
dimension relative d sur un schéma de base § quasi-projectif lisse sur IF,.
Soit d’abord I" un champ représentable fini sur X x s Y dont la premiére

S P . o S . .
projection I’ —> X est représentable finie étale (si bien que I' aussi est lisse
de dimension d sur S). On dispose d’une collection d’homomorphismes
d’image directe par I

T.: R'(px) Q¢ — R (py)Qe, i >0,
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définis dans la proposition A.6. Ce sont aussi les composés

R (px)1Qr — R (px)i(pr)«Qr = R (pr)1Qp — R'(py)Qy

ot la premiere fleche est induite par ’homomorphisme d’adjonction Q; —
(PP)«PEQe = (pp)«Qe et la seconde est duale de R*~(py).Q, —
R~ (pr)« Q.

Puis supposons que X et Y sont également propres sur S et soit I une
correspondance dans X xg Y c’est-a-dire un champ représentable fini sur
X x5 Y dont I'image est de codimension d.

La classe de cohomologie de I induit une section du faisceau ¢-adique
sur S

RZd(Pxxsy)*Qe(d)

lequel, d’apres la formule de Kiinneth, est isomorphe a

2d

B (R (p2).Q ® R~ (py).Qu(d)).

i=0

Par dualité de Poincaré-Grothendieck sur ¥, cette section peut aussi étre
vue comme une collection d’homomorphismes

R (px)Q¢ — R (py)Q, 0<i <2d.

Exactement comme dans le cas des schémas, on déduit formellement de
la proposition A.11 les deux résultats suivants :

Corollaire A.12. — Soient X et Y deux champs sereins, propres et lisses de
méme dimension relative d sur un schéma de base S quasi-projectif lisse
sur If,.

Alors, si f + X — Y est un S-morphisme, les homomorphismes en
cohomologie induits par f

fi: R (px) Q¢ — Ri(py)Qp, 0<i<2d,

coincident avec ceux induits par la classe de cohomologie du graphe de f.

Plus généralement, si I" est une correspondance dans X x5 ‘Y et Xy est
un ouvert de X au-dessus duquel T est représentable fini étale et s’envoie
dans un ouvert Yy de Y, on a pour tout i, 0 < i < 2d, un diagramme
commutatif :

Ri(px, Qe —— R (py,)Qy

l l

Ri(p)Q —5 Ri(py)iQ



Appendice A : Cohomologie ¢-adique 217

Théoreme A.13 (Formule des traces de Grothendieck). — Soient X et Y
deux champs sereins, propres et lisses de méme dimension relative d sur un
schéma S quasi-projectif lisse sur ¥y, T une correspondance dans X xs 'Y
et f: X — Y un morphisme dont on note I' s le graphe.

Alors on a dans le faisceau constant Q, sur S ’égalité

Tryxgyys(cl(I) ~ cl(I"f))
2d
= ) (=1 Trgigpyq, (fe 0 (D))
i=0
2d ‘
= Y (=D Trgigpeq, (@ o £).

i=0

c) Formule des points fixes pour I’endomorphisme de Frobenius

Nous terminons par :

Théoreme A.14. — Soient X un champ serein compactifiable sur un schéma
de base S de type fini sur F,, s un point fermé de S et n > 1 un multiple de
deg(s).

Alors on a

1

IZ(_I)I Tr[R"(px)!Qe]x (Frob™ = ; |Au—t(§)|

ou & décrit I'ensemble des points fixes de Frob" dans la fibre X xg s de
X au-dessus de s et Aut(§) désigne le groupe fini des automorphismes du
point fixe & et | Aut(§)| son cardinal.

Démonstration : D’apres le corollaire A.4 les fibres [R'(px)1Q;], au point
s des faisceaux de cohomologie a supports compacts R'(px)Q, sont les
espaces de cohomologie ¢-adique & supports compacts de la fibre X xg s.
On peut donc supposer § = s = Spec F,,.

Il est certainement possible d’écrire le champ X comme la réunion dis-
jointe d’un ensemble fini de strates localement fermées au-dessus desquelles
le groupe des automorphismes est plat. Et d’apres le corollaire 10.8 de [Lau-
mon, Moret-Bailly], chacune de ces strates est alors une gerbe sur son espace
grossier.

Le lemme A.15 ci-dessous autorise un raisonnement par dévissage et on
se trouve ramené au cas ol X est une gerbe sur son espace grossier X& dont
le groupe de structure est fini et plat.

Le champ X a méme cohomologie a supports compacts que X* et
tout point fixe de Frob dans X en induit un dans X#. Comme la formule
cherchée est déja connue (grace a Grothendieck) pour les espaces X*', on
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est ramené au cas ou X¥' = Spec F, et X et X est le classifiant d’'un schéma
en groupes fini G sur F,. Si on remplace G par sa partie €tale, on ne
change pas I’ensemble des points fixes ni les cardinaux de leurs groupes
d’automorphismes donc on peut supposer que G est étale sur F,.
Le groupe fini G = G(F,) agit sur lui-méme par la conjugaison tordue
par T = Frob
(g,a) —> 1(g)ag™

et la formule voulue est la “formule des classes” associée a cette action. O

Lemme A.15. — Soit X un champ serein compactifiable sur un schéma de
base S de type fini sur I,

Alors, si Xy est un ouvert de X et 0X le fermé complémentaire, on a une
suite exacte longue de cohomologie a supports compacts

- R(px,)1 Qe — R (px)Q¢ — R'(pox) Qe — R (px,)Qp — - -

Démonstration : En effet, X5 s’identifie 2 un ouvert de X*' et le mor-
phisme naturel de (0X)#" sur le fermé complémentaire est fini, surjectif et
radiciel. O
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Appendice B

Fonctions L de paires automorphes et théoreme réciproque

Dans la partie finale de la démonstration de la correspondance de Lang-
lands sur les corps de fonctions au chapitre VI, les fonctions L de paires de
représentations tant automorphes que galoisiennes jouent un rdle essentiel
dans les deux sens. Cela n’est pas tres étonnant si I’on songe que cette
correspondance a été formulée par Langlands en demandant que les fonc-
tions L soient préservées. Nous rassemblons dans cet appendice toutes les
propriétés des fonctions L de paires de représentations automorphes dont
nous avons besoin.

Quand on veut aller des représentations automorphes vers les représenta-
tions galoisiennes, les arguments de fonctions L de paires servent a séparer
dans la cohomologie des champs modulaires de chtoucas et de leurs com-
pactifications la partie “essentielle” de la partie “négligeable”. On a besoin
de savoir définir les fonctions L de paires de représentations automorphes
cuspidales, de savoir aussi que ce sont des fractions rationnelles (vérifiant
certaines équations fonctionnelles) et de pouvoir situer leurs poles et zéros
ainsi que les valeurs propres de Hecke en les places non ramifiées. Tous
ces résultats sont démontrés dans les articles de Jacquet, Piatetski-Shapiro,
Shahidi et Shalika cités en bibliographie et nous les résumons ici.

On doit aussi montrer que si les facteurs L et ¢ d’une paire de représenta-
tions automorphes cuspidales et d’une paire de représentations galoisiennes
irréductibles coincident en presque toutes les places, alors ils coincident
en toutes les places. On rappelle les arguments pour cela, lesquels sont
dus a Henniart et utilisent le calcul des facteurs L locaux a partir de la
classification de Bernstein et Zelevinski.

En sens inverse, on invoque le “principe de récurrence de Deligne”
qui consiste a combiner les équations fonctionnelles de Grothendieck pour
les fonctions L de représentations galoisiennes et la formule du produit
de Laumon pour les constantes de ces équations fonctionnelles avec un
des “théoremes réciproques” de Piatetski-Shapiro (généralisant Hecke et
Weil en tous rangs). Ces “théorémes réciproques” sont démontrés dans la
prépublication [Piatetski-Shapiro, 1976] dans le cas des corps de fonctions
et publiés dans I’article [Cogdell, Piatetski-Shapiro, 1994]. Mais cet article,
qui traite simultanément le cas des corps de nombres, fait partout I’hypothese
que les produits eulériens qui définissent les fonctions L considérées con-
vergent absolument dans un demi-plan et nous voulons la remplacer par
celle, mieux adaptée au cas des corps de fonctions, que les séries formelles
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définies par ces produits eulériens représentent des fractions rationnelles.
Pour cette raison, nous reproduisons les arguments de la prépublication
originale de Piatetski-Shapiro, tout en copiant largement I’article [Cogdell,
Piatetski-Shapiro, 1994].

On désigne toujours par X une courbe projective, lisse et géométrique-
ment connexe sur le corps [, fini a g éléments, par |X| ’ensemble de ses

points fermés, par F son corps des fonctions et par A = H F, I’anneau

xe|X|
des adeles de F.

1) Fonctions L de paires de représentations adéliques
a) Facteurs L et € locaux

Pour x € | X| une place quelconque de F, on appelle facteur eulérien en x
toute fraction rationnelle L,(Z) dont I'inverse L,(Z)~! est un polyndme en
la variable Z%¢™ dont le terme constant est égal a 1 ; on appelle facteur ¢ en
x tout produit &,(Z) d’une constante non nulle et d’une puissance positive
ou négative de Z9%€™_ On remarque dés a présent qu’on peut associer une
“fonction L globale”

L(2) =[] L«(2),
xelX|
bien définie en tant que série formelle en Z, a toute collection (L, (Z)).¢x|
de facteurs eulériens locaux, et un “facteur ¢ global”

e2) =[] e

xelX|

a toute collection (£,(Z)),¢|x| de facteurs & locaux qui valent 1 en dehors
d’un nombre fini de places.

On choisit une fois pour toutes un caractere additif non trivial ¥ de
A/F.1l ades composantes ¥, x € |X|, qui sont des caracteres additifs non
triviaux des F,.

On consideére deux représentations admissibles factorisables 7 = ® T,

xelX|
et = ® n; des groupes adéliques GL, (A) et GL,»(A) derangs r, ' > 1.
xelX|
Les facteurs locaux 7, et 7, sont non ramifiés et irréductibles en presque
toute place x € |X|. On suppose qu’ils sont tous irréductibles ou induits
de type de Whittaker ; en particulier, ils ont des caracteres centraux x,, et

X, €t 7w et ' ont des caracteres centraux y, = ® X, €t X = ® X
xe|X| xe|X|
La théorie locale des fonctions L pour les GL,(F;) (voir le théoreme 2.7
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de [Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika]) permet d’associer a chaque couple
(7, ) un facteur eulérien

L.(my x l,, Z)

et un facteur ¢
gx(nx X 7'[;» Z» 1p‘x)

En faisant le produit, on obtient la “fontion L’ globale de 7 et 7’

Lir x7n',Z) = 1_[ L.(m, x 7., Z)
xelX|

qui est une série formelle, et aussi le “facteur £” global

et x 7', 2) = [ | extre x wl. Z,yp)
xe|X|

qui est bien défini puisque &, (7, x 7, Z, ¥,) = 1 en toute place x € |X|
ou m,, 7, et ¥, sont non ramifiées. On a omis v de la notation e(r x ', Z)
car, s’il est vrai que chaque facteur local &, (, x 7y, Z, ) dépend de la
composante v, le produit e(r x 7/, Z) ne dépend pas du choix du caractere
additif non trivial ¥ de A/F.

Si 7, [resp. m,] est irréductible et non ramifiée, et comme on a rappelé
au paragraphe 1.2d, elle est naturellement indexée par ses “valeurs propres
de Hecke” z;(my), ... , z,(my) [resp. zi(y), ... , z»(m,)] lesquelles sont
bien définies a permutation pres. De méme, un caractere non ramifié y, de
GL, (F,) est caractérisé par sa valeur propre de Hecke z(x).

Lemme B.1. — Soit x € |X| une place oit 7, et 7w, sont irréductibles et non
ramifiées et soient X, et x. deux caractéres de GL|(F). Alors :

(i) Le facteur Ly(x 7, X x.7,, Z) est égal a

_ _ _ -1 . P
[T (1= 20 ™ aim) ™ 2, () Z°9) ™ sy, est non ramifié,

1<i<r
I<j=r

1 si au contraire x, . est ramifié.

(i) Le facteur ex(x 7y X X.70,, Z, V) est égal a

Sx(XxX)/p Z, wx)rr/_lgx(XxX;X;;X;;’ Z, l;//x)

Il vaut 1 quand xy, x. et aussi V. sont non ramifiés. |

On voit qu’en les places non ramifiées, les pdles des facteurs L locaux
sont déterminés par les valeurs propres de Hecke. Afin de les situer, on
dispose de I’estimation suivante de Jacquet et Shalika :
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Proposition B.2. — Pour x € | X|, on suppose que 1, est une représentation
lisse, irréductible et non ramifiée de GL,(F\). Si 7, est unitaire et admet
un modele de Whittaker, ses valeurs propres de Hecke vérifient

1 .
¢V <|zi(m)|=mO < g2 1<i<r.
O

D’autre part, on aura également besoin du résultat suivant de Henniart qui
complete partiellement le lemme B.1 (c’est le lemme 4.2(3)(4) de [Henniart,
1986]) :

Lemme B.3. — Soit x € |X| une place arbitraire. Si x. et x. sont deux
caracteres de GL|(F,) tels que x.x.. soit suffisamment ramifié en fonction
de m, et ), ona

Ly(xemye X xome, Z) = 1,

Ex (T X XoT0 Zo ) = x (X Zo W) e (X X Xl Ko 2o V).
O

b) Classification de Bernstein et Zelevinski et facteurs L locaux

On fixe une place x € |X]|.

Rappelons d’abord a grands traits la classification par Bernstein et
Zelevinski des représentations lisses irréductibles des groupes linéaires lo-
caux GL,(F),), telle qu’elle est exposée par exemple dans [Rodier, 1982].

De facon générale, si p est une représentation lisse d’'un GL,(F;) et s

est un nombre réel, on note p(s) la représentation lisse de GL, (Fy)

,O(S) =p ® q—s deg(x)xodet(-)
déduite de p par torsion par le caractere non ramifié de valeur propre de
Hecke g —*des®),

On appelle segment un ensemble de représentations supercuspidales
irréductibles d’un GL,(F;) de la forme {p, p(1),...,p(6 — 1)} = A. La
représentation lisse de GL,s(F)) induite parabolique de p x p(1) x - -+ X
p(8 — 1) admet un unique quotient irréductible noté L(A).

On dit que deux segments A; et A, sont liés si Ay € Ay, Ay &
Aq et A U A; est un segment. Si A; = {p1,...,01(6; — D} et Ay, =
{p2, ..., p2(62— 1)} sont li€s, on dit que A précede A, s’il existe un entier
6 > 1tel que p, = p1(9).

Théoreme B.4. — (i) Soient Ay, ..., Ay des segments. Supposons que
pour i < j, A; ne précéde pas A ;. Alors la représentation induite
parabolique de L(A) X --- X L(Ay) admet un unique quotient ir-
réductible noté L(Aq, ..., Ap).
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(ii) Les représentations L(Ay, ..., Ar) et L(AY, ..., A}) sont équiva-
lentes si et seulement si les suites Ay, ..., A et A, ..., A}, sont
égales a ’ordre pres.

(iii) Toute représentation lisse irréductible d’'un GL,(F,) est de la forme
L(Aq, ..., Ap. O

Les paragraphes 8 et 9 de I’article [Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika]
donnent le calcul général des facteurs L locaux :

Théoreme B.5. — (i) Si m, et m, sont deux représentations lisses irré-
ductibles de GL,(F,) et GL,(F,) écrites sous la forme mw, =
L(Ay, ..., A etm, =L(A}, ... ,A)),ona

L, x 7, Z) = [ | LIL(A) x L(A), 2),

1<i<k
I=j=t

L(7t, x 77, Z) = 1_[ L(L(A)Y x L(A’j)v, Z).

I<i<k
I=j=t

i) SiA={p,...,p(6 — D} et AN = {p,...,0 — 1)} sont deux
segments avec §' < 8, on a
L(L(A) x L(A"), Z) =L(p(6 — 1) x p', Z)L(p(8 — 1) x p'(1), Z)
~-L(p@8—=1) x p'(8" = 1), Z)
L(L(A)Y x L(AN, 2) =L(p x p', Z)L(p x p'(=1), Z)
~L(pxp'(1-4",2)

(iii) Si p et p’ sont deux représentations lisses irréductibles supercuspidales
de GL,(Fy,) et GL,(F,), on a

Lo x ¢, 2) = [ [(1 =271 z80)!
2

L(p x p'. 2) = [ [(1 —zz%)~!
2

ou z décrit’ensemble des scalaires non nuls tels que les représentations

xodet(-) v/

PRz et p

soient équivalentes.

Remarque : Bien siir, pour que I’ensemble des z de la partie (iii) ne soit pas
vide, il faut en particulier que a = a'. O

Connaissant ces formules générales pour le calcul des facteurs L locaux
de paires, on peut maintenant vouloir situer les poles de celles-ci.

Si 7, est une représentation lisse admissible d'un GL,(F}) qui ad-
met un caractere central y, , on note || I'unique caractére non ramifié
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GL,(F,) — R tel que le caractere central de 7, ® |77, |~! soit unitaire ; on

a || = |xx,|"/". Ceci s’applique en particulier quand 7, est irréductible.
On sait que pour toute représentation p supercuspidale irréductible,
0 ® |p|~! est unitaire. Si A = {p, ..., p(§ — 1)} est un segment, on note

|A| = Ip(%)l ;onabien slir [A| = |L(A)| et on montre que L(A) ® N
est unitaire (et méme de carré intégrale).

Une représentation lisse irréductible L(A1, Ay, ..., Ay) est dite tempé-
rée quand |Aj| =1, A =1, ..., |Ay = 1.

S’agissant des représentations unitaires, on a I’estimée suivante de Tadi¢
qui généralise celle de Jacquet et Shalika :

Proposition B.6. — Si m, = L(Ay, ..., Ay) est une représentation lisse
irréductible unitaire d’'un GL,(F,) qui admet un modele de Whittaker,
les valeurs propres de Hecke z(|A;|) des caracteres non ramifiés |A;|,
1 <i <k, vérifient

g < |z A AED < g2

Du théoreme B.5 et de la proposition B.6 ci-dessus, on déduit :

Corollaire B.7. — Soient m, et 7. deux représentations lisses irréductibles
de GL,(F\) et GL, (F,) qui admettent des modeles de Whittaker. Alors :

(1) Si toutes deux sont tempérées, tous les poles des facteurs L locaux
L(m, x ., Z) et L(7ty x 7, Z) sont dans la zone

1ZI=1.

(1) Sil’une est tempérée et ’autre est unitaire, tous les poles de ces facteurs
L locaux sont dans la zone
1

1Z] >q2 .

¢) Les équations fonctionnelles locales

On considere deux représentations lisses admissibles 7, et 7, de GL, (F,) et
GL,_; (Fy) en une place x € | X|. On suppose qu’elles sont induites de type
de Whittaker ; elles ont donc des modeles de Whittaker notés W (i, ¥,)
et W(m,, ¥, 1) qui consistent en des espaces de fonctions sur GL,(F,) et

GL,_ (F,) sur lesquels les groupes GL,(F) et GL,_;(F,) agissent par la
translation a droite (W, g) — W - g.

Etant données deux fonctions lisses W, (g) € W(m,, ¥,) et W.(h) €
W(r!, ¥ ') dans les modeles de Whittaker, on peut leur associer 'intégrale
h 0 1 deg(x)xo
dh - Wy (o 1) W, ()q? deetoodeth
Zdeg(x)xodet(h)

v, . 2) = [
Ny—1 (Fx)\ GL,—1 (Fy)
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ou N,_; désigne le radical unipotent du sous-groupe de Borel B,_; de GL,,_;
constitué des matrices triangulaires supérieures, dh est le quotient des deux
mesures de Haar sur GL,_;(F,) et N,_;(F,) qui attribuent le volume 1
a GL,_1(Oy) et N,_1(O,) et x : F — Z est la valuation qui envoie
les uniformisantes sur 1. Cette intégrale est bien définie en tant que série
formelle de Laurent en 1’indéterminée Z9¢¢™),

On introduit encore les matrices w, et w,_; de rangs r et » — 1 qui sont

de la forme
0 1

1 0
puis, a partir de W, et W_, les fonctions sur GL,(F,) et GL,_; (F,) définies
par

Wx(g) = Wx(wr tg_l),
Wi(h) = W, (w,— "h71).

Ce sont des fonctions lisses dans les modeles de Whittaker ‘W (77, wx_l) et
W, V) des représentations contragrédientes 7, et 77, de 7, et ;.

Théoreme B.8. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus, on a :
(i) Les séries formelles de Laurent en Z2™)
YW, W, Z) et W(W,W.,Z)
sont en fait des fractions rationnelles. Plus précisément, les quotients

Y(W,, W., Z) (W, W, Z)
e
L(my x ., Z) L,(7t, x 7., Z)

sont des polynomes en 79X,
(i1) Ceux-ci satisfont I’équation fonctionnelle
a7 ur
W(We, Wy, o)

Lx(ﬁx x 7!, ,,Lz)

YW, W, Z)

— O v e (e X T, Z W) xe (=) T =
Lot x 7. 2) ( v Zs V) X, (= 1)

(iii) Sim, et 7w, sont non ramifiées et les fonctions W et W sont invariantes
a droite par GL,(O,) et GL,_{(O,) et valent 1 en les unités 1, et I,_,
on peut calculer

W(W,, W,,Z)=L,(n, x 7, Z),

W(W,, W, Z) = L(%t, x 7., Z).
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d) Propriétés globales des fonctions L de paires automorphes

Dans ce paragraphe, on considere des représentations admissibles irré-

ductibles 7 = ® T, et = ® 7. de GL,(A) et GL, (A) qui sont
xe|X| xelX|

automorphes c’est-a-dire se représentent comme sous-quotients de 1’espace

des formes automorphes sur GL,(F)\GL,(A). Il en est alors de méme de

leurs représentations contragrédientes 77 = ® et = ® .

xelX| xelX|
On peut leur associer des facteurs L et € locaux

Li(my x 7y, Z) , Lo(fte X 7y, Z) et e (e X 70, Z, )
puis un facteur ¢ global
emx 7', 2) = [ exme x w0 Z.40)
xelX|
et des fonctions L globales

Lt xn',Z) = 1_[ L.(my x ., Z)
xelX|

LGt x 7, Z) = ]_[ L, (G, x 7., Z)
xelX|
qui sont bien définies en tant que séries formelles en la variable Z.
Théoreme B.9 (Piatetski-Shapiro). — Soient m = ® Tyetnw = ® .
xelX| xelX|

deux représentations automorphes irréductibles de GL,(A) et GL. (A)
comme ci-dessus. Alors :

(1) Les séries formelles
Lz x7',Z) et L@ x7',2)
sont en fait des fractions rationnelles en l’indéterminée Z.

(i1) Ces fractions rationnelles vérifient I’équation fonctionnelle globale

1
L(n x ', Z) = e(m x 7', Z)L<7VT x 7, _Z>
q

(iii) Si la représentation automorphe w est cuspidale et si v’ < r, les
fractions rationnelles

Lz xn',Z) et L@ x7',2)

sont en fait des polynomes. m|
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Si X’ est un ouvert non vide de la courbe X, on peut aussi former la
“fonction L partielle”

Ly(r x#',Z) = ] LaCre x #,, 2)
xe|X'|
qui ne differe de la fonction L globale
L x #', Z) = [ | Le(re x %, 2)
xelX|

que par la famille finie des facteurs locaux indexés par les places x € | X]|
situées en dehors de X’. La série formelle Ly (7 x 77/, Z) est donc aussi une
fraction rationnelle en la variable Z.

On a encore :
Théoreme B.10 (Jacquet, Shahidi, Shalika). — Soient w7 = ® T, et
xe|X|
= ® 7. deux représentations automorphes cuspidales unitaires (ir-
xelX|

réductibles) de GL,(A) et GL, (A) dont les facteurs locaux m, et w, sont

non ramifiés en tous les points x € |X'| d’'un ouvert X' de la courbe X.

Alors :

(1) Dans la zone

1Zl<q7",
la fonction L partielle
Ly(r x 7', Z)
n’a pas de zéro.

(ii) Dans cette zone |Z| < q~', tous les poles de Ly (w x 7', Z) sont
simples : ce sont exactement les éléments z de module |z| = q~' tels
que les représentations ' ® (qz)*¢") et 7 soient isomorphes (avec
doncr =r"). O

1

e) Unicité du prolongement aux places ramifiées

Nous donnons ici I’argument de Henniart qui montre que si deux systémes
de facteurs L et ¢ locaux vérifient les propriétés attendues des fonctions L
et coincident en presque toutes les places, alors ils coincident en toutes les
places.

Proposition B.11. — Supposons qu’a toute place x € | X| et a toute paire de
caracteres d’ordre fini x,, x. de F, on ait associé deux triplets de facteurs
Leteenx

L)lg(Xxv X)/m Z)a L;/l(xxv X)/m Z) et 8)15(XX9 X)/cv Z? wx)a
L2t xos Z)s LY Ot Xos Z) et €2 (s X Z, )

qui vérifient les propriétés suivantes :
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(1) 1l existe un ensemble fini S de places de | X| tel que pour toute paire
de caracteres xy, x. en une place x ¢ S, on ait

L) (X Xos Z) = L2(xts X0s Z),
LY GOt xr Z) = LY 2 (s Xor Z),
e s Xos Zo ) = € (s Xor Zs ).

(2) En chaque place x € S, ces mémes égalités sont vraies des que x, et
X, sont deux caracteres dont le produit x, x est suffisamment ramifié.

(3) Pour tous caracteres y = ® Xc et x' = ® X, d’ordre fini de
xelX| xe|X|
A*JF*, les séries formelles

L'o6xs 2) =l 2.2 W06 x 2 =L (s 120 2)
L06xs2) =[[L0w 12 L206x,2) =L 160 2)

définissent des fractions rationnelles ; les produits

06 x. D =[]ar0e X Zv) €062 =] ]800 X Zo 40
X X
sont finis, et on a les deux équations fonctionnelles

1
L' x's2) =&e'(x, x's Z)LY! (x, xs q—Z> ,

1
L*(x, ', Z) = &*(x, ', Z)L"? (x, X, q_Z) :

Alors on peut conclure qu’en toute place x € |X|, on a

ex (o X Zo VLY (o X 77) 2 Ot Xos Z WL (s XU 77)
L)lg(Xx’ X)/Cv Z) L)%(XX? X)/c’ Z) ‘

Remarque : Pour 1 = ® et = ® 7. deux représentations au-
xelX| xelX]|

tomorphes irréductibles de GL,(A) et GL,-(A), on voudra appliquer cette

proposition avec

Ly (e X3 Z2) = La(xamte X X473, Z),
LY Ot 200 2) = LaOy ' x X720, 2,
&2 (Xws Xos Z W) = (Tt X XoTThs Z, ).
De ce cdté, I’hypothese (1) sera vérifiée grice au lemme B.1, I’hypothese
(2) grace au lemme B.3 et I’hypothese (3) grace au théoreme B.9.
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Démonstration de la proposition : 11 y a quelque chose a montrer seulement
en les places x € S. Ayant fixé deux caracteres d’ordre fini x, et x| en
une telle place, on choisit en les autres places y € S des caracteres x, et
Xy d’ordre fini dont le produit x, x; est suffisamment ramifi€ pour que la
conclusion de (2) soit vérifiée. Il existe certainement deux caracteres d’ordre
fini x et x’ de A*/F> dont les composantes en les places de S soient égales
a Xx, X €t aux xy, x,. La conclusion s’en déduit. O

Cette proposition se prolonge immédiatement de la maniére suivante :

Corollaire B.12. — Dans les conditions et sous les hypotheses de la propo-
sition B.11 ci-dessus, supposons que pour x,, x. deux caracteres d’ordre
fini en une place arbitraire x € |X|, on sache que les fractions rationnelles
L}C(Xx’ Xe, Z) et LZI(XX, Xos qiz) n’ont pas de péle commun, non plus que
L3Ot X 2) et LY (s X 2)-

Alors on peut conclure

L' Gt 20, 2) = L2t X0 Z) s LY (s %0 Z2) = LY Gt Xr 2),

L (s Xor Zy W) = &1 (Xas Xos Zs W)

Remarque : Dans la situation de la remarque qui suit I’énoncé de la propo-
sition
Ly Otes Xos Z) = Lo(xaTtx X X,70, 2),
LY Ot 200 2) = LaOy ' x X720 2,

X

8)15()()(’ X)/c’ Z, wx) = gx(Xxnx X X;T[;, Z, wx)a

le corollaire B.7 implique que I’hypothese supplémentaire du corollaire ci-
dessus est vérifiée d’un co6té si les deux représentations locales . et 7, ont
un modele de Whittaker et si elles sont tempérées ou 1’une est tempérée et
’autre est unitaire. O

2) Un théoreme réciproque de Piatetski-Shapiro
a) L’ énoncé

Nous allons rappeler la démonstration du théoréme suivant dont nous avons
besoin :

Théoreme B.13. —Soientr > 2unentieretm = ® T, une représentation
xe|X|
lisse admissible irréductible de GL,(A) dont chaque facteur m, est une
représentation de GL,(F,) induite de type de Whittaker.
On suppose que, pour un ensemble fini S de places x € | X|, 7 vérifie les
propriétés suivantes :



230 L. Lafforgue

(1) Le caractere central x, = ® X, de 7 est invariant par le sous-
xelX|
groupe discret F* de A*.
(2) Pour tout entier ¥’ < r et toute représentation automorphe cuspidale

irréductible m' = ® 71; de GL, (A) non ramifiée en les places x € S,
xelX|
les deux séries formelles

Lrxn',Z) et LGt x7x,2Z)

sont des polynémes et elles satisfont I’équation fonctionnelle

1
L(JTxn’,Z):s(nxn/,Z)L(frxfT’, _Z)
q

Alors il existe une représentation automorphe irréductible de GL,(A)
dont les facteurs en toutes les places x ¢ S sont égaux aux facteurs m,
de 1. Cette représentation est cuspidale si S = . O

La démonstration de ce théoréme va occuper les prochains paragraphes.

Avant de commencer, rappelons que pour tout entier n, on a noté
B, le sous-groupe de Borel de GL, constitué des matrices triangulaires
supérieures et NV, son radical unipotent. On note aussi A,, le sous-groupe de
Lévi de B, constitué¢ des matrices diagonales ; il contient le centre Z,, de
GL,, constitué des matrices scalaires.

Enfin, on note P, C P, les sous-groupes de matrices de la forme

et

puis P, =Pl et P, =P/~ les sous-groupes opposés.

b) Modeles de Whittaker globaux

On rappelle que pour la définition des facteurs ¢ locaux &,(-, Z, ¥,) on a
fait le choix d’un caractére additif non trivial ¢ de A/F dont les v, sont
les composantes sur les F,. Pour tout entier n, i et les i, se prolongent
en des caracteres des groupes unipotents N, (A) et N, (F,) qui associent a
toute matrice u = (u; )1<;, j<, dans un tel groupe le scalaire

V) = Y Vi) ou Y= Y Y(uiin).

1<i<n 1<i<n
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Par hypothese, chaque composante 7, de la représentation 7 de GL, (A)
admet un modele de Whittaker ‘W(m,, ¥,) ; c’est un espace de fonctions
We, sur GL, (F,), indexées par les vecteurs &, de m,, invariantes a droite par
un sous-groupe ouvert de GL, (F,) et qui vérifient

ng(uxgx) = WX(MX)WSX (gx)’ Vgx € GLr(Fx)a Yu, € Nr(Fx)

En presque toute place x ¢ S, le facteur m, est non ramifié ; il a un
vecteur non ramifié distingué &7 auquel est associée une fonction distinguée
Wee € W(m,, ¥,) qui est invariante a droite par le sous-groupe ouvert
compact maximal GL,(O,) et vaut 1 au point unité.

Considérons maintenant un vecteur £ de 7 = ® 7, qui est de la forme

x€|X|

& = @&, ; en presque toute place x, la composante &, est égale a §7. La
fonction sur GL, (A)

WS 8= (gx)xe\X\ = 1_[ W’g'x (gx)
xelX|
est invariante a droite par un sous-groupe ouvert de GL, (A) et elle vérifie
We(ug) = y(u)We(g), Vg € GL.(A), Yu € N.(A).

En particulier, elle est invariante a gauche par N, (F). Comme le caractere
central y, de x est trivial sur F*, elle est aussi invariante par Z,(F).
Elle vérifie :

Lemme B.14. — Pour une telle fonction W sur GL,(A), il existe des cons-
tantes d, > 0, x € | X|, presque toutes nulles, telles que pour tout élément
8 = (gx = anxkx)xele’ uy € N.(Fy), ax = (a)]p ,a;) € Z,(F,) =
(FX), ke € GL,(O,), vérifiant We(g) # 0, on ait

x(ai) —x(ai“) >—d,, 1 <i<r.

Démonstration : Soit K¢ = 1_[ Kf un sous-groupe d’indice fini de
xe|X|
GL,.(0Oy) = 1_[ GL,(O,) par lequel la fonction W; soit invariante a droite.

xelX|
Et soit (dy).¢ x| une famille de constantes trés grandes en beaucoup de
places en fonction de K¢ (et du caractere V) et nulles en les autres places.
Si g = (g,) est un élément de GL,(A) qui met en défaut les inégalités de
I’énoncé en au moins une place x € | X]| relativement a la constante d,, on
peut trouver un élément n, € N, (x) tel que ¥, (n,) # 1 et g7'n g, € K&
d’ou

We (8) = We, (8:(87'1:8+)) = We, (:8x) = V() We, (g5)
ce qui implique We (g,) = 0 et We(g) = 0. O
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De ce lemme on déduit aussitot :
Corollaire B.15. — Pour tout élément g € GL,(A), considérons la somme
y 0
U= ), Wiy = > Ws(( 0 1) g)-
YEN(F)\Pr(F) Y/ €ENr—1 (F)\ GLy—1 (F)
Alors :

(i) Pour tout g € GL,(A), la somme ci-dessus est finie si bien que Ug(g)
est bien définie.
(i1) Pour tout degré d € 7, I’ensemble

{h c GL,_1(F)\GL,_1(A)‘U§ (g (1)) £0 A deg(deth) = d}

est compact ; il est vide si d est assez grand.

Démonstration : (i) On voit d’apres le lemme B.14 que pour tout élément
g € GL,(A), la fonction

e (6 1))

est a support compact dans 1’espace topologique
{h € Ne—1 (A)\GL,_(A) | deg(deth) = 0} .

La conclusion résulte de ce que N,_;(F)\GL,_;(F) est une partie
discrete de cet espace.

(ii) Sih € GL,_(F)\ GL,_;(A) vérifie deg(deth) = d et U (8 (1)) 70,

il résulte du lemme B.14 que le fibré de rang r — 1 sur la courbe X
associé¢ a h admet une filtration dont tous les sous-quotients sont des
fibrés de rang 1 et de degré borné. Donc le polygone canonique de
Harder-Narasimhan de ce fibré est borné et h reste dans une partie
compacte.

Il est évident que d ne peut pas étre trop grand. m|

Enfin, on montre :

Lemme B.16. — Pour tout élément g € GL,(A) tel que We(g) # 0, il existe
un élément u € N,(A) tel que Ug(ug) # 0. En particulier, si § # 0, U
n’est pas identiquement nulle.

Démonstration : Voir le lemme 6.3 de [Cogdell, Piatetski-Shapiro].

Par construction, la fonction g + Ug(g) est invariante a gauche par
P.(F) et Z,(F) et donc par le sous-groupe parabolique P.(F) de GL,(F)
associ€ a la partition (r — 1, 1) de I’entier . Comme W, elle est invariante
a droite par un sous-groupe ouvert de GL, (A).
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¢) Construction opposée et lemme principal

Rappelant que, pour tout entier n, w,, désigne la matrice carrée de rang n

qui s’écrit
0 1
1 o)
~ fw._ 0 _ [0 1
U =Wnl o 1)\ 0}

Dans la situation du paragraphe précédent, on associe encore a tout
élément g € GL,(A) la somme

Vi@ = ) Welaye) = > We (ar ()6/ (1)) g)-

YyENL(F)\P,(F) Y €Nr—1 (F)\ GL,—1 (F)

on note aussi

Posant ﬁ}g (g) = Wg(w,’g_l), cette somme s’écrit également

Vi(g) = > We (()(/) ?) g’)

y'€Nr—1 (F)\ GL,_1 (F)

ol g =a,/g ', et & =& - a,. On déduit du corollaire B.15 que pour tout
g € GL,(A) cette somme est finie et que, pour tout d € Z, I’ensemble

{h € GL,_(F)\GL,_(A) | V; (g ?) £ 0 A deg(deth) = d}

est compact ; il est vide si d est assez petit.

La fonction g > Vi (g) est invariante a gauche par ?;(F ) et elle est
invariante a droite par un sous-groupe ouvert de GL, (A).

Etant donnée ¢ une fonction automorphe sur GL,_; (A), on peut intro-
duire les deux intégrales

1&, ¢ 2) =/

GL,—1 (F)\ GL,—1 (A)

h 0O

1G ¢ Z)=/ dh - V; (0 1) @(h)g ™} deeth) 7 deg(h)

GL,—1 (F)\ GL,—1(A)

qui sont bien définies comme séries formelles de Laurent en les indétermi-
nées Zet Z7 1.

En développant les sommes qui définissent Uy et V¢ a partir de We et en
utilisant la propriété de variance

We(ug) = Y(w)We(g), Vg € GL.(A), Yu € N,(A),

on calcule aussitot :
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Lemme B.17. — On a l’égalité entre séries de Laurent
1§, ¢; Z) = W(We, Wy; Z)

~ ~ o~ 1
1 ¢;2) =V We, Wy, —
(5‘# ) (‘g‘ <pq2>

ou

W = [ PPy , Vh € GL,_{(A),
Ny—1 (F)\Ny—1(A)

Wo(h) = Wy(w,_1'h™") . We(g) = We(w,'g™"),

h 0O

\IJ(W,W’;Z):/ 01

dh - W (
Nr—1 (A)\GL,—1 (A)

) W/(h)q—% deg(h)Z— deg(h) .

O

d) Egalité des produits scalaires

Nous pouvons maintenant montrer :

Proposition B.18. — Les hypotheses du théoreme B.13 entrainent que pour

tout vecteur § = (&) ¢|x| de la représentation m = ® 7 de GL,(A) et
xelX|
pour toute fonction automorphe ¢ sur GL,_;(A) invariante a droite par un
sous-groupe ouvert qui contient 1_[ GL,_1(0,), ona
xeS

1€ ¢, 2) = 15, ¢, Z).

Démonstration : Pour tout entier d € Z, il s’agit de prouver I’égalité sui-
vante entre intégrales sur le domaine {4 € GL,_; (F)\GL,_(A), deg(h) =d}

/dh.US (g ?) <p(h)=/dh.vS (g ?) o(h).

On sait que les fonctions h +— Ug (g (1)) eth — Vg (g (1)) sont

localement constantes a support compact sur ce domaine. D’apres la théorie
des séries d’Eisenstein développée par Langlands, il suffit de le faire quand ¢
est élément d’une représentation automorphe irréductible 7" de GL,_1 (A) et
méme quand 7’ est I’induite parabolique d’une représentation automorphe
cuspidale irréductible 77! x - - - x ¥ de GL,, (A)x---xGL,, (A), ri4---+r¢
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=r—1.Les 7!,..., ¥ sont non ramifiées en les places de S. D’apres

Iarticle [Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika], on a
Lz xn',Z2) = 1_[ L(w x 7', Z)
l<i<k
LGt x 7', 2) = [] LGt x %', 2)
l<i<k
smxn',7Z) = 1_[ e(F x %', 7)
l<i<k

si bien que I’hypothese (2) du théoréme B.13 implique que L( x 7/, Z) et
L@t x 7/, Z) sont des polyndmes reliés par 1’équation fonctionnelle

1
Linxa',Z)=¢(x xa',Z)L (fr x 7', —) )
qZ
D’apres le lemme B.17, I’égalité qu’on doit montrer s’écrit encore
~ o~ ]
\P(Ws, W(p, Z) =v (Wg, W(p, q—Z> .
Ici, h = W, (h) est élément du modele de Whittaker global de 7’ = ® b

xelX|
produit restreint des W(rr,, ¥, !

L) et Ww est déduit de W, par composition
avec h > w,_;"h~". 11 suffit donc de montrer que si W est le produit ten-
soriel de fonctions W, dans les modeles de Whittaker W (i, ¥ 1) presque
toutes égales a I’élément distingué, on a

~ ~ 1
YW, W, Z) =W (W, W, — ).
(e : ( gz )
Mais avec les notations du paragraphe B.1c ci-dessus, on a

W(We, W, Z) = [ W(We,, Wy, 2)

xelX|
W(We, W, 2) = [ | W(We,, Wy, 2)
xelX|

et on obtient en faisant le produit des équations fonctionnelles locales du
théoreme B.8

W(We, W, Z) / (W, W, o)
—— e xn, )= ———— -
L(r x 7/, Z) L(jvr X 7, q_Z)

On conclut grace a I’équation fonctionnelle globale

1
L(JTxn’,Z):e(nxn’,Z)L(ﬁxﬁ/, _Z>
q
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De cette proposition, on déduit aussitot :

Corollaire B.19. — Soit & = (§,).¢|x| un vecteur de la représentation w =
® 7, tel que pour toute place x € S, la composante &, soit invariante par
xelX|

GL,_1(0,) plongé dans GL,(Fy) par h (g (1)) Alors

U:(1) = Ve(1).

e) Conclusion du raisonnement

Pour toute place x € |X|, K, désigne le sous-groupe ouvert compact maxi-

mal GL, (0,) de GL,(F,) sibienque K = 1_[ K estle sous-groupe ouvert
xe|X|
maximal GL,(O,) de GL,(A).
Si N = Spec Oy est un sous-schéma fermé de X supporté par S, on
note K(N) le sous-groupe d’indice fini de Kg = HGL,(OX) constitué

xes
des matrices dont I'image dans GL,(Oy) est de la forme :

* . *
* . e *
0O --- 0 1

On note GL,(A)§(N) le sous-groupe ouvert de GL,(A) image réciproque
de K(N) par GL,(A) — ]_[ GL,(F,).

xes
On a besoin du résultat suivant :

Proposition B.20. — (i) Les sous-groupes P/(F) et ?;(F ) de GL,(A) en-
gendrent le sous-groupe discret GL,(F).
(i1) Si S n’est pas vide et N est un sous-schéma fermé de X supporté par S,

les sous-groupes P/(F) N Ki(N) et ?;(F) N K(N) engendrent le
sous-groupe GL,(F) N K¢(N) de GL,(F).

Démonstration : Voir la proposition 9.1 de [Cogdell, Piatetski-Shapiro]. O

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoreme B.13,
en distinguant deux cas :

Le cas ou S est vide :
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Pour tout vecteur § = (&) x| de @ = ® 7., on a d’apres le corol-

xelX|
laire B.19

U:(1) = Ve(1).

Puis pour tout élément g € GL,(A), on a
Ue(g) = Uge(1) = V(1) = Ve(g).

Ainsi, la fonction U sur GL,(A) se confond avec V. Elle est invariante a
gauche par P/(F) et ?/,(F ) donc par le groupe GL, (F) qu’ils engendrent.
Elle est invariante a droite par un sous-groupe ouvert de GL,(A) et on
montre facilement qu’elle est cuspidale.

D’apres le lemme B.16, I’homomorphisme & +— Ug n’est pas nul ; il est
équivariant et il définit une réalisation de la représentation lisse irréductible

= ® 7, de GL, (A) dans I’espace des fonctions automorphes cuspidales

xe|X|
sur GL, (F)\ GL,(A). C’est ce qu’on voulait. O

Le cas out S n’est pas vide :

On peut choisir des vecteurs &; dans les composantes 7, de 7 en les places
x € Stels que
Wee(I) =1 Vxe S,

et qui soient invariants a droite par K¢(N) pour un certain sous-schéma
fermé N de X supporté par S (voir le paragraphe 8 de [Cogdell, Piatetski-
Shapiro]). A fortiori, chaque &7, x € S, est invariant a droite par GL,_;(O,)

plongé via h — (g (1))
Il résulte du corollaire B.19 que pour tout vecteur & § = (6x)xgs de

® 7, complété par £ = (£7) s pour former & = (§ 5, &¢), la fonction
xelX|-S
U coincide avec la fonction V sur le sous-groupe GL, (A)5(N) de GL,(A).
Elle est invariante & gauche par P/(F) N K (N) et F;(F) N K¢(N), donc
aussi par le sous-groupe GL,(F)NK(N) = GL,(F)NGL,(A),(N) d’apres
la proposition B.20(ii).

1l existe des vecteurs &5 tels que & = (£5, &%) vérifie Wi (1) # 0. Pour
de tels £, on prétend que la restriction de Us a GL,(A)(N) n’est pas nulle.
Cela résulte du lemme B.16, de ce que U est invariante a gauche par P/(F)
et a fortiori par N,(F) et de ce que, d’apres le théoréme d’approximation
forte, le produit N, (F) - [N.(A) N GL,(A)(N)] est dense dans N, (A).

Associons a tout vecteur £5 = (64)xgs complété en & = (§ S, &) la
fonction Ugs sur GL, (A) définie par

Ugs(g) = Uz (g)
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si g s’écrit g = yg' avec y € GL,(F)etg’ € GL,(A)§(N) (ce qui ne dépend
pas du choix de y et g") et sinon par

Ues(g) = 0.

L application &5 Ugs définit un homomorphisme non nul et équivariant

de la représentation lisse irréductible ® 7, de H GL, (F,) dans un espace
x¢S x¢S

de fonctions sur GL, (F)\ GL,(A) qui gont invarizntes a droite par des sous-

groupes ouverts de GL,(A). L’action du centre Z,(A) de GL,(A) sur ces

fonctions se fait nécessairement suivant le caractere central x, de 7.

La représentation de GL, (A) engendrée par I’espace des Ugs est admis-
sible (puisqu’elle I’est en n’importe quelle place x ¢ S : voir le dernier para-
graphe de [Borel, Jacquet]) et elle admet au moins une sous-représentation
irréductible ; celle-ci est automorphe et ses composantes en les places x ¢ S
sont les 7. O
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