IV. Formules de Poisson non linéaires et noyaux du transfert
automorphe

On consideére toujours le groupe réductif quasi-déployé G sur F' muni de la représentation de transfert
p: GxTp — GL,.(C) et, pour tout degré r’ > 2, le groupe croisé associé G,» muni de la représentation de
transfert croisée p,. : éT/ xT'r — GL,(C).

Le but du présent paragraphe est de montrer, en sens inverse du paragraphe précédent, que la “formule
de Poisson sans terme de bord relative & p,_; sur G,_1(A)” permet de construire, pour toute partie non vide
S de |F| contenant S,, suffisamment de “S-noyaux du transfert” pour en déduire le transfert automorphe

global par p de G a GL,..

On reprend donc la construction de S-noyaux du transfert par p la ot nous ’avions laissée aux paragraphes
T et II.

On est parti d’une famille de “noyaux locaux du transfert non ramifié par p” en les places x € |F| — S,
Gp .
mep : G(F,) x GL,.(F,) — C,
complétée en les places x € S par une famille de fonctions
K$P: G(Fy) x GL,(F,) = C

astreintes & certaines conditions automatiquement vérifiées en les places x € |F|— S : En toute place x € |F,
Kg;p est de ¥(,y-type de Whittaker en la variable g € GL,.(F,), elle est & support compact en la variable
g € G(F,), et elle satisfait I’équation

G, ;
K$P(g,29) = K (pa(2) g.9') wp(z), VzeF).

Le produit
G,
II &57: G(A) x GL.(A) - C
z€|F|
est donc de ¢y-type de Whittaker en la variable ¢’ € GL,(A), il est & support compact en la variable
g € G(A), et il satisfait '’équation

I 557 | (.29)=| T] K57 ) (e(2) 9.9)) - wolz), Vze A,
z€|F| z€E|F|

On a posé pour tous g1,92 € G(A) et g € GL,.(A)

W{f)K(ghgz,g): > TI ES? ) (97" 92, 9)

~EG(A) \z€|F|

K" (91,92,9) = > W K(g1,92,09),
56N7'71(F)\GL7‘71(F)



Kf’p(ghg%g) = Z W(lﬁ)K(glvg%arég)'
SEN,—1 (F)\GL, 1 (F)

Les fonctions K 5 ? et K 5 P sur (G x G x GL,)(A) sont respectivement invariantes a gauche par les sous-
groupes discrets (G x G x Q,)(F) et (G x G x Q%P)(F).

Afin de les comparer, on a introduit une fonction test localement constante a support compact arbitraire

h= () hs:GL,_1(A) > C,

z€|F|

et formé les produits scalaires

G,p,h G,
Kw : (glquug) :/ dglKTZJ p(gluQng/g).h(gl)7
GLT I(A)

=Gp.h =G,
K,""(91,92,9) =/ dg' - K;"(91,92,9'9) - h(g') .
GL,—1(A)

Ceux-ci s’écrivent

G.p.h G,ps
Ky " (91,92,9) = Z Z Wy, gpl,QQyQ(’y’é)’
YEG(F) d€N,_1(F)\GL,_1(F)
10 Gosh Gk
K¢ ’ (gla927g) = Z Z Wl/’ 9p1,927g(7’6)
~EG(F) 8€GL,_1(F)/Ny_1(F)
oll
G,p,h G,p,h
Weagog = ® Wy a9t (G X GLr—1)(A) = C,
z€|F|
G ok sk
Wy oig2.9 = ® wa g1z (G X GLr_1)(A) = C
z€|F|
sont deux fonctions produits dont les facteurs locaux WG”’Q’1 .9 €0 Wf’pg’l ts.g €11 les places € |F| — 5 C

|F| — S, sont analysés spectralement dans les théorémes I1.2 et I1.4.

Gphe oy WG7p7ha:

Afin de reformuler le lien entre fonctions W w
z,91:92,9

Y2,91,92,9
les places x € |F'| — S, on pose la définition suivante :

que ces théoremes établissent en toutes

Définition IV.1. —
Considérons un degré arbitraire r' > 2.

Une fonction locale en une place x € |F| [resp. globale]
Wy : Gu(Fy) = C  [resp. W : G (A) = CJ

qui est de Yy -type de Whittaker, sera dite “de type L local sur G (F. ) [resp. global sur G, (A)] relativement
a pr” 8%l existe une fonction “de type L local [resp. global] relatif ¢ p” au sens de la définition I1.15(1) [resp.
IIL6(i)]

H, : G (Fy) - C  [resp. H:Gn(A) — CJ

telle que

W, = W(lﬁ,)Hw [resp. W = W(zﬁ,)H].



On appelle alors 1, -transformée de Fourier de W, [resp. -transformée de Fourier de W] relativement
a p la fonction

W, (g,9) = ( )du;w(ﬁ)(u;)flx(g,g’u;’l)
N,/ (F,
[resp. W :(g.g') . (A)du"w(?})(w)ﬁ(g,g’u'_l)ﬁ

FElle ne dépend pas du choix du relévement H, [resp. H] de W, [resp. W].

Remarque :

En toute place x € |F|—S,, on appelle “fonction de (,\-type de Whittaker de type L standard” (relatif

a p) le ) -coefficient unipotent
W, =W, H,

de la “fonction de type L standard” (relatif & p)
I’Im : Gr/(Fz) —C
au sens de la définition II.15(iii).
Une fonction produit de ¢,.)-type de Whittaker
W= W, :Gn(h)—C
z€|F|

est de type L global relatif & p lorsque tous ses facteurs W, x € |F|, sont de type L local relatif & p et que
presque tous sont la fonction standard.
|

On déduit immédiatement de cette définition :

Lemme IV.2. -

Etant donné un degré v’ > 2, supposons que la “formule de Poisson sans terme de bord relative & py sur
G,/ (A)” est connue.

Cela signifie que pour toute fonction produit de type L global relatif a p,

H= ®H1:GW(A)AC

TE|F|

dont un facteur local H, au moins est le produit

Gr/(Fz) > (gvg/) = Hm(gvg/) = Ha/:(gvgl) : wI(detG(g))

d’une fonction H., : G,..(F,) — C de ramification bornée et d’un caractére w, odets = w, odet suffisamment
ramifié en fonction de cette borne, on connait la formule

Yoo HY)= Y, H(Y).
(v )EG . (F) (v )€EG . (F)

Alors, pour toute fonction produit de type de Whittaker de type L global relatif a p

W= () W, :Gn(h) = C
z€|F|



dont un facteur local W, au moins est le produit
W, =W/ - w, odetg

d’une fonction W : G, (F,) — C de ramification bornée et d’un caractére w, odetg = w, odet suffisamment
ramifié en fonction de cette borne, on connait la formule

> W(v,v') = > W(v,7).

(VY EN (FIN\G,.1 (F) (v Y)EG (F) /N, (F)

Revenant aux noyaux locaux du transfert non ramifié par p en les places z € |F| — S C |F| - S,
Gp .
K" G(O)\G(F,)/G(Oy) x GL.(F,)/GL,(0) — C,

et aux fonctions Wi’gi’g%g, wa’f;i“;mg sur G(F,)xGL,_1(F;) D G,-1(F;) quis’en déduisent par intégration

contre des fonctions tests arbitraires h, : GL,_1(F,) — C, les théoreémes I1.2 et II1.4 impliquent :

Théoréeme IV.3. -
-1 -1 _r—2
Modulo multiplication par le caractére (m,m’) — | detg(m)|z 2| det,(m)]. 2| det(m/)|» * , la restriction

Gr-1(F;) C G(F;) x GL,_1(Fy)
de la fonction de v(,._1)-type de Whittaker

WGt (G % GLry)(Fy) = €

est “de type L local relatif @ p,—1” en toute place x € |F|—S C |F|—S,, et elle se confond avec la fonction
standard en presque toute telle place.

De plus, sa i, -transformée de Fourier relative a p.—1 n’est autre que la restriction a
Gr-1(F;) C G(Fy) x GL,_1(Fy),

_1 _1 _r—2
multipliée par le méme caractére |detg(e)|. 2 - | det,(o)|. 2 - | det(®)|z >, de la fonction

G(F,) X GL,_1(F,) 3 (m,m') s WEPh= (my (=171 )

Ya,91,92,9

en toute place x € |F|— S C |F|—S,.

Considérons maintenant les places = € S.

Jusqu’a présent, on n’a demandé aux fonctions de 1(,y-type de Whittaker Kg;p :G(F,) x GL,.(F,) — C
en ces places x € S que de satisfaire I’équation

K$P(g,29") = K$ (pe(2) g9.9) - wp(z), VzeF).

Autrement dit, la décomposition spectrale de ces fonctions K Gf ne doit faire apparaitre que des paires
(7, ) de représentations lisses admissibles irréductibles unitaires de G(F) et GL,.(F}) telles que

Xrl = Xnmge " Wp -



Un lemme inspiré de [Cogdell, Piatetski-Shapiro] permet d’imposer aux fonctions K Gf des conditions supplé-
mentaires qui seront suffisantes pour étendre partiellement la conclusion du théoreme IV.3 ci-dessus aux
places z € S :

Lemme IV .4. —

En une place © € S, considérons l'ensemble {(m,, 7))} des paires de représentations lisses admissibles
irréductibles unitaires de G(Fy) et GL,(Fy) qui vérifient

Xr!l, = Xmy ~Wp

et dont la ramification n’excéde pas une borne donnée.

Soit w, : FX — C* un caractére unitaire suffisamment ramifié pour que tout élément (w,,7.,) de l’en-
semble { (75, 7,)} vérifie les conditions suivantes :

e D’une part, la représentation 7, @ (w, o det) = 7, w, de GL,.(F,) satisfait la double conclusion de la

proposition 11.13

Ly(mhwe, Z) =1,
52(71'; wa:,%mZ) = 59:(X7r; W, Y, Z) 'sx(wmawxvz)ril .

e D’autre part, pour toute représentation non ramifiée irréductible z de GL,_1(F,) de valeurs propres

de Hecke z1,...,zr—1, la représentation (7, K 2) ® (w, o detg) = (7 M 2) ® (w, o det) = (7, K 2) - w,
de G,_1(F,) satisfait la conclusion du corollaire 11.14, au sens qu’elle est “de type L7 relativement
Pr_1 aUEC

Lz(prfla(ﬂ':v lxz) 'wwaZ> =1,

5z(pr—1a(7rm®2) 'wxﬂ/}ml) = H 5£(X7rw przvdjxazj Z) '5x(wma"/)rcazj Z)T71~
1<j<r-1

Alors, si N, € N est un entier assez grand en fonction de l'ensemble {(m,,n.)} et du caractére trés
ramifié w, : F — C*, il est possible de construire une fonction de .y-type de Whittaker

Kfjf : G(Fy) x GL,_1(F,) = C

telle que :

Kgf(ga»’ig/) :Kga;p(ﬂg(z) gvg/)’ Vze FTX’
chaque Kf;”(%g’), g € GL.(Fy), est a support compact dans G(F,),

en la premiére variable g € G(Fy), Kg;p est invariante & gauche et a droite par un certain sous-groupe
ouvert compact de G(F;),

en la seconde variable g’ € GL,.(F,), ng’p est invariante a droite par le sous-groupe ouvert compact
GL,(O,)n, € GL,.(O,) C GL.(F;)
des matrices entiéres inversibles dont la réduction modulo w®= a la forme



e la décomposition spectrale de Kg;p ne fait apparaitre que des paires de représentations lisses admissibles
irréductibles de G(Fy) et GL,.(F,) de la forme

(TTp wa, T wy)  avec (g, 7)) € {(7zy )},

et la composante de ng’p dans l’espace propre associé a toute premiére projection m, w, d’une telle
paire ne s’annule pas uniformément sur G(Fy) x GL,(Fy)n, -

Remarque :

Le sous-groupe ouvert compact GL,(O,)n, de GL,.(F,) introduit ci-dessus contient comme sous-groupe
GL,_1(Oy,).
]

L’équation fonctionnelle locale de Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika permet de compléter le théoreme I'V.3
ci-dessus de la maniere suivante :

Théoréme IV.5. —

En n’importe quelle place x € S, supposons que la fonction
KJP: G(F,) x GL,(F,) = C

satisfait toutes les conditions du lemme IV.4 ci-dessus relativement ¢ la famille donnée {(mz, 7))}, a un
caractére unitaire wy, : F — C* assez ramifié en fonction de cette famille, et a un entier N, € N assez
grand en fonction de cette famille et de w,,.

Soit une fonction test localement constante a support compact
hy : Gerl(Fw) —C

qui est sphérique ou, plus généralement, dont la décomposition spectrale ne fait apparaitre que des représenta-
tions mon ramifiées z.

Alors, modulo multiplication par le caractére

r—2

(mym') 1> [det (m)ls - [dety(m)]s - | det(m)]; 7,
la restriction a G,_1(Fy) de la fonction de 1, _1)-type de Whittaker

wErhe (G x GLy_1)(F,) — C

Ya,91,92,9

est “de type L local relatif a p,—1”, et sa Y. -transformée de Fourier relative a p,.—1 n'est autre que la
restriction ¢ Gr_1(Fy) de la fonction

G(F,) X GL,_1(F,) 3 (m,m') — WEPha (my (—1)7= 1),

Yz,91,92,9
.. _1 _1 _r—2
multipliée par le méme caractére |detg(e)]z 2 - |dety(o)| > - [det(o)]z 2 .
De plus, sa décomposition spectrale ne fait apparaitre que des représentations lisses admissibles irréductibles
unitaires de G._1(Fy) de la forme
(e X 2) - Wy,

ot m, est la premiére projection d’un élément (7;,7l,) de l’ensemble {(m., 7 )} et z est une représentation
non ramifiée de GL,_1(Fy).
(]



Si la partie finie S O S, de |F| n’est pas vide et que les fonctions Kg;p : G(F,) x GL.(F,) = C, z € S,
satisfont les propriétés du lemme IV.4, toutes les conditions nécessaires pour appliquer la “formule de Poisson
sans terme de bord” relative & p,._1 sur G,_1(A) sont satisfaites. On obtient d’aprés le lemme IV.2 :
Corollaire IV.6. —

Supposons que la “formule de Poisson sans terme de bord relative d p.—1 sur G._1(A)” est connue.

Etant donnée une partie finie non vide S de |F| qui contient S,, complétons la famille de noyauz du
transfert non ramifié par p en les places x € |F| — S

Kﬁ;p : G(O)\G(F,)/G(O,) x GL,.(F,)/GL.(0O,) — C,
par une famille de fonctions en les places © € S
G,
K%p : G(F,) x GL,.(F,)/GL.(Oyz)n, — C
qui satisfont les conditions du lemme IV 4.
Soient des éléments g1, g2 € G(A) et g € GL,-(A).
Soit enfin une fonction test localement constante a support compact

h=(X) ha:GL_1(A) = C

TE|F|

dont les facteurs h, en les places x € S sont sphériques ou, plus généralement, ne font apparaitre dans leur
décomposition spectrale que des représentations non ramifiées.

Alors on a

G,p;h _ 1w Gk r—1
Z Ww,gpmz,g(% 0) = Z Wi/)7gl)17g27g(77 (=1 9).
(7,0)ENr—1 (F)\Gr_1(F) (7,6)EGr_1(F)/Ny_1(F)

Remarque :

La conclusion du corollaire s’applique également aux translatées a gauche %h de h par tous les éléments
8y € GL,—_1(F).

En faisant la somme sur toutes les classes d) € GL,_1(F)/SL,_1(F), on obtient

> > Wit (0 = > 3 Woo  (4,3).

YEG(F) 0€N,—1(F)\GL,_1(F) YEG(F) §€CGL,_1(F)/N,_1(F)

De la remarque qui suit ce corollaire, combinée avec le lemme II.1, on déduit :

Corollaire IV.7. —
Etant donnée une partie finie non vide S de |F| contenant S,, considérons une famille de fonctions
K3 (G x GL,)(F,) = C, x€|F|,

qui sont des noyauz locauz du transfert non ramifié par p en les places x € |F|— S, et satisfont les conditions
du lemme IV .4 en les places x € S.

Alors :



(i) Pour tous éléments g1,92 € G(A), g € GL.(A), et pour toute fonction test localement constante a
support compact

h= (X hs: GL,_1(A) = C

z€|F|
qui est invariante o gauche et a droite par GL,_1(0;) en toute place x € S, le produit scalaire
G,p,h G,
K" (g1,92,9) :/ dg' - K)"(g1,92,9'9) - h(g")
GL,_1(A)
est égal au produit scalaire

Gopih =G,
K (91,92,g)=/ dg' - K;""(91,92,9'9) - h(g') .
GL,_1(A)

(ii) Si GL,(A)n, désigne le sous-groupe ouvert de GL,(A) image réciproque du sous-groupe ouvert

[I GL-(Ox)w, c [ GL. (),

zeS zeS

les fonctions Kg’p et f(g’p ont méme restriction a G(A) x G(A) x GL,(A) .

(ili) La restriction commune de Kf’p et I?g’p a G(A) x G(A) x GL,(A)ng est invariante o gauche par le
sous-groupe discret
G(F) x G(F) x GL,(F)n

st Uon note GL.(F)ns = GL.(F) N GL-(A) ng-

S

Démonstration :

(ii) résulte de (i) puisque, pour tous éléments g1, g2 € G(A) et g € GL,(A)ny, les fonctions

Gerl(A) = g' — Kg’p(glag%g/g)
ot g = KJ(91,92.9'9)

sont invariantes a droite par [[ GL,_1(O;).

€S
(iii) Par construction, Kf’p est invariante & gauche par G(F) x G(F) x Q.(F) et I?g’p est invariante &
gauche par G(F) x G(F) x Q°P(F).

La conclusion résulte du lemme suivant tiré de [Cogdell, Piatetski-Shapiro] :

Lemme IV.8. —

Le sous-groupe discret

GL,(F)n, = GL,(F) N GL,(A) v,
de GL,(A)x

est engendré par ses sous-groupes

QT(F)Ns - QT(F) n GLT(A)NS

S

et
Q:p(F)Ns = Q(r)p(F) N GLT(A)NS :

De plus, on a :



Lemme IV.9. -
Le sous-groupe GL,.(F) est dense dans le produit fini ] GL,(Fy).
zeS

dans GL.(A) du sous-groupe ouvert [[ GL,(Oy)n, de
€S

Par conséquent, l'image réciproque GL,.(A)n

[1 GL,(Fy) vérifie

zeSs

S

GL,(A) = GL,(F) - GL,.(A) s ,

et l'inclusion
GL,(A)ns C GL.(A)
définit un isomorphisme
GL,(F)Ns\GL,(A)ng — GL,.(F)\GL.(A).

Cet isomorphisme est compatible avec les actions o droite des GL,.(Fy) en toutes les places x € |F| — S,
et avec celles des sous-groupes GL,(Og)n, en les places x € S.
O

On déduit de ce lemme et du corollaire IV.7 :

Corollaire IV.10. —

Dans les conditions du corollaire IV.7, la restriction commune & G(A) X G(A) x GL,.(A) ng des fonctions
K& et KSP peut étre vue comme une fonction
W v P

K :(GxGxGL,)(F)\(GxGxGL,)(A) = C.

Cette fonction est un “S-noyau du transfert automorphe par p” au sens de la définition 1.3.

De plus, on a pour tous éléments g1,g2 € G(A) et g € GL,.(A)ng la formule

Wffi)K(gl,gz,g): Z H Kjf (977 92,9) .
YEG(F) \z€|F|

Démonstration :

La derniere formule résulte de ce qu’il est possible de relever le quotient compact
Ny (F)\Nr(A)

en une partie compacte de N,.(A) dont la projection dans [][ N,.(F;) est contenue dans [] GL.(O.)n,.
z€|F| w€|F|
]

On a enfin :

Théoréme IV.11. —

Supposons toujours que la “formule de Poisson sans terme de bord relative & p.—1 sur G._1(A)” est
connue.

Alors la construction des corollaires IV.7 et IV.10 ci-dessus fournit suffisamment de “S-noyaux du trans-
fert automorphe par p”

K : (G xGxGL.)(F)\(G x G xGL,)(A) - C

pour réaliser le transfert automorphe global de G a GL,. par p.



Démonstration :

Considérons une représentation automorphe irréductible 7 = @ m, de G(A) et une partie finie non vide
z€|F|
S de |F| contenant S, et les places « oll 7, est ramifiée.
Il existe des caracteres automorphes unitaires

w= Q) we: A¥/F* = C*

z€|F|

qui sont non ramifiés en les places x € |F| — S et arbitrairement ramifiés en les places = € S.

Siles facteurs w, : F — C*, z € S, sont suffisamment ramifiés, on peut réaliser les conditions du
lemme IV.4 de telle fagon que la composante dans l’espace propre de 7 ® w de la fonction

(91.92.9) = > | 11 K57 (97 v 92.9)
YEG(F) \z€|F)|

ne s’annule par uniformément sur GL, (A) .

On conclut d’apres le corollaire 1V.10. ]
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