Exposé 1.
Propriétés attendues des transformations de Fourier non linéaires
(Laurent Lafforgue, IHES, 19 juin 2014)

1 Situation

On se place sur un corps global F.

On note |F| ensemble des places de F' et F,, la complétion de F' en toute place = € |F)|.

En toute place ultramétrique x, on note O, I'anneau des entiers de F, w, une uniformisante, ¢, le
cardinal fini du corps résiduel k, = O, /@, - O, et

v B =7

la valuation associée a x.
Notant

I’anneau topologique des adeles de F', on choisit une fois pour toutes un caractére additif continu unitaire
non trivial

=[] ¢.:A/F—C*.

z€|F|
En toute place x € |F|, le caractére additif continu unitaire non trivial

Yy Fy — C*

définit sur F, une unique mesure additive da, dite la mesure “auto-duale” relative a 1,. Le groupe multi-
plicatif F¢ agit sur les mesures additives de F);, et en particulier sur da,, par un caractere continu

. X X
|o |, F — RY.
Si x est une place ultramétrique, ce caractere | e |, n’est autre que la norme ultramétrique
o], = q;Uw(.) )

Si F, @R, | e, n'est autre que la valeur absolue usuelle des nombres réels.

Enfin, si F,, 2R, | e |, est le carré du module usuel des nombres complexes.

On considere d’autre part un groupe réductif connexe et quasi-déployé G sur F', muni d’une paire de
Borel (T, B) définie sur F.
On appelle “standard” les sous-groupes paraboliques [resp. de Levy] de G qui contiennent B [resp. T7. Il

existe une unique injection
P~ Mp



de ’ensemble fini des sous-groupes paraboliques standard dans celui des sous-groupes de Levy standard, telle
que chaque P soit le produit
P=Mp-Np=Np-Mp

de son sous-groupe de Levy Mp et de son radical unipotent Np C Np.

Pour tout tel P, on notera
(SPZP—)P/NngP—)Gm

le caractére modulaire par lequel P ou Mp agissent par la conjugaison (m,u) — m-u-m~"! sur la puissance
extérieur maximale de Lie (Np).

On dispose du dual G de G. C'est un groupe réductif sur C, muni d’une paire de Borel (f, E) et d’une
action continue du groupe de Galois I'r de F'. Son tore maximal T s’identifie au dual du tore maximal T' de
G, ce qui signifie que le réseau X+ des caracteres T’ s’identifie & celui Xy des cocaracteres de T ou, ce qui
revient au méme, que X % = Xr.

On suppose enfin que G est muni d’un caractere défini sur F
detg : G — G,,
ou, ce qui revient au méme, d’un cocaractere central
@t\g C* = Zg— TG
fixé par 'action de I'p.

Définition I.1. —

On appellera “représentation de transfert” de G tout morphisme algébrique continu
p:axlI‘F%(/}iT:GLT((C)

tel que :
(1) Le composé de
detg : C* = G

et de p n'est autre que

A= .
0 A
2) Le morphisme p envoie T dans le tore mazimal ﬁ = (C*)" de (/}ir et induit donc un morphisme de
p
tores

)

pr = (pry ... ) T — T, = (C*)".
(3) Le noyau de pr : T — T, est trivial.
(4) Considérant le sous-groupe de Borel B de G, il existe un (unique) caractére de G défini sur F

detB:G—>Gm

tel que 4 '

(detp, p1) = (05, 1)
pour tout poids piT € Xp= X} de pr : T — ﬁ qui est le poids dominant d’un facteur irréductible de
p-



Remarques :
(i) L’unicité du caractere detp de (4) résulte de (3).
Son existence est assurée si p induit un isomorphisme
P o~ 5

Zs — 2

de
zE={2€Zz|o(z) =2, VoeTlr}

vers le centre 2,) du sous-groupe des automorphismes de p dans GL,.(C).

(ii) Pour tout sous-groupe de Levy standard M de G, son dual M s’identifie & un sous-groupe de Levy
standard de G fixé par 'action de I'r, et toute représentation de transfert

p: G % I'r — (/}ir
induit une représentation L .
PM - MxT'r — GLT

qui n’est pas nécessairement une représentation de transfert au sens de la définition mais qui s’écrit
comme une somme directe de telles représentations.

Exemple :
Pour n’importe quel entier k£ > 1, considérons la représentation de transfert définie par la représentation
irréductible sym* de GLy(C).
Cela signifie que
G = GLy(C)/py, ,

ot i, = {z € C* | 2k = 1}, est muni de la représentation
p:G — GLpu1(C)
g — sym"(g).
Le groupe réductif complexe G admet pour tore maximal
T =To(C) /s = (C)*/pun

avec donc
Xz ={(n1,n2) €Z* | ny1 +np € kZ}
et

1
X%:{(Tl,rz)GQz |r1,r2€EZ A 7"1—7"262}.

Les poids de la représentation irréductible p sont les
(i,k —i) € X5, 0<i<k.

Le groupe réductif G sur C est le dual d’un unique groupe réductif G déployé sur F.

L’homomorphisme de passage au quotient par u; C Zéiz

(/}ig = GLQ((C) - é



est dual d’un homomorphisme
G — GLsy.

Si T est le tore dual de T sur F, identifié au tore maximal de G, le morphisme induit
T — Ty, =G2,

identifie X}l = X5 &
{(711,712) S ZZQ = )(%; |711 +ng € k?Zi} .

Cela signifie que G s’inscrit dans le carré cartésien

G GL,
i [} idct
Gm, Gm
A= AF

et ses points pourront étre notés commes des paires
(g, det(g)*/*) avec g€ GLy.

En particulier, T" s’inscrit dans le carré cartésien

T T, = G2,
(A1,A2)
| |
A1A2
Gm Gm

A AR
et ses points pourront étre notés comme des triplets

(A Az, (AL A)YR)  avee A, Mg € Gy,

2 Forme et propriétés générales attendues

Commengons par introduire les caracteéres suivants :

Définition 1.2. —

Etant donné un groupe réductif G quasi-déployé sur F muni d’une représentation de transfert
p:GxTp— GL(C),

on définit les caracteres algébriques
det, : G = Gy,
et, pour tout sous-groupe de Levy standard M de G tel que pyps : M x I'e — (/ﬁ_;r soit une représentation de
transfert au sens de la définition 1.1,
det,,, : M — Gy,
par les formules
det, = detg - detp

det,,, = detg - detpnas -

Remarque :
Si M =T, on a simplement
det,, =detg : T — Gy, .



Exemples :
(i) Si G = GL, et p est la représentation standard de (/}i,. =GL,(C), on a

detg = det, detp = (det)"™', det, = (det)".

(i) Si G = GL2(C)/u et p = sym* pour un entier k > 1, on a
detc (g, det(g)'/*) = det(g)"/*,
det (g, det(g)"/*) = det(g)
d’ou
detp = (detg)k7
det, = (detg)" .

En n’importe quelle place x € |F|, on s’intéresse aux opérateurs linéaires

fors fu

de V’espace des fonctions continues & support compact sur G(F,) vers l'espace des fonctions continues sur
G(Fy), qui sont compatibles avec les translations & droite f, — f9 = f.(e g) et a gauche f, — 9f, = f.(ge)
au sens du lemme suivant :

Lemme 1.3. —

En n’importe quelle place x € |F|, un opérateur linéaire
for= fa
vérifie la double propriété
{fé’ = |deg,(9)l;"- 9 fa
= 1 79
ify = |dety(g)lz" - fr

pour toute fonction continue d support compact f, : G(Fy) — C et tout élément g € G(Fy), si et seulement
si il s’écrit sous la forme

fald) = / dpg- fo(9) - kalgg)
G(F.)

e d, g est une mesure sur G(F,) que les translations & gauche ou a droite transforment par le caractére
g = |detp(g)|wa

o g k.(g) est une fonction sur G(F,) qui est localement intégrable et invariante par conjugaison.

O

Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, et pour toute place x € |F|, on munit le radical
unipotent Np(F,) de la mesure invariante induite par la mesure autoduale da, de F.

Cela permet d’associer a toute fonction continue a support compact

fo:G(F;) > C



son “terme constant” le long de P
fac,Np :Mp(Fx) — C
1 1
m o |5p(m))s / du- folu-t) = |5p(m)|? / du- fo(t - u)
Np(Fz)

Np(Fz)

qui est une fonction continue & support compact sur Mp(Fy).

Voici une formulation générale du probleme de définition de transformations de Fourier “non linéaires”
sur les groupes réductifs :

Probléme 1.4. —

On voudrait associer a tout groupe réductif quasi-déployé G sur F', a toute représentation de transfert
p:GxTp— GL,.(C)

et d toute place x € |F|, un opérateur linéaire de la forme du lemme 1.3

fwﬁx-):/ dpg- 12(g) K2(ge),

G(Fz)

appelé “p-transformation de Fourier sur G(F,)”, de telle facon que soient vérifiées au moins les deux pro-
priétés suivantes :

(1) Pour toute fonction continue & support compact
fe: G(F,) = C

et tout sous- groupe parabolique standard P de G égal a B ou, plus généralement, tel que par, :
Mp xI'p — GL est une représentation de transfert, le produit

et (o)]/? - |detprarn ()72 - fonp : Mp(Fy) = C
admet pour ppr, -transformation de Fourier sur Mp(Fy,) le produit
[det(e)[}/? - |det sarry ()72 (fo)np : Mp(F2) = C.
(2) L’opérateur de p-transformation de Fourier sur G(Fy)
for fo

est unitaire, ¢’est-a-dire préserve le produit hermitien

(1o f2) = (1 fo) —/G(F)dpg~f1(g)~fz(g)-

Remarque :

La propriété (2) équivaut & demander que les deux opérateurs

fo dyg- f2(g) kl(ge)

G(Fz)

et

fz dpg'fx(g)'kg(g‘)
G(Fy)



sont inverses I'un de 'autre.

Elle fait de la p-transformation de Fourier sur G(F),) un automorphisme de ’espace des fonctions de carré
intégrable pour la mesure d, g.
Si 'on munit G du cocaractere central G,, — G qui correspond au caractére composé T G5

det
GL,(C) —— C* et que I'on suppose, comme on fera toujours,

ki(g) = ko(—g), VgeG(F),

la propriété (2) est encore équivalente &

fw(g):fw<_g)’ VQEG(Fm)v V fo

3 Décomposition spectrale locale

Considérons une place ultramétrique = de F'.

Munissant G(F,) d’une mesure invariante dg, on note HS I'algébre de convolution des fonctions locale-
ment constantes & support compact h, : G(F,) — C. Elle est la réunion filtrante des sous-algebres unitaires
'Hf i des fonctions invariantes a droite et & gauche par les sous-groupes ouverts compacts K C G(Fy).

On note {7}¥ I'ensemble des classes d’isomorphie de représentations lisses admissibles irréductibles de
HE . 11 est la réunion filtrante des sous-ensembles {Tr}f x de représentations m qui admettent des vecteurs
non nuls invariants par les K C G(F,). Chaque {r}$  s’identifie & 'ensemble des classes d’isomorphie de
représentations irréductibles de dimension finie de ’Hf K-

On dit qu’'une fonction

Hx —C

est polynomiale si elle appartient a 1’algebre Ag x engendrée par les fonctions
{W}iK > Trr(hy)

associées aux éléments h, € ’Hg k- On sait que chaque Ag x est un produit fini d’algebres integres et de
type fini sur C, et que I'ensemble correspondant {w}f x S'identifie & un ouvert de Zariski de la variété
algébrique complexe Spec (AE )+ Enfin, si K C K’ sont deux sous-groupes ouverts compacts emboités de

G(Fy), l'inclusion
{W}g(c;,K' — {W}g,K

est une immersion ouverte et fermée entre variétés algébriques.

Pour tout K C G(F,), on note Im {r}$ - la sous-variété algébrique réelle de {r}< ;- qui classifie les
représentations 7 qui sont unitaires et tempérées. Elle est munie d’une unique mesure dm, appelée mesure
de Plancherel, telle que, pour toute h, € ’Hg’: K> on ait

ha(1) :/ dre - Ty (ha) -
Im {ﬂ'}iK

Pour toute 7 € {7}%, on note 7" la représentation “contragrédiente” de 7 constituée des formes linéaires
sur 7 qui sont invariantes par un sous-groupe ouvert compact de G(F}). On appelle “coefficients matriciels”
de 7 les fonctions

G(F,)—C



de la forme

g (0¥, g-v) = (g7 0¥, 0)

avec v € m, v¥ € ¥, ou plus généralement les combinaisons linéaires (finies) de telles fonctions.

On connait le théoreme de décomposition spectrale des fonctions localement constantes a support compact
sur G(Fy) :

Théoréme 1.5. —

Pour tout K C G(Fy), toute fonction h, € HS,K s’écrit de maniére unique sous la forme

halg) = / dr-hon(g), Ve G(E),
Im {W}E,K

e pour tout g € G(Fy),
T = hx,ﬂ'(g)

est une fonction polynomiale sur {m}< .,

e pour toute w € {W}gK, la fonction
G(Fz) 3 g hax(9)

est un coefficient matriciel de w invariant a gauche et a droite par K. |

On dit que G est non ramifié en la place ultramétrique x si I’action sur G du groupe de Galois local ',
est non ramifiée. On sait que G est non ramifié en presque toute place.

Si G est non ramifié en x, ’élément de Frobenius o, agit sur G et on peut noter éw la fibre du produit
semi-direct R
G % 0’%
au-dessus de g, munie de sa structure de variété algébrique sur C et de ’action par conjugaison de G.

De plus, G admet une structure de schéma en groupes réductifs sur Spec (O.) et G(O,) est un sous-
groupe ouvert compact maximal de G(F,). Notant ’Hf@ = ’HfG(Ow) et Afm = ASG(O,)’ on a le théoréme
de Satake : ’ 7 7 ’ '

Théoréme 1.6. —

Si G est non ramifié en x, on a un isomorphisme canonique d’algébres

S¢HEy 5 C[G,)C.
En particulier, Hf@ est commutative et s’identifie a Afg,

Remarque :

Si G est déployé sur Fy, c’est-a-dire si I'p, agit trivialement sur G, lalgebre C [@x]é est I'algebre C [G]¢
des polynémes invariants sur G. Elle s’identifie & I'algebre C [T]"¢ des polynémes sur T invariants par
I’action du groupe de Weyl We.

C’est en particulier le cas si G = GL,. On note alors HS{;T =H] 4 qui est isomorphe & C [ﬁ]6

On dit qu’'une représentation de transfert

p:CA?NFF%GLT((C):(/}iT



est non ramifiée en la place ultramétrique x si G est non ramifié en x et, de plus, 'action de I', sur l’espace
de p est non ramifiée. On sait que p est non ramifiée en presque toute place.

Si p est non ramifiée en z, elle définit un homomorphisme

G x o” = GL,(C) = GL,

qui induit un morphisme d’algebres

o~ ~T =~

C[GL,]%% = C[G,]¢

et donc, via les isomorphismes de Satake,

. G
p; N H;,@ — Hm,(b .

Nous pouvons maintenant compléter le probleme 1.4 de définition de transformations de Fourier “non
inéaires” sur les groupes réductifs :
1 ? 1 ) ductif:

Probléme 1.7. —

On voudrait associer a tout groupe réductif quasi-déployé G sur F', a toute représentation de transfert

p:GxTp— GL,(C)

et a toute place ultramétrique x de F', un sous-espace de fonctions

G(F,)—C,

appelées les “p-fonctions”, qui satisfasse les propriétés suivantes :

(1)
(2)

Les p-fonctions sont de carré intégrable pour la mesure d, g, et chacune est invariante a droite et a
gauche par un sous-groupe ouwvert compact K C G(Fy).

L’espace des p-fonctions est invariant par les translations o droite f, — f9 = f.(eg) et & gauche
fo 9 = fu(ge), ainsi que par la p-transformation de Fourier f, — fz et son inverse f, — fx(—O).
D’autre part, il est dense dans 'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur G(F,).

Pour toute m € {m}$, les intégrales

/ dpg- Fo(9) - 0alg) - Ideta(o)s - det,(g)]z ¥
G(F,)

associées aux p-fonctions

fo: G(Fy) = C

et auz coefficients matriciels de w
vz : G(Fy) = C

convergent absolument, pour tout s € C de partie réelle Re (s) assez grande, vers une fraction ration-
nelle en Z = q;°.

De plus, ces fractions rationnelles en Z = q °

générateur

engendrent un idéal fractionnaire qui admet un unique

Lo(p,m,2)

dont linverse Ly (p,m, Z)~! est un polynéme en Z et 7 dont la spécialisation en Z = 0 est égale a 1.



(4) Une fonction invariante & droite et & gauche par un sous-groupe ouvert compact K
fo:G(Fy) = C
est une p-fonction si et seulement si ses restrictions auz fibres de ’homomorphisme
|detc ()], : G(Fy) — ¢~

sont a support compact, et qu’elle se décompose spectralement sous la forme
_1 _1
fow) =lety@lct - [ dn L) Lo (o0 )
Im {Tr}fK

ol :
e pour tout g € G(F,),
T fur(9)

est une fonction polynomiale sur {w}$ ;.
e pour toute € {W}ﬁK, la fonction sur G(Fy)
9 fon(9)

est un coefficient matriciel de 7w invariant a droite et a gauche par K.

(5) Il existe une famille (nécessairement unique) de polynémes inversibles en m et Z+1
Ea:(paﬂ-7Z):€Z(p77r®‘det0(.)|s7Q;'Z) p VSEC, VWE{W}EK,

telle que, pour toute p-fonction f, décomposée spectralement comme ci-dessus, on ait

R =t [ @ L (i) e (o)

Im {ﬂ}SK

(6) Pour tout sous-groupe parabolique standard P = Mp - Np de G tel que pprp : J/M\p X ITp — C/}IT est
une représentation de transfert, et pour toute p-fonction sur G(Fy)

fo:G(F) = C,

le produit
|det(e)[2/? - |det prns, (072 - fonp : Mp(F,) — C

est une pyrp-fonction sur Mp(Fy,).

En particulier, le produit
|detp ()]} - fony : T(Fy) = C

est une pp-fonction sur T(Fy).
Réciproquement, si une fonction invariante & droite et & gauche par K C G(Fy)

fo: G(Fy) = C

admet une décomposition spectrale qui me fait apparaitre que des représentations m € Im {T(}gK
induites normalisées de représentations mp € Im {w}M? alors f, est une p-fonction si les

|det (o)} - |det any ()22 - (U Inp s Mp(Fy) = C,  g.g' € G(Fy),

sont des pur,-fonctions sur Mp(Fy).

10



(7) Si G et p sont non ramifiés en la place ultramétrique z, et K = G(O,,), les fractions rationnelles
La:(paﬂ-, Z)a e {ﬂ-}zG’(Z) = {W}gG(OI) ’
ex(p,m, 2) 7€ {n}¢
z\p, T, ’ z,0°
sont les transformées par [’homomorphisme
* S, ~
e C [Zlil,...,ZTil] =M.y —>7—[§@

des fractions rationnelles
1
—— =[] Lox0.%- 2
My - I btz 2
1<i<r 1<i<r
et
H Ea;(XO;Zi'vam)

1<ilr

ot xo désigne le caractére trivial de G, (Fy) = F.

Remarques :

(i) Si F est un corps de nombres, on voudrait aussi définir un espace analogue de p-fonctions en toute
place archimédienne = de F'. Sa connaissance devrait étre équivalente a celle de facteurs

L.(p,7,Z) et ex(p,m, 2)

associés aux représentations admissibles irréductibles © de G(Fy,).

(ii) Compte tenu des propriétés (3), (4) et (5), la propriété (6) équivaut & demander que, pour toute
représentation m € {7}¢ qui est I'induite normalisée d'une représentation 7p € {7}# d'un sous-
groupe de Levy standard P de G tel que pas, : Mp x I'r — GL, est une représentation de transfert,

on a
LE(pvﬂ-:Z) = Lw(p]\/vaﬂ-Pvz) 5

sr(pvﬁ’Z) = 5I(pMpa7rPa Z) .

(iii) A partir du moment olt, comme il est demandé dans la propriété (2), lespace des p-fonctions est
stable par translations a droite et a gauche ainsi que par 'opérateur de p-transformation de Fourier
qui est compatible avec ces translations au sens du lemme 1.3, cet espace et sa p-transformation de
Fourier doivent admettre des expressions spectrales. Les propriétés (3), (4) et (5) ne font que préciser
la forme attendue de ces expressions spectrales.

(iv) La propriété d’unitarité de I'opérateur de p-transformation de Fourier f, — f; s’exprime par le fait
que, pour toute représentation lisse admissible irréductible unitaire et tempérée 7 € {n}¢, les fractions

rationnelles

Ly(p,7¥,Z) et Li(p,m, 2)

doivent étre conjuguées 'une de I'autre, tandis que les polyndmes inversibles
ex(p, ", 2) et ex(p,m, Z)

doivent vérifier la relation
e(pym, Z7Y) en(pym, Z) = 1.

11



4 Formule de Poisson
On considere toujours les groupes réductifs G quasi-déployés sur F' munis d’une représentation de transfert
p:@xFF%@T:GLT((C).

Dans ce paragraphe, on suppose résolus le probleme 1.4 de définition d’une p-transformation de Fourier sur
G(F,) en chaque place z € |F| ainsi que le probléme 1.7 de définition d’un sous-espace de p-fonctions sur
G(Fy) en toute place x.

On rappelle que G et p sont non ramifiés en presque toute place ultramétrique x. Si G est non ramifié en
une place z, les fonctions sur G(F,) invariantes a gauche et & droite par G(O,) sont appelées “sphériques”,
et ’ensemble des caracteres de I'algebre commutative Hf@ des fonctions sphériques a support compact est

noté {r}< .

Définition I.8. —
Dans les conditions ci-dessus, on pose :

(i) En toute place ultramétrique x € |F| ot G et p sont non ramifiés, on appelle “p-fonction standard”
(ou “spéciale”) la fonction sphérique

G(O)\G(F2)/G(02) = C

définie par la décomposition spectrale
it v -1
ety [ pnae) Lo (pnar )
Im {W}gw

ou, pour tout ™ € {W}SQ, g, (®) désigne lunique coefficient matriciel de m qui est sphérique et vérifie
0zr(1) =1.
(ii) On appellera p-fonctions sur G(A) les combinaisons linéaires de produits

f=Q) f.:GA)—=C
z€|F|

de p-fonctions locales
fo: G(F) = C

égales aux “p-fonctions standard” de (i) en presque toute place ultramétrique x ot G et p sont non
ramifiés.
(iii) On appellera p-transformation de Fourier des p-fonctions globales sur G(A) Uopérateur linéaire qui

associe a toute p-fonction produit

z€|F|

le produit des p-transformées de Fourier locales

Il admet pour inverse le produit f s f(—e) des opérateurs fy s fo(—e).

12



Remarque :

Il résulte des conditions du probleme 1.7 que l'on doit avoir, en presque toute place ultramétrique = de
F ou G et p sont non ramifiés, la propriété

€z(P,7T,Z):]., VWG{W}?(M

qui entraine que la p-fonction standard sur G(F),) est sa propre p-transformée de Fourier.

Par conséquent, la p-transformée de Fourier d’une p-fonction globale sur G(A) est encore une p-fonction
globale.
O

Pour énoncer une formule de Poisson susceptible d’étre vérifiée par la p-transformation de Fourier globale
sur G(A), nous avons besoin d’introduire une nouvelle notation :

Définition 1.9. —

Soit © une place ultramétrique de I en laquelle le groupe réductif G et la représentation p sont non
ramifiés.

Soit une p-fonction sur G(Fy)
fz: G(Fy) = C

qui est sphérique et dont la décomposition spectrale s’écrit

fo(e) = [det ()] % - /

1
dm - fon(®) - Ly (Pa e 2) .
Im {w}fm
Alors, pour tous entiers N,N' € N, on note

NN GR) = C

la p-fonction définie par l’expression spectrale

VN (0) = [dety (o) - /

_1 1 / _1
dm - f&ﬂ(') Ly (pvﬂvvqm 2) 'Iiv (paﬂ'aqx 2) IJ]LV (pvﬂ'vvqm 2)
Im {ﬁ}fﬂ
ou IN (p, 7, Z) désigne le polynome en Z et © produit de
LI(paﬂ—v Z)_l

et du mondome de degré N en Z qui apparait dans le développement en série formelle en Z de l'inverse

Ly(p,m,Z).

Remarques :

(i) Comme le polynéme Ly (p, 7, Z)~* divise les IN (p, 7, Z) par construction, les fonctions fN-N', N, N’ e

N, et leurs p-transformées de Fourier fév N sont éléments de I’algebre ’Hf_@. Autrement dit, elles sont
supportées par des parties compactes de G(F;).

(ii) Pour toute m € {r}%,, on a I'égalité

d N(pm, Z)=1

NeN
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dans 'anneau des séries formelles en Z. De plus, les sommes

>y (p,mq;%)’

N>No

convergent uniformément vers 0 si 7 € Im {7}%; et Ny devient arbitrairement grand.

Il en résulte que, pour tout g € G(Fy,), on a

S V() = £ulg).

N,N’eN
O
Pour tout élément zg € C, toute fraction rationnelle & coefficients complexes R € C(Z) s’écrit de maniere

unique sous la forme
a;
R=R —_
2 Ty

ou les a;, 1 <1 < k, sont des constantes et Ry est une fraction rationnelle en Z dont le dénominateur ne
s’annule pas en zg. On peut appeler Ry(zg) la “valeur régularisée” de R au point zg.

Cela permet de proposer ’énoncé suivant de formule de Poisson pour la p-transformation de Fourier
globale sur G(A) :

Probléeme 1.10. —

On voudrait que pour toute p-fonction globale
f:GA) = C,

on ait :

(1) Pour toute place ultramétrique x € |F| en laquelle G et p sont non ramifiés et f se factorise en
f=Ff®f",
avec pour facteur une p-fonction sphérique sur G(Fy,)
fo : G(O)\G(F,)/G(O;) = C,

alors la série formelle

S ZNNLNT (NN e 17 (y)

N,N’eN ~EG(F)

est une fraction rationnelle en Z dont la “valeur régularisée en Z = 17, notée S(f), ne dépend pas
du choix de la place x.

(2) On a la formule de Poisson

qui s’écrit encore

en notant



(3) Ona

C = >0 f()

~EG(F) YEG(F)
si f se factorise en au moins une place ultramétrigue x sous la forme
f=le® [,
avec pour facteur une p-fonction locale
fe : G(F,) —»C

qui est supportée par une partie compacte de G(Fy).

Remarque :

En toute place ultramétrique = de F, pour tout sous-groupe ouvert compact K C G(F,) et pour tout

caractere unitaire continu
w: Ff —C*

assez ramifié en fonction de K, on s’attend a ce que
Ly(p.',Z) =1
pour toute représentation 7' € {7}< de la forme
7' =7 ® (wodetg(e)), avec € {m}< .
Cela implique que toute p-fonction sur G(F})
fo:G(F;) = C

dont la décomposition spectrale ne fait apparaitre que des représentations 7’ = 7 ® (w o detg(e)) comme
ci-dessus, est supportée par une partie compacte de G(F,), ainsi que sa transformée de Fourier f,.

Pour toute p-fonction globale qui admet en facteur une telle f, en au moins une place,

la formule de Poisson doit donc s’écrire

o fw= Y Fo.

YEG(F) YEG(F)

Exemple :

Si G = GL, et p est la représentation standard de G = GL,.(C), la ¢ -transformation de Fourier linéaire
définie en toute place x par

ki (g9) = ¥a(Tr(g))
répond aux conditions du probleme I.4.

Alors, en toute place ultramétrique x, 'espace des fonctions localement constantes a support compact
sur M,.(F,) D GL,.(F,) répond aux conditions du probléme I.7.

On a vérifié dans le cas des corps de fonctions que les conditions du probleme 1.10 sont également
remplies, avec pour toute p-fonction globale sur GL,.(A) qui se prolonge donc en une fonction continue (et
méme localement constante & support compact) sur M,.(A)

f1GLM(A) C M.(A) - C,
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I'identité

On a démontré dans le cas des corps de fonctions :

Théoréme 1.11. -

Le transfert automorphe de Langlands de G vers GL, via la représentation p : G % I'r — (ﬁ;r fournit
une réponse positive aux problemes 1.4, 1.7 et 1.10. O

Pour formuler une réciproque, on a besoin de la définition suivante :

Définition 1.12. —

Pour tout entier v’ > 1, on appelle “groupe croisé de degré v' de G” et on note G, le groupe réductif
quasi-déployé sur F défini par le carré cartésien

G, GL,
\L J/det
G deta Gm

et dont le dual @r/ s’identifie au conoyau du cocaractere central
C* — GxGL.(C),
z ((Tgtg(z),z_l) .
Si G est muni de la représentation de transfert
p:GxTr— GL,(C),

on note

~

prr i G T = [(é x Tp) x GLy/ (c)} JCX = GLyw(C)
la représentation de transfert déduite de p par produit tensoriel avec l'identité de GL,. (C)
[(@ uTp) x GL,.,(C)} /C* = GL(C),
(9:9) = plg) @y
|

Les “théorémes réciproques”’, ou bien la construction plus directe et un peu plus fine de “noyaux du
transfert”, permettent de prouver :

Théoréme 1.13. —

La solution des problémes 1.4, 1.7 et 1.10 dans le cas de la représentation de transfert
Pr—1 - @7«71 XxI'p — GLT(T‘—l)
du groupe croisé G._1 de degré r — 1 implique le transfert automorphe de Langlands de G a GL,. via p.

O
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