Exposé II.

Le cas des tores
(Laurent Lafforgue, IHES, 26 juin 2014)

1 Construction de noyaux des transformations de Fourier

On considere toujours un groupe réductif quasi-déployé G sur F', muni d’une représentation de transfert

p:GxTr— GL,(C).

Par définition d’une représentation de transfert, p induit un morphisme de tores complexes

pr = (pry- s pp) i T = T, = (CX)".

Lemme II.1. -

Faisons l’hypothese que le groupe de Galois I'r agit sur l’espace C" de p par permutation de ses T vecteurs
de base.

Soit E lextension séparable de degré r de F qui est associée o l'ensemble d’indices {1,2,...,r} muni de
Uaction de I'r, et soit

TE = ReSE/FGm

le tore algébrique de rang v sur F déduit de G,, par restriction des scalaires a la Weil de E a F.
Alors :

(i)

(i)

(iii)

Le dual Ty de Tg s’identifie au produit
(C*)"
muni de ’action par permutation de I'p.

L’homomorphisme I'r-équivariant de tores complexes

~

pr = (pr,- - p7) i T = (C) =Tg
est dual d’un morphisme de tores
pr: Ty =T
bien défini sur F.

Le composé

qu" deta

detg : Tg T Gm

n’est autre que I’homomorphisme de norme, c’est-a-dire le déterminant de l'action de Tg sur l’espace
linéaire
TE = ReSE/FAl .



En particulier, la restriction de ce déterminant au noyau
Py
T,=Ker (Tg —— T
est triviale.

Remarque :
Par définition d’une représentation de transfert, le noyau de
pr:T — T, = (CX)"
est trivial. Il en résulte que I'on a une suite exacte de tores algébriques sur F

or
1 T, Tg T 1.

Exemple :

Si G est déployé sur F' et 'action de I'r sur I'espace C" de p est triviale, on a T = G}, et T), est un tore
déployé sur F' comme T et Tg.

C’est en particulier le cas si R
G = GL,.(C)/px

et
p=sym” : G — GLg41(C)

pour n’importe quel entier k£ > 1.

Dans ce cas, on a
Tg = Tiy1 = GEF?
E=1k+1 =Gy

et ’homomorphisme
or: The1 = Gf,j'l —T= (G,Qn XG,, Gm

est
()\0,)\1,...,)\k>|—> ()\1)\%...)\]]2:#1, )\]8)\]1671...)\]@,1 = M2, Ao)\l...)\k:(uluz)%).

L’espace linéaire Ty, = Resg /F A est muni du morphisme F-linéaire
Tr: TE = ResE/FAl — Al

qui, pour toute F-algebre A, associe & tout élément a € Tg (A) = E @ A sa trace comme endomorphisme
du A-module E ®p A libre de rang r.

En particulier, pour toute place x de F, le F,-espace vectoriel T (F,) = E ®p F,, qui est de dimension
r, est muni de la forme linéaire -
Tr:Tg (F,) = F,.

On peut composer celle-ci avec la composante
Yyt Fy = C*
du caractere additif unitaire continu non trivial

Y:A/F — C*



pour définir

EE . Tp(F,) cTg(F,) — C,
te = p(Tr(ty)).

On connait I'existence et les propriétés de la 1,-transformation de Fourier linéaire sur T (Fy) D Tg (Fy) :

Théoréme 11.2. —

Pour toute place x € |F|, il existe sur Tg (Fy) D Tg (Fy) une unique mesure additive dt,, dite la “mesure
autoduale”, telle que la 1V, -transformation de Fourier sur Ty (Fy)

fors o :/ dty - folts) - KE(tr @)
Tg (Fr)

définisse un opérateur unitaire, c’est-a-dire qui respecte le produit hermitien

(1o f2) > (o, fo) = / dty - Fi(ts) - Folts) -

Remarque :

Les mesures additives sur T (F,) C Tx (F,) sont transformées par les translations multiplicatives suivant
le caractere
|detg(®)|y : Tr (Fr) — F = R

Par conséquent, on a pour toute fonction f, sur Tg (F}) et tout élément ¢ € Ty (F)

Fi=ldetm(t);t - f1.

En particulier, si t € T,(F;), on a

-~ ~ 1
fr=r

Lemme II.3. -
En toute place x € |F|, on a :
(i) La suite exacte de tores algébriques sur F

P

1 T, T T 1

induit un homomorphisme

Tg (F.) = T(F,)
dont le noyau est T,(F,) et dont 'image est un sous-groupe owvert de T(Fy).

(i) St lon munit T,(Fy) d’une mesure invariante dt,, il existe sur T(F,) une unique mesure dt qui se
transforme suivant le caractére

|detc (o)l

et dont la restriction & limage de Ty (Fy) — T(Fy) est le quotient de la mesure autoduale de Tg (Fy)
par la mesure invariante dt, de T,(Fy).

O



Pour toute fonction f, : Tk (F,) — C, on peut noter
(p7)s(fz) : T(Fy) — C

t — dt, - fo(t,)
(pr) =1 (1)

quand cette intégrale est bien définie en presque tout t € T'(Fy,).
On déduit du théoreme I1.2 et du lemme I1.3 :

Corollaire I1.4. -
En toute place x € |F| comme ci-dessus, on a :

(i) Le sous-espace des fonctions de carré intégrable sur Ty (F;)
telles que
(pr)«(fo) : T(Fa) = C
soit bien définie et de carré intégrable sur T(F),), est stable par la v, -transformation de Fourier
Jor= fa
(ii) 1l existe un unique opérateur unitaire sur T(Fy,)
Pz > Dy

tel que :
o pour toute fonction fy : Tg (Fy) — C comme dans (i), on a

—

(f7)(fe) = (F)«(fa).

o pour toute fonction @, et toutt € T(Fy), on a

~t— 1

Pl = |detc (t); - 2,
(iii) Cette transformation de Fourier sur T(F})
Pa > Do
a la forme
Ble) = [ drkret) el
T(Fx)
ot
kT . T(F;) —» C
est une fonction localement intégrable telle que
kP7 (t) = lim dt, - kE(t,) T(a-t,)
@20 (o)1)

pour n'importe quelle fonction localement constante a support compact [resp. de classe C* a décroissance
rapide si x est une place archimédienne/

qui est égale a 1 dans un voisinage du point 0 € Tg (F,) = E @ F,.
Remarque :

L’inverse de lopérateur de pr-transformation de Fourier défini par le noyau t — k27 (t) est 'opérateur
défini par le noyau ¢ — k57 (t) = k2T (—t). O




2 Espaces de pr-fonctions locales
Comme au paragraphe précédent, on suppose que ['r agit sur I’espace C" de
p:G xTp— GL,(C)

par permutation de ses r vecteurs de base, ce qui permet d’introduire E, Tg, py., T), Tg et les opérateurs
unitaires de pp-transformation de Fourier locale sur les T'(F};)

fo > Tul®) =/T(F)dt~k£T(°t)~fx(t)-

On connait :

Théoréme 1I1.5. —

En toute place ultramétrique x de F, appelons pg-fonctions les fonctions sur Tg (Fy) qui se prolongent
(de maniére nécessairement unique) en des fonctions localement constantes & support compact sur Tg (Fy) =
EQpF,.

Alors Uespace des pg-fonctions sur Tg (Fy) satisfait toutes les conditions du probléme 1.7 (excepté la
condition (6) qui est vide dans ce cas) relativement & la ,-transformation de Fourier linéaire sur Tg (Fy)

mefx(.)z/T e (T (0 12) - (0.

En particulier, cet espace des pg-fonctions est respecté par la 1, -transformation de Fourier, et sa connais-
sance plus celle de l’action sur lui de la transformation de Fourier équivalent a celle des fractions rationnelles

Em(pE7Xa Z) = sm(Xvaa Z)

associées a tout élément x € {m}IE c’est-a-dire a tout caractére localement constant
X:TE(FI)—)(CX.

O

Si F' est un corps de nombres et 2 une place archimédienne de F, Ty (F,) = E ®F F, est un produit fini
de facteurs F,/ tous isomorphes & R ou C.

Nous allons introduire des espaces de pp-fonctions sur ces facteurs E,s et leur produit T (F).
Pour cela, nous allons introduire des notations nouvelles.

Tout d’abord, considérant les 2 fonctions

N

Gl(S) = W_S-F(
Gals) = (2m)-

on appelle “facteur eulérien réel” [resp. “facteur eulérien complexe”] les fonctions de la forme
P(S) . Gl(S + 80)

[resp. P(s) - Ga(s+ so) ]
ol P est un polynome en s € C et sy € C est une constante.

Le théoreme I1.5 est complété par le théoréme suivant :



Théoréme I1.6. —
Si F' est un corps de nombres et x une place archimédienne de F', considérons la décomposition
Tg (Fy) = E@p Fy = [[ Ew
aj/
en facteurs E, isomorphes a R ou C.

Lorsque E, =R [resp. E, =2 C] et le caractére unitaire ¢, o Tr restreint a E,. est écrit sous la forme
arrexp(2micy a), avec ¢y € RX

[resp. arexp(2mi(cy a+Tpa)), avec cp €C*J,

on appelle pg-fonctions sur Eys les fonctions de la forme
a+— P(a) - exp (—7 |car| a?)

[resp. a— P(a,a)-exp (=27 |cy||al?) ]
ot P est un polynéme arbitraire de C[Z] [resp. C[Z1, Zs]].

Et on appelle pg- fonctions sur Tg (F,) = E®@p F, = [[ Ew les combinaisons linéaires de produits
‘T/

®fx’

de pg- fonctions sur les facteurs E,.
Alors :
(i) L’espace des pp-fonctions sur chaque facteur E, [resp. sur leur produit Tg (F,)] est stable par trans-

lation par les éléments du sous-groupe compact mazimal de E; [resp. de Ty (Fy)] (mais pas par les
éléments en dehors de ce sous-groupe).

1l est également stable par la 1, -transformation de Fourier et par son inverse.
D’autre part, il est dense dans l'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur E,. [resp.

(ii) Pour tout caractére continu x : E), — C* [resp. x € {m}17], les intégrales

dtor + for(tar) - X(tar) - |detp(ter) 37
Em/

[resp. /T . )dt:v folts) - x(te) - |detp ()57 ]

associées auz pg-fonctions fu sur Ey [resp. fo sur Tg (Fy)], convergent absolument, pour tout s € C
de partie réelle Re (s) assez grande, vers une fonction analytique en s.

De plus, ces fonctions analytiques forment un module libre sur C[Z] qui posséde un unique générateur
de la forme

1 1
Ly (X,SH)'I%/‘?(S*” si Fp =R

1
[resp. L, <X,s—|— 2) ew|TCHY s Fu=CJ

1
[resp. L, <X73+ 2> . H |c$/‘7%(5+1) . H |Cz/|7(s+1) ]

Fo =R F=C



(iii)

(iv)

ot les Lo/ (x,®) sont des facteurs eulériens réels [resp. complexes] et
2009 = [ L 0)
a:l

Les pg-fonctions sur chaque facteur E,: [resp. sur Tg (Fy)] admettent une décomposition spectrale de
la forme

for(0) = |detg(o)] 2 dx - x(e) - Ly (X_17 ;) - P2 (X)

~/{X : E),— C* unitaire}

e S CR () REY

o, pour tout caractére continu x : E); — C*, la fonction
C 25 pr (x®|detg(e)]3)
est le produit d’un polynome en s et de

s = eg |20 st Fp 2R,
s o] si F.=C,

et ot la fonction p, est une somme de produits de telles fonctions py.

1l existe une famille (nécessairement unique) de fonctions exponentielles en s € C
Ex’ (Xv S, 1/11)
/7“68]). X73 % HEZE X5 S, '(l}w
indexées par les caractéres continus x : B, — C* [resp. x € {n}17], telles que

gx/(Xv vaw) = Eg’ (X & |detE(.)‘8707ww)
[resp. ex(X,8,02) = €x (X ® |detp(e)]*,0,1,) |

et que, pour toute pp-fonction fu sur Eg [resp. fo sur Tg (Fy)] décomposée spectralement comme
ci-dessus, on ait

. _1 _ 1
Fo(o) = et - [ dex o) Lo (xog) e (gt ) 2o
{x: E;, — CX unitaire}

e, Ry =laens(olt [ e @ L (g ) e (g ) e )
]

Remplacons maintenant cette notion de pp-fonctions sur E,. ou Tg (F,) par une notion trés proche
mais encore provisoire de pg-fonctions sur E, ou Tg (F;), qui est davantage analogue & celle en les places
ultramétriques et mieux adaptée a la structure multiplicative de E, ou Tg (F) :

Définition provisoire I1.7. -

Si F est un corps de nombres et x une place archimédienne de F, considérons la décomposition

x) :HE;’

en facteurs E, isomorphes a R* ou C*.



(i) On appelle pg-fonctions sur chaque facteur E; les fonctions
fx/ : E;/ —C
qui admettent une décomposition spectrale de la forme

1

fur(o) = det (o) - dex(®) Lo (x5 ) a0

AX : ETX, — CX unitaire}

ot
e la fonction pys des caractéres continus x : E, — C* est supportée par un nombre fini de classes

modulo l'action de
C > s+ |detg(o)]],

e pour tout représentant x d’une telle classe, la fonction
C 3 s per (x @ |detp(o)[3)
est le produit d’un polynome en s et d’une exponentielle de la forme

s+ exp(c-s) avec ceR.

(ii) On appelle pg-fonctions sur Tg (Fy) les combinaisons linéaires (finies) de produits
&/

de pg-fonctions sur les facteurs E.

Remarques :

(i) L’espace des pp-fonctions sur chaque facteur E; [resp. sur T (F,)] est stable par translation par
des éléments arbitraires de E; [resp. Tk (F})], ainsi que par la ¢,-transformation de Fourier et son
inverse.

D’autre part, il est dense dans l'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur E [resp.

(ii) La connaissance de I'espace des pp-fonctions sur les ES et Tg (Fy) équivaut a celle des facteurs

Lw/(X? .)

et

Lz(Xa .) = HLZD’ (X? .) .

(iii) La 9,-transformation de Fourier des pp-fonctions sur les E, et Tg (F,) consiste & associer a une
fonction décomposée spectralement sous la forme

for(®) = IdetE(-)I;% dx - x(e) - Ly <x‘17 ;) - par (X)

‘/{X : E:, — CX unitaire}

[resp. fu(o) = |detE(o)|;% / dx - x(e)- L, (X_17 ;) ‘() ]

Im {7} 2E



la fonction définie spectralement par la formule

ﬂmawwméf

{x: E,— C* unitaire}

dX . X_l(.) : Lz’ <X7 ;) CEqx/ (X7 ;ﬂpa:) * Par (X)

resp.  Fu(e) = |deti(e)[5? /

Im {W}zE

dx-x"'(e) Ly (xé) Eq <x7 ;%) Pa(X) ]
Sa connaissance est équivalente a celle des facteurs
Ear (X, @ %a)
[resp. e (X, 0, 0y) = ng’ (O ® %) |

On déduit du théoréme IL.5 :

Corollaire 11.8. —

Supposant toujours que I'r agit sur l’espace C" de la représentation de transfert
p:G xTp— GL,(C)

par permutation de ses r vecteurs de base, on considére une place ultramétrique x de F'.

Appelons pr-fonctions sur T(Fy) les combinaisons linéaires de fonctions images directes
Pr = (p}/‘)* fz= / dt, - fm(tp)
()= (®)

de pg-fonctions f, sur Tg (Fy) et de leurs translatées par des éléments de T(F).
Alors :

(i) L’espace des pr-fonctions sur T(F,) satisfait toutes les conditions du probléme 1.7 (excepté la condi-
tion (6) qui est vide dans ce cas) relativement a la pp-transformation de Fourier sur T(Fy)

%H@w:/ dt - K7 (t ) - u(t).
T(F,)

En particulier, cet espace des pr-fonctions sur T(F,,) est respecté par la pr-transformation de Fourier
et son inverse, et il est dense dans l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable.

(ii) La connaissance de cet espace des pr-fonctions sur T(F,) et de laction sur lui de la pp-transformation
de Fourier équivaut o celle des fractions rationnelles

Lw(pT7X7 Z) = Lx(pE7X © p¥7Z)

Ew(pT7Xa Z) = Ew(pny o pé’é?Z)

associées a tout élément x € {w}L, c’est-a-dire a tout caractére localement constant

x:T(F;) — C*.



De maniere analogue, on déduit du théoréeme I1.6 réinterprété grace a la définition I1.7 :

Corollaire 11.9. —

Sous les mémes hypotheéses, supposons de plus que F' est un corps de nombres, et considérons une place
archimédienne x de F.

Appelons provisoirement (c’est-a-dire dans le cadre du présent exposé 11) pr-fonctions sur T(F,) les
combinaisons linéaires de fonctions images directes

Yo = (‘PE/“)* fo= / dtp : fw(tp)
(py) =1 ()

de pg-fonctions f, sur Tg (F,) et de leurs translatées par des éléments de T(F).
Alors :

(i) L’espace des pr-fonctions sur T(F,) est stable par translation par des éléments arbitraires de T(F,),
ainsi que par la pr-transformation de Fourier

%H@(-):/ dt - K7 (te) - ou(t)
T(Fy)

et son inverse.
D’autre part, il est dense dans l'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur T(F).

(ii) Posant pour tout x € {m}L

La(pr, X, 8) = La(x © ptr8) = [ [ Lar (x © 0 5) ,

les pr-fonctions sur T(F,,) sont les fonctions
fo:T(F;)—C
qui admettent une décomposition spectrale de la forme

1

R =ldeta(ol - [ (o) Lo (proctg) et

Im {r}T

ot

e la fonction p, des caractéres continus x : T(F,) — C* est supportée par un nombre fini de
composantes connexes de {m}T,

e sachant que chaque composante conneze de {m}L a une structure naturelle d’espace affine sur R,

avec des coordonnées affines s1, ..., Sk, la restriction de p, a chaque telle composante est le produit
d’un polynome en si,...,si et d’une exponentielle de la forme
(81,...,8K)—exp(c1-81+...+cp-sk) aveec c¢1,...,c; €ER.

(iii) Posant pour tout x € {n}L

Ea:(pT7Xvs) = Ex(XOP¥a1/)z,S) = H‘Sm’(X © P%Ibmé’) ,

la pr-transformation de Fourier des pr-fonctions sur T(F,) consiste a associer d une fonction décomposée
spectralement sous la forme

R =ldetg @l [ v L (proct g ) o

Im {r}T

10



la fonction définie spectralement par la formule

Ry =lieta @ [ a0 L (prg ) e (prg ) i)

Im {7} T

3 Formule de Poisson pour les tores et conséquence
On considere toujours une représentation de transfert
p:Gx Ty — GL,(C)

telle que I'r agisse sur 'espace C” de p par permutation de ses r vecteurs de base.

On a défini en toute place x de F un opérateur de pp-transformation de Fourier sur T'(F,)
foo R = [ k) 0
T(F,)

ainsi qu’un espace de pp-fonctions sur T'(F). Cet espace est stable par translation, par la pr-transformation
de Fourier et par son inverse, et il est dense dans ’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable. Sa
connaissance équivaut a celle des facteurs

Lﬂc(pTaX7.) et €x(pT7X7.)’ X € {ﬂ-}f’

qui sont des fractions rationnelles en toute place ultramétrique x.

En toute place ultramétrique x en laquelle G et p sont non ramifiés, on dispose de la “pp-fonction
standard” au sens de la définition 1.8(i). Cela permet comme dans la définition 1.8(ii) d’introduire 1’espace
des pr-fonctions globales sur T'(A). Comme on a en presque toute place ultramétrique de F' non ramifiée
pour G et p

Ea:(pTaX7.) =1, VX € {F}Z;,(Z)a

les pr-fonctions standard sont leur propre pr-transformée de Fourier en presque toute place, et ’espace des
pr-fonctions globales est muni d’un opérateur unitaire inversible de pp-transformation de Fourier globale.

On a démontré dans le cas des corps de fonctions (et prouverait de la méme fagon dans le cas des corps
de nombres) que la ppr-transformation de Fourier globale sur T'(A) satisfait toutes les conditions du probléeme
1.10 :

Théoréme I1.10. —

On suppose toujours que U'r agit sur Uespace C" de la représentation de transfert p : G I'r — GL,.(C)
par permutation de ses r vecteurs de base.

Alors, pour toute pr-fonction globale
f:TA) = C,

on a .

(i) Pour toute place ultramétrique x € |F| en laquelle G et p sont non ramifiés et f se factorise en

f=lfof,
avec pour facteur une pr-fonction sphérique sur T(F)

fu: T(F2)/T(02) = C,

11



la série formelle

est une fraction rationnelle en Z.

Sz (I e ) ()

N,N’eN

yET(F)

De plus, elle est absolument convergente dans la zone

1Z| < q3/?,

donc n’y admet pas de péle, et sa valeur en Z =1, notée S(f), ne dépend pas du choix de la place x.

(ii) On a la formule de Poisson

qui s’écrit encore

~

S(f) = S(f)

YET(F) yET(F)
en notant
SN = > f |+ ( () | =50)-
~eT(F) v ET(F) Y ET(F)
(iii) On a
DN (CORE f()
~eT(F) YET(F)
si f se factorise en au moins une place ultramétrique x sous la forme
f= fr @ fw )
avec pour facteur une pp-fonction locale
fo:T(F,) = C
qui est supportée par une partie compacte de T'(Fy). O

On a également prouvé (dans le cas des corps de fonctions) que cette formule de Poisson pour le tore T'
implique pour le groupe réductif G muni de la représentation de transfert p la forme approchée suivante de

formule de Poisson :

Théoréme I1.11. —

Sous les mémes hypothéses, considérons deux fonctions

telles que

fi, fo: G(A) = C

e en toute place ultramétrique x de F', fi et fa sont invariantes a gauche et a droite par un sous-groupe
ouvert compact de G(Fy,) qui, de plus, est égal a G(Oy) en presque toute place x ot G et p sont non

ramifiés,

e en toute place archimédienne x de F, f1 et fo sont des fonctions de classe C*> de la variable g, €

G(Fy),

12



e pour tout élément k de tout sous-groupe compact de G(A), les deuz fonctions
T(A) 3t |detp(t)[V2 - (ff)ns (t) = |detp(t)[V/? - |6 (t) 71/ / fi(u-t-k) - du
Ngp(A)
et
T(A) 3t |detp(t)[Y/2 - (* fo) ny () = |det s (£)[V/2 - [0(2)] /2 / folk™Y -t u) - du
Ng(A)

sont bien définies et sont deux pr-fonctions globales sur T(A) dont la seconde est la pr-transformée
de Fourier de la premieére.

Alors :

(i) Pour toute place ultramétrique x € |F| en laquelle G et p sont non ramifiés et f1, fo se factorisent en
fl = fl,z ® fir )
f2 = f2,z & wi )

avec pour facteurs deux fonctions sphériques sur G(F)
fl,:w f2,z : G(Oz)\G(Fm)/G(OI) — (Ca

les séries formelles

Z ZN+N' / du - Z ( fYaéNl®ff) (u")

N,N’eN Np(A)/Np(F) ~ € G(F)

> oz e Y (A @ ) Y
N.N'eN Np(A)/Np(F) ¥ EG(F)
sont des fractions rationnelles égales entre elles.
De plus, leurs “valeurs régularisées” en Z =1, notées Sp(f1) et Si(f2), ne dépendent pas du choix
de la place x.
Elles vérifient
Se(f1) = Sp(f2) -

(ii) On a
sB(ﬁ):/ a3 fplyuh)
Ne(W/Ns(F) L ol
[resp. SB(fg)z/ du - Z fi(uv) ]
No(W/Ns(F) L Calmy

si la fonction f1 [resp. fa] se factorise en au moins une place ultramétrique x sous la forme

fi=fia®fT [resp.  fa= fo.® f3 ],

avec pour facteur une fonction
fie:G(Fy) —»C [resp.  fon:G(Fy) = C ]

localement constante a support compact dans G(Fy).

13



Remarque :

Les facteurs f1, et fa, de (i) sont par hypothese des fonctions sphériques, donc ne font apparaitre
dans leurs décompositions spectrales que des représentations m € Im {W}f@, lesquelles sont des induites

normalisées de caracteres y, € Im {ﬂ};{@. Pour de telles représentations, les facteurs

Lm(p77T7Z) = LI(pT7X7T7Z)

sont bien définis.

Alors on dit que les fonctions sphériques f1 5 et fa, sur G(Fy) sont des p-fonctions si et seulement si
leurs termes constants

T(F,) >t~ |detp(t)|L/? - [6p(t); /2 /N . )du fra(u-t),
B x

et

T(F,) 5t~ |detg(t)|Y/2 - 105(t)|/? / du - fo(t-u)
Np(Fz)

sont des pp-fonctions sur T'(F,,). Dans ce cas, on peut leur associer les familles de fonctions
N et f0N . N,N'eN,

suivant la regle de construction de la définition I.9. |

4 Un prolongement naturel des noyaux

Supposant toujours que I'r agit sur I'espace C” de la représentation de transfert p : G I'r —» GL,.(C)
par permutation de ses r vecteurs de base, on considere la fonction noyau associée

kP T(F,) — C

en toute place x € |F.

Cette fonction noyau est égale a
)= [ dye ()
(Py)=H(1)

au sens que, pour toute fonction f; localement constante a support compact [resp. de classe C*° & décroissance
rapide si z est une place archimédienne| sur Tg (F,) = E ®p F,, on a

/ dt~k§T(t)-/ dtp-fx(ttp):/ dtp~/ o 0 Tt (b -1,) - fulta) - dis
T(F,) T, (Fy) Tp(Fz) Tg (Fz)

Si 2 est une place ultramétrique de F' et lp,_ () désigne la fonction caractéristique de I’anneau des entiers
Og, de la F,-algebre Tk (F,) = E ®@f F, = E,, on a aussi

PT () — 1 . . N,
EOT (t) N’l_lgloo o dt, -y o Tr (t,) - Moy, (@, -tp).

Si F' est un corps de nombres, x est une place archimédienne de F, les E;» = R ou C sont les facteurs de la
F,-algébre E, = E ®Fp F, = Tg (F,) et T, (e) désigne le produit des fonctions

I,:FE,=2R — C

a +— exp(—7-|cy|-a?)
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pour B,y 2R et ¢, 0Tr(a) =exp(27i-cy - a), et

]LLJZEI/%(C — C
o v exp(=27[e] - [af?)

pour By 2 Cet ¢y, 0Tr(a) =exp(27mi- (¢p -a+Cy -a)), 00 a

PT () — i . . .
kET (t) Jlflglo o dty, -y oTr(t,) Uy(a-t,).

Lemme I1.12. -
Considérons le cas ou G est déployé sur F' et I'r agit trivialement sur l’espace C” de p : G x I'r — GL,.(C).

Notons &™* le sous-groupe du groupe symétrique &" composé des éléments w € &" qui respectent le
sous-tore T C T, = (C*)" et qui coincident sur T avec un élément du groupe de Weyl We de G agissant sur

T.

Alors :
(i) L’homomorphisme de restriction
(GRS WG
est surjectif, et son noyau coincide avec le sous-groupe de &" composé des permutations de {1,2,...,r}

qui respectent la partition définie par la relation d’égalité entre les caractéres pln, 1 <i <.

(ii) La restriction de
&"f - Wea

au sous-groupe
{we & C & | w respecte la relation d’ordre de chaque classe {1 <i<r|ph=pu}, Vpe Xz}
est un isomorphisme.

Cet isomorphisme identifie donc Wg a un sous-groupe de &™P.

Démonstration :
La représentation de transfert p induit un morphisme d’algebres

C[T,]®" = C[GL,]" = C[G)% = C[T)Ve .

Soit ¢ un point générique de T.
L’image de C [TA}]GT dans C [ﬂ est constituée des polynémes P tels que

pour tout w € &" tel que w(T) C T.
D’autre part, C[T]"¢ est constitué des polynémes P € C [T] tels que

P(w(t)) = P(t) Vwe Wq.
Donc, si w € Wg, il existe w’ € &" qui respecte le sous-tore T de fr et vérifie
w'(t) = w(t).

Cela montre que 'homomorphisme de (i) et surjectif. La description de son noyau est évidente.
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Enfin, (ii) est une conséquence immédiate de (i).

Exemple :

Si G = GLs (C)/ 1k et p est le représentation symétrique
sym® = GLy(C)/ps, — GLg41(C),

le groupe Wg = &2 s’identifie au sous-groupe du groupe symétrique G**1 agissant sur I’ensemble des indices
{0,1,...,k} des vecteurs de base de C**!, engendré par I'involution

i k—i, Vie{0,1,....k}.

O

Considérons maintenant le cas général ou ['r agit par permutation des vecteurs de la base de ’espace C”
de la représentation p.

On note toujours F la F-algebre séparable de degré r qui correspond & 'action de I'p sur {1,2,...,7}.
Ecrivons F comme un produit
E= ][] EM™
1<i<e

de corps E;, 1 < i < e, apparaissant avec des multiplicités m;, et dont certains peuvent éventuellement étre
isomorphes entre eux.

En notant I; ’ensemble fini muni d’une action transitive de I'r qui correspond & chaque E;, 1 < i < e,
la, décomposition
E= ][] E™

1<i<e

correspond a une unique bijection

{1.2,....ry = [ Lx{12...,m}

1<i<e

qui respecte les actions de I'r.

Le groupe linéaire sur F'
GLg = [] Resp,/r GLn,

1<i<e

admet pour tore maximal

TE = RGSE/FGm = H ResEi/FGﬁ"’

1<i<e
et pour groupe dual
GLz= [] []GLm.(C)
1<i<e 1€I;

qui, munit de laction naturelle de I'r, s’identifie & un sous-groupe de Levy de GL, = GL,(C).
Enfin, le groupe de Weyl Wg de GLg s’identifie a

IRIGE

1<i<e €1,

muni de I’action naturelle de I'r par permutation des facteurs.
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On pose la définition suivante :

Définition I1.13. —

On dira que la décomposition

E= ][ E™

1<i<e

est “bien disposée” pour p: G x Tp — GL,.(C) si :

(1) Pour touti, 1 <i<e, et toutt € I;, {1} x {1,2,...,m;} correspond a un intervalle de {1,2,...

dont Uordre des éléments est le méme.
(2) La représentation de transfert
p:GxTp — GL.(C)
enwoie G dans le sous-groupe de Levy standard
GLe = [[ []GLm.(C),
1<i<e 1€l
et elle envoie le sous-groupe de Borel B de G dans le sous-groupe de Borel de (/}iE

Bp= ] [IBm(C)=GLgNB,(C).

1<i<e (€l;

Cette définition étant posée, on a la généralisation suivante du lemme I1.12 :

Lemme I1.14. —

Supposons que E =[] E[™ est “bien disposée” pour p au sens de la définition précédente.
1<i<e

Notons Wg,, le sous-groupe du groupe de Weyl Wg de GLE constitué des éléments w qui respectent le

sous-tore N N N
T—Tg =T,
et qui coincident sur T avec un élément du groupe de Weyl Wg de G.
Alors :
(i) L’homomorphisme
WE7p — Wa
est surjectif, et son noyau coincide avec le sous-groupe de Wg = [ [ 6™ constitué des familles
1<i<e (€],
de permutations des intervalles {v} x {1,2,...,m;}, 1 < i <'e, v € I;, qui respectent la partition de

chaque tel intervalle définie par la relation d’égalité entre caractéres pi, 1 <j <r.
(ii) La restriction de cet homomorphisme
WE,p — Wa
ay Sous-groupe

{w € Wg,, | w respecte la relation d’ordre de chaque classe {1 < j <r | pZ;F =u}, Vue Xf}

est un isomorphisme I'p-équivariant.
Cet isomorphisme identifie donc Wg muni de l’action de I'r a un sous-groupe de Wg,, C Wg.

Démonstration :
Elle est semblable a celle du lemme I1.12.

On déduit des lemmes 11.12 et I1.14 ci-dessus :
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Corollaire I11.15. —

i) Si G est déployé sur F' et I'r agit trivialement sur [’espace e p, identifions Wg a un sous-groupe
i) Si G est déployé Fetl it trivial t I’ Crd idents Wea a
de &P C &" comme dans le lemme 11.12.

Alors I’homomorphisme Wg-équivariant
oy T, —T
dual de pr : T ﬁ., et le morphisme
T, =T, = (Al — A
invariant par Uaction de G", définissent un diagramme

T, /We T, /W —2 Al
T/Wg

de schémas sur F.

(ii) Plus généralement, si E = [ E™ est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13, identi-
1<i<e
fions Wg a un sous-groupe de Wg, , C Wg comme dans le lemme 11.14.

Alors I’homomorphisme
p\q/w Ty —T

dual du plongement Wg x I'p-équivariant

et le morphisme
— T’V‘
Tg — Tp =Resp/p A —— A"

invariant par la double action de Wg et de I'p, définissent un diagramme

T /W T /Wg —> Al
T/We
de schémas sur F.
Remarque :
Pour tout corps F' O F, toute fibre de
pr: (Tp/We)(F') — (T/We)(F')
au-dessus d’un point ¢ € (T/Wg)(F') qui admet un relevement ¢ € T'(F’) s’identifie a la fibre de
oy Te(F') — T(F")

au-dessus du point ¢t € T(F’). O

18



Toujours sous les hypotheses du corollaire I1.15, considérons le faisceau libre Tg-équivariant et Weg-
équivariant
Qg
des différentielles relatives de T au-dessus de T'.

Son quotient par 'action de W s’identifie au faisceau localement libre des différentielles relatives de
Tr/Weg au-dessus de T/We.

La puissance extérieure maximale de {27, 7 est engendrée par une section wr, ,r qui est invariante par
I'action de Tg, F-rationnelle et sur laquelle Wg agit par un caractere Wg — {£1}. Cette section wrp, /p
ne provient pas nécessairement d’une forme différentielle de degré maximal de T /W au-dessus de T/Wg,
mais elle suffit & définir une forme de volume d|wr, /7| sur les fibres de Tp/We — T/Wg au-dessus des
points de T'/W¢ & valeurs dans un Fj,.

On a:

Lemme II1.16. —

Toujours sous les hypothéses du corollaire 11.15, on a en toute place x de F :

(4. = / i,
(pf)~1(e)

or T (Fy) — T(F,)

(i) L’opérateur

d’intégration le long des fibres de

est défini, modulo multiplication par une constante fixe, par la forme différentielle relative de degré
mazimal wry /7.

(ii) Par conséquent, il se prolonge en un opérateur encore noté

(1) = / dt,
(py)~1(e)

d’intégration le long des fibres de
pr : (Tp/We)(Fy) = (T/We)(Fy) ,

qui est défini, modulo multiplication par la méme constante, par la forme de volume d |wr, 7.

On peut maintenant énoncer :

Proposition I1.17. —
Tougjours sous les hypothéses du corollaire I1.15, considérons une place arbitraire x € |F)|.

Alors la fonction
kT . T(F,) — C
t o / dt, - by o Tr (t,)
(py) ()
se prolonge naturellement en la fonction, que nous noterons de la méme fagon,
ket (T/We)(Fz) — C

t / dt, - gy 0 Tr(t,) = lim dty, -y oTr(t,) Iy(a-t,)
(P¥)=1(t) a0 (py)=1(t)
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ot
I, : (Tg/Wg)(Fy) — 0
désigne n’importe quelle fonction localement constante & support compact [resp. de classe C™ 4 décroissance

rapide si x est une place archimédienne] qui vaut 1 dans un voisinage du point 0 de (Te/Wq)(Fy).

Remarque :

En toute place x de F, la fonction
kT (T/We)(Fz) = C

peut étre vue comme une fonction
kT G(Fy) — C
qui est invariante par conjugaison, et méme par conjugaison stable.
Elle vérifie aussi la propriété k5" (g) = k27 (—g), Vg € G(Fy).

Mais attention! Nous ne disons pas que cette fonction est la fonction invariante

k2 : G(F,) — C

recherchée dans le probleme I.4. En fait, on verra au chapitre IIT qu’elle ne I'est pas déja dans les cas ou
G = GLy(C)/uy et p =sym*, k > 2.

Exemple :

Si G = GLy(C)/pz et p est le carré symétrique
sym2 : GL2 (C)/Mg — GL3 ((C) s

les éléments de
G = GL2 XGom Gm
s’écrivent comme des paires (g, det(g)'/?) avec g € GLo.
Par conséquent, en toute place z de F, k27 doit étre une fonction de Tr (g) € F, et det(g)'/? € FX.

Comme py. s’écrit
(Aos At A2) = (A1 A3 = 1, AJ A = o, Ao A1 X = (1 p2)'/?),

le sous-tore T}, est constitué des triplets

)

(py 1™
et 'action de Wy = &2 sur T, est triviale.

On en déduit facilement que, pour tout
(g, det(9)'/?) € G(Fy),

on a

7 (0. det(9)) = [ d- it (T (g) + 2 det(9)/2)

x

ou dy désigne une mesure multiplicative de F*. (|
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