Exposé I11.
Le cas de GLy : étude locale (encore formelle)
(Laurent Lafforgue, THES, 3 juillet 2014)

1 Compatibilité avec le passage aux termes constants

On se place toujours sur le corps global F'.

Considérant un entier £ > 1, on note

G = GLa(C)/

le groupe réductif sur C quotient de GLo(C) par le groupe fini pj, = {z € C* | z2F = 1}, et p la représentation
de transfert

Le groupe réductif G admet pour tore maximal
T = T5(C)/pk = (C)*/ux

avec donc
X7 = {(nl,ng) €Z?|ni+ny € kZ}
et )
X% = {(’l’l,’l“g) €Q2 | r1,T9 € EZ AN Ty —1T9 EZ}.

Le groupe réductif G sur C est le dual du groupe réductif G déployé sur F' qui s’inscrit dans le carré
cartésien

G GL,
i O idet
G Gm
A= AP

et dont le tore maximal T s’inscrit dans le carré cartésien :

T T, = G2,
(p1,m2)
0 l 1
H1H2
G Gm
A AR

Ainsi, les points de G peuvent étre notés comme des couples

(9. det(9)%)



oll
g= (91,1 91,2)
92,1 92,2
est un point de GLg et det(g)'/* est une racine k-ieme de det(g) dans G,,.

De méme, les points de T peuvent étre notés comme des triplets

(Mh f2, (p1 M2)1/k>

1/k

ol 1, e sont deux points de G, et (u1 p2) est une racine k-ieme de p; pe dans Gy,.

L’homomorphisme injectif de tores induit par p
proT=(C/me = Tipa = (CHH
(A, A2) = (AT, AT
admet pour dual ’épimorphisme
of i Tey1 =GEYY o T =G2 xg, G

(/\0,)\1,...,)%) — (Alg)\]f_l...)\k_l Zul,/\l/\%.../\z:/,62,/\0)\1.../\k:(Mlug)l/k).

Celui-ci est équivariant pour action du groupe de Weyl Wg = &2 de G sur Ty, = GEH par la permutation
i > Ap—i s 0<i<k,
et donc on a un morphisme induit de schémas sur F
Tpt1/Wa = T/Wg .

D’autre part, le noyau 7}, de p¥. : T+1 — T est le sous-tore de codimension 2 de Ty1 = G%! défini par les
deux équations

Mod. e =1 et A A2 N =1,
11 est stable par I’action du groupe de Weyl Wg = &2 de G.

On remarque au passage que, dans le cas particulier k& = 2, T, est le sous-tore de dimension 1 de T3 = G2,

constitué des triplets de la forme (X, A™2,\). Ses points sont fixés par I'action sur T3 de Wg = &2 si bien
que, dans ce cas, T, agit sur T3/W¢ et T'/W¢ s’identifie au quotient de T3/W¢ par I’action de T,.

Dans le cas général, le morphisme

— Tr
Tk+1 — (Al)kJrl RN Al
()‘07>\17"'7>\]€) = )\0+A1++)\k

est invariant par Paction de Wg = &2, donc se factorise en un morphisme
_ Tr L
Tk+1/WG — A

qui s’inscrit dans un diagramme de schémas sur F' :

Ties1/We ——Tii1/We SLEy

l/ﬁ

T/We



On rappelle d’autre part que I’on a choisi une fois pour toutes un caractére continu unitaire non trivial

=[] e:Ar/F—C*.

z € |F|
En toute place x de F', on dispose donc de 'application composée

o 0 Tx s (Tess /W) (Fa) > (Tass/We) (Fy) —s Fy —7 % .

La fonction noyau k27 de la pp-transformation de Fourier sur T'(F;)

kT T(F,) — C

t — dt, - ¥, (Tr (t,))
(py) =1 (1)
provient donc d’une fonction
kKT (T/We)(F,) — C
t — dt, - ¥ (Tr (tp)) = lim dt, - (Tr (tp)) - Lp(a - tp)
(P¥)~1(1) a0/ (py)=1 (1)

ot I, désigne n’importe quelle fonction localement constante a support compact [resp. de classe C™ &
décroissance rapide si = est une place archimédienne] sur (Ty+1/We)(Fy) qui est égale & 1 dans un voisinage
du point 0.

Comme le schéma affine quotient de G par l’action par conjugaison de G s’identifie & T/W, la fonction
KT (T/We)(Fs) » C
en toute place x € |F| peut étre vue comme une fonction
G(F,)—C

qui est invariante par conjugaison.

Le centre
Za= C*/uy, 2 C*

de G agit sur lespace CK+1 de R
p=sym*: G — GL;,1(C)

par le cocaractere

(Te\t(;:(cX AN Zg

A — A S

II lui correspond le caractére défini sur F’
detg : G — G,,

dont le composé

PT detg
Thi1 —— T — Gy,



n’est autre que
detg4 : ()\0;)\17~-~;>\k) A AL A

D’autre part, parmi les poids de la représentation irréductible p
pr:T=(C)/me — C
(A, A2) = AL, 0<i<k,

on distingue le poids dominant qui est
PF s (A, Aa) =AY,

Il correspond au cocaractere

Gm — T=G2 xg, Gn
A= (AN

Enfin, le caractere modulaire dp associé au sous-groupe de Borel B de G constitué des matrices triangu-
laires supérieures est

op: T — G,
(/117#27(#1 uz)l/k) = ey
Alors
detg : G — G,
(g,det(g)l/k) —  det(g)

. N . c 1 (14 = XY véri
est I'unique caractere qui, considéré comme un élément de X X :X, érifie

(detp, pT) = (55, PT) -
Ainsi, on dispose sur G des trois caracteres
detg : G — G,
(g7det(g)1/’“) = det(g)'/*,

detp = (detg)k

et
det, = detg - detp = (detg)" .

Rappelons ’énoncé du probleme 1.4 dans le cas o nous sommes :

Probléme III.1. —

Etant donné un entier k > 1, considérons la représentation de transfert
p=sym” : G = GLy(C)/us, — GLj41(C)

du groupe réductif déployé
G = GLs xg,, Gy,

muni de ses trois caracteres

detg, detp = (detg)k et det, = detg - detp.



En toute place x de F, on voudrait munir G(F;) de

e une mesure d, g que les translations a gauche ou a droite transforment par le caractére |det, ()|,
e une fonction invariante par conjugaison
G(F,;)—C
9=k (9)

de telle fagcon que lopérateur de p-transformation de Fourier associé

fors fo= [g’H/G(F)dpg'fz(g)-ki(gg/)

vérifie les propriétés suivantes :
(1) Pour toute fonction localement constante & support compact [resp. de classe C™ & décroissance rapide

si x est archimédienne]
fo: G(F) = C,

le produit
|detp|Y/? - fony : T(F) — C

toe |detB(t)31/2~(SB(t)|;1/2-/N(F)du-fz(u-t)
B x

admet pour pp-transformée de Fourier sur T(Fy,) le produit
det [}/ (Fo)ny : T(Fe) = C

. |detB<t)|;/2-5B(t)|;/2-/N(F)du-ﬁ(t-u).
B x

(2) L’opérateur
Jo = fo
est unitaire, c’est-a-dire préserve le produit hermitien

(s f2) = (1o fo) =/ dpg- f1(9) T2@).-

G(Fz)

Remarque :

D’apres le lemme 1.3, un opérateur de cette forme

fa:wa: [QIH/ dpg'fw<g)'k£<gg/)1
G(Fy)
vérifiera nécessairement les formules de transformation par les translations

— It
7= ldetp(9)lz" - 7 fa,

1

Ify = |detp(9)|;1 : ﬁcgi )
pour toute fonction f, : G(F,) — C et tout g € G(Fy). O

Les points de G(F}) sont les couples
(9. det(9)"/*)



composés de g € GLy(F,) et det(g)'/* € FX.

Par conséquent, les fonctions
G(F,;)—C

invariantes par conjugaison sont les fonctions de det(g)'/* € FX et Tr(g) € F,.

Faisant une transformation de Fourier partielle en la variable Tr (¢), on peut chercher ces fonctions sous
la forme

%@@wwﬂzﬁmmeﬂ@»%@®wWﬂ

ou dy désigne une mesure additive de F,.
On a:

Proposition ITI.2. (modulo vérification des convergences et de la légitimité des échanges de sommations) —

Considérons une fonction invariante par conjugaison
kf . G(F,) —»C

écrite sous la forme

k2 (0:et(0)!7*) = [ - T (0) - T2 (. det()'/)

pour une certaine mesure additive dy de F.

Alors Uopérateur de p-transformation de Fourier associé

foﬁ:[g/H/C}(F)

x

dyg- fz(9) - kﬁ(ggl)]

vérifie la propriété (1) du probléme I11.1, de compatibilité avec le passage auzx termes constants

fac = f;z,NB 9’

st et seulement si on a, pour tout élément t = (u1, a2,y (p1 Mg)l/k) e T(F,),

ko (m,uz,(muz)”’“) = /Fdu-lul;l'@(u,(umz)”k)-¢x(u-(u1+u2))

= d* - kG (u’ (1 uz)”’“) W (- (1 + p2))
FX

ou d*p désigne la mesure multiplicative |p|;t - du de FX.

Remarques :

(i) Ainsi, la propriété (1) et la connaissance du noyau k27 sur T(F,) ne déterminent la fonction k2 sur
G(F.) que si la projection
T(Fy) = (T/We)(F:)

est surjective. Cela ne se produit que si F;, est algébriquement clos, soit F,, = C.

(ii) La restriction de la fonction k2 & T'(F,) ne coincide pas avec la fonction k7. Pour passer de 'une &
'autre, il faut remplacer la mesure additive du sur F, par la mesure multiplicative d*u = |u|; ! - du
dans leurs représentations de Fourier.



Exemple :

Si k =2, on a pour tout élément ¢ = (u1, pio, (pu1 p2)/?) de T(F)

kyr (M17M2a (1 M2)1/k) = /FX dp - )y (,ifl +pu?- (m + po + 2 (1 u2)l/2)> )

La fonction sur G(F,) invariante par conjugaison

k2 (9, det(g)l/Q) = / dp - |ul - s (u‘l +pt (m + 2 +2 (1 u2)1/2))
FX
satisfait donc la propriété (1) du probléme III.1.

Démonstration :

Ecrivons les éléments (g9,det(g)'/*) de G(F,) sous la forme

_ (1 0\ [ O (1 w\ _[ m 1w
9=\ 1 0 o 0 1) \m-v po+p-u

avec i1, o € FX et u,v € F,, d’on aussi
det(g) = p1 pi2 -

On a:

Lemme III1.3. —

Ecrivant les éléments de GLa(F,) sous la forme
(1 0\ [ O (1 w\ [ m IR
9=\ 1 0 pe 0 1) \p-v petp-uv)’

(i) La mesure invariante dg de GLo(F,) s’écrit a une constante multiplicative prés comme un produit

on a .

[0 (1, p2)|x - dpy - dpg - du - dv = %

~dpy - dpsg - du - dv

x

ot dpy, due sont des mesures multiplicatives de F,*, et du,dv des mesures additives de F,.

(i) La mesure d, g de GLo(Fy) s’écrit a une constante multiplicative prés comme le produit

(o p2) 7% a2 - o - dpe - - o

Suite de la démonstration de la proposition II1.2 :
Pour (14, 1, (1 #5)/¥) € T(F,) et o € Fy, on a

fa ((‘g 32) : <(1) L{) ,(uiu’z)”’“)

_ 1/k| . 2 . . . . H1 H1-u 1/k
/‘(MMZ) L [l - dpa - dps - du - do f“’((uyv u2+u1-uv>’(“1“2) )

: /du-ki(u,(mmuﬁu’z)”k)-%(u-(mu’1+uzu’2+u1u’2~uv+muﬁ-u’v))-
Fy



En intégrant pour la mesure additive du’, puis multipliant par le caractére

1/2
‘53 (Nl’ Nza (H1 #2)1/k>

1z ‘u’l
oy

x
x

on obtient en faisant un échange de sommations

/2 H 0 Lo ’or
/du fa:((ol ,u’2>'<0 1):(#1#2)1/k>

. y
sl [ fom m)ﬂk\x ke g £ (150 ) )

)1/k

‘53 (#17 /L27 (M1 Mo

/F dp- |plgt - kG (m (1 o 11y //2)1/'“) e (i (1 ph + pia 1))

soit encore

(o) N (ul,ﬂz,(ul N2)1/k) |1y |32

0
/uluz |y diz - o ((%1 ),(muz)”’“>
K2

|1 po| /% - kLT (m 115 o oy, (pa1 o] pro u’z)l/’“) ~

C’est le résultat annoncé.

2 Unitarité
Pour k£ > 1, on consideére toujours la représentation de transfert
p=sym® : G = GLy(C)/pp — GLgy1(C)

du revétement de degré k

G = GL, xg, G
de GL2

Etant donnée une place arbitraire x de F', on considére une fonction noyau
kf:G(F;) - C

écrite sous la forme

Kelo) = /F dp a1 Tr (9)) - B2 (11 det(9)"/*)

et qui satisfait les hypotheses et la conclusion de la proposition III.2.

Cette fonction noyau définit la p-transformation de Fourier

fef= [g’H/(;(F)dpg-f(g)-ké’(gg’)]

qui est bien définie au moins pour les fonctions continues a support compact

f:G(F:) = C.



On voudrait maintenant que pour toutes telles fonctions continues & support compact

" G(F) = C,

on ait

/ dyg-F9)- F'(9)
G(Fy)

Développons l'intégrale de gauche en

/ dpg-f’(g)-f”(g):/ dpg-/ dog -dog" - f'(g)-
G(Fy) G(Fy) G(Fo)x G (Fy)

et écrivons les éléments g € G(F)) sous la forme

=(6 1) (5

avec, d’apres le lemme II1.3(ii),

dpg = |p1 pall/* - 1|2 - dper - dps - du - dv

a une constante multiplicative pres.

D’autre part, on a

- / dpg-'(9) T7g).
G(Fy)

0

f'(g") - ke(gg') - kE(gg"),

)¢ 3

K009 = [ i 0 Trlg )R (' det(o )"

x

k2(gg") = / dp” -y (—p" - Tr (g g")) - k2 (u”, det(g g”)1/*)
ET

Tr(gg') = (91111 + 9o -p2) 951 p1-uU+gio p1-v+ gy pi1-uv

Tr(9g") = (V1 1+ 950 p2) F 991 - p1-u+gio-pi1-v+gyo-pu-uv

et
avec
et
d’ou
p-Tr(gg) —p"-Tr(gg”) = p'- (g1
+ (0 gh
+ (M/'QS,Q
+ (1950

g1t goo - pe) — (g g5 - p2)

— gy ) m

U

— 1" g o) v

— 1" gy s) -

SUv .

Il est clair que si ’on cherche a intégrer ces expressions pour la mesure

|,U1 K2 i/k : \.Ul\i

~dpy - dpsg - du - dv,

une difficulté apparait du fait de la présence du terme quadratique

(1 - gho— 1" go) pa-uv

en u et v.

Orona:



Lemme II1.4. —

Soit K, ¢ le sous-groupe compact mazimal de G(F,) donné par

G(Oy) st x est une place ultramétrique de F,
Kac,@ = OQ(R) XRx RX* S1 Fw = R;
UZ(R) xex C* si F, =2 C.

Alors, pour tous p', "’ € EX et tous éléments

q.9" € G(F,),

il existe un élément gy € K¢ tel que

1 (g'90)2.2 — 1" (9"90)22=0.

Pour p/, 1/ € F)* fixés, on peut donc écrire les paires d’éléments ¢’, 9" € G(F) sous la forme

(B D)

AR AT -
B <(u1 uél?v’ Mu’z (v )"

1 Y0 1 0 X
P ()G 5 ()

i + ,u uv" oy UH> "o l/k) .
(( s ) () 90
avec p'’ - py = p' - ph.

De plus, notre mesure sur G(F;,) x G(F,) s’écrit dans les nouvelles coordonnées

et

"m1/k /‘2

dpg - dpg" = |uy py ] psls'* - iy - 153 - [0 = 0" - dpy - dpy - dpdf - du’ - do” - du” - dv” - dgy

pour une mesure invariante dgy de K, g.

Supposons qu’il est 1égitime de changer 'ordre d’intégration

/ dpg./ dpg"dpg”~/ d,u/-d,u”
G(Fz) G(Fz) Fo X Fy

/ d,u/'d/l//'/ dpg'/ dpg/'dpg”.
FyxF, G(Fy) G(Fy)x G (Fy)

D’autre part, introduisons la suite de fonctions de troncature ]I ,, sur G(F,) définies comme les fonctions
caractéristiques des g tels que, pour tous gy, gé € K, 9, on ait

en

(9099)i|, <n,  Vije{L,2},

et 1
< |det(90 9 9p)i 4|, <7

10



La mesure fG(F )dpg est la limite quand n +— 400 des fG(F ) ]Ign(g) -d, g et, pour tout n fixé, les
sommations fG(F’ ) ]Ign(g) ~dyget fG(F )X G(F. )dp g' - d, g" peuvent étre échangées dans nos intégrales.

En utilisant le fait que les mesures fG( ) Hin(g) -d, g sont invariantes & gauche et a droite par K, ¢, on
obtient que le produit hermitien

/ dpyg-F9)- F'(9)
G(Fy)

est égal, a une constante multiplicative pres, a la limite

I d’.d”~/HG = - . Yk g 2 - dpy - dpg - du - d
o dm /szFm w' - dp s\ g oo ot g - uw 1 paly " - |palz - dpa - dps - du- do

/ AT RAE
=p' pily

I 1 +M2 uw'v' o opy - e e (11 +u2 U”v” pg - u” ' Nk
(( py - o' o )’(’“ D) py " wy ) )
(uﬂ (i )+ (na uz)l/k) SR (] ) (i) )

", .1

Ry R TR W i R (S A R TR U AN T uz u'v")
o (W pty - 0" — "y ") i) by (0 - — " g ") - 0).

| |2 - |y |2 - dpdy - dytly - dp] - 0" =" | - du’ - du” - dv' - dv”

?r)

On observe que, dans les arguments des caracteres v, les variables d’intégration u et v n’apparaissent
plus que linéairement.

Se souvenant que I'on a toujours dans le domaine d’intégration
Wy =y

Iintégration pour les mesures additives
du - dv

tend & concentrer les mesures vers le domaine

lorsque n +— 4-00.

Introduisant n’importe quelle fonction continue & support compact
1,: F, — Ry

qui vaut 1 au voisinage de 0, on obtient que notre produit hermitien est égal, a une constante multiplicative
pres, a la limite

: n=1_ g,/ -1 ", G 2 Hi-uw . 1/k . .
o hm /F Wz - du’ / W'l - dp /]Ix,n (<u1 A uv)) |l pol " dpn - dps - du - dv
[/ du' - d’UH (u o+ ’UU”) . |’UN‘ . ]Il.(u") . Hw(v”)}

/ | iy 1y )3 * - il - |1 | - gty - dptty - dpet] - du -
Wy =p

o (P ey uY Ul) 1/k> I ((MY +py - u'v sy “/> 1/k>
f (( 'u/2 ! ,U/Q ) (/1'1 ) f MIQ/ ! ’u/2/ (/1' /1' )
Yo (- g py — 1" )

Kt (u’,(m p) R (il gy )”’“) KR (1, () - (il )21,

11



Maintenant, on a :

Lemme IIIL.5. —
Pour toutes fonctions continues a support compact

oo T(F,) — C,

on a

1i /_1-d/-/ Il_l-d”-/]IG Ha H1-u . Yk dius - dus - du - d
o dm /szlulz 1 FXIulm 14 e \ iy v i - uw i pialy ™ - dpy - dp - du - dv

. {/ du’ - dv" - wx(u o+ UU“) . |U”| . ]Im(u”) . I[I(U//)]

/ |y iy 1y g3/ * -y - dpy - dp
! sy =p!

@ (ks (p ) %) - @ (o 15 (ui 115)17)
Yo (p' - pa gy — p” - g )
k”( ! ()R (1 u’z)l/’“) KR (1, (e ) MR- (] puly) VR

/\ulﬂzl”’“ dpts - dpy o' (1, 1)) - @ (s i, (1 )P

Démonstration :
Comme la pp-transformation de Fourier sur T'(F;)

o @= [(u’pu’w(u’l 1) 1/’“ /Im pio|X* - dpn -duzw(m,uz,(m uz)l/k)

kLT (ul 1y bzt (pa )™ (1 )”’“)]

préserve le produit hermitien

(¢, ¢") = (¢ ¢") =/|u1 pio| /% - dpy - dpo - ! (m,uz,(m uz)l/k> " (p, iy (pa po)V/F)
et que, pour tout (1, p2, (1 p2)*/*) € T(Fy),
ko (Hlaﬂ%(ﬂl uz)”k) = /F plz i e (- (i1 + o)) - K2 (u, (1 uz)l/’“) :
on sait déja que le produit hermitien

/\ul ph| % - dpy - dydy - ! (ul,uz,(ul Hz)l/k) TN TATA

est égal a l'expression

/Xlu’l;1~du’ : / W[5t dp - /|M1N2|x/k dpy - dpus - /Iuluzu{u’z’ Y dp - dpy - dp - dpy

P

( M27 ,U1 N2 Uk) ! (Ulaﬂzv(lh Nz)l/k)
o (- (pr py + po py) — " - (pa pf + p2 1))
( (1 p2) " - (mm)”’“) SR (', (i ) VR - (] )R,

12



Il s’agit donc de prouver que cette expression ne change pas si ’on remplace 'opérateur d’intégration

/Iuluz glc/k'dﬂl'dﬂ2'/|//1:u/2/i/1/ﬂl2/ Wy - dply - dpt! - dpy

par les opérateurs

l/kd -d . du - d ']IG M1 M1 U
/|M1M2x H1 - Qb2 /U v llpn [ v o+ pg o uw

/du” . dv// . z/Jw(uu// + /U’U//) . ‘/U//lw . ]LE(’LLH) . ]Iz(’l)//)
/ |y iy g i 3% - dpy - dpy - dp]
Wy =p py
et que 'on fait tendre n vers +oo.
Il suffit de le faire dans le cas ou les deux fonctions continues a support compact
o, T(F,) — C
sont déduites de deux fonctions continues a support compact
" GF,) = C

par les formules

/

R Y !
o’ (u’l,u’g,(u’l Mlz)l/k> = \u’glx-/du’-dv’-f’ ((“1 /"2 A NITATARL

py - v’ Ha
" " i " "
+ U - U
O (o ) =il [ a5 ((“ e ) N u’z’)l/k) .

Or ceci résulte de ce que le produit hermitien
(f's ")
de deux telles fonctions f’, f est égal & I’expression qui précede 1’énoncé du lemme IIL.5.

Cela termine la preuve de ce lemme.

Remarque sur la démonstration du lemme :

Cette démonstration utilise le plongement de T'(F,,) dans G(F,) et le fait que le noyau k27 sur T(F}) est
relié au noyau

kKl G(F,) — C
(9:0et(@'™) > [ vl Te(9)) B2 (s det(9) )
Fy
dont on suppose qu’il est suffisamment contrélé pour autoriser les différents changements d’ordre des intégrations

dont on a besoin au cours du calcul.

Lorsque k = 2, on peut aussi faire un calcul direct a partir de ’expression

kLT (M,Hz, (11 #2)1/2> - /FX dp -y (lfl T2 (Ml ¥ s+ 2 (i H2)1/2>) '

13



Le noyau k27 est en effet déduit de la fonction
(Mo A1y A2) = g (Ao + A1+ A2)
par intégration le long des fibres de
pr:Ts(Fy) — T(F)
(Mo, A1, A2) = ()\3 AL = 11, M A = a2, Ao A da = (i M2)1/2) .

Les éléments de chaque telle fibre ont la forme

M1/2 o 22 M1/2
(/"Ll' 1/21 1/2° lu2'<:u‘1 +/u’2 ) ’ ,u*]-, 1/22 1/2>
Hy' T g Hy' T g
avec
,u1/2 251 Ml/z 2 1/2 1/2 2
1 _ 2 _ ( ) _ 1/2
- 9 - ) + - + + 2 9
Ni/z ‘Hé/z 1+ (p H2)1/2 M}/Q 'Hl;/Q (11 M2)1/2 T 1o My o M1 T 2 (1 p12)
et
M1/2 1/2 172\ 2 M1/2
Vo <M_1 : ﬁ + (/h/ + 1y ) +ut 1/221/2> =Yz (/L_l + (,ul + p2+2(m ,u2)1/2)) .
) My g
Comme la distribution sur T5(F,) = F?
/dAO ~dAr - dAg - /d)\g SdN) - dNy - dNG - dNY - dNY
(Ao A + A1 X] + X2 A — Ao AG — AL A — Ag A3)
fl()‘67 )‘/h )‘/2) : f”()‘ga )‘lllv )‘/2/)
est supportée par la diagonale
)‘6:)‘6’7 )‘/1:>‘11/7 )‘/2:)‘l2/7
on en déduit que la distribution
/ du' - dp” - /dul ~dpg - /du’l “dpy - dpy - dpsy
FXxFY

e (MH +u? (Ml P+ oy + 2 (i o) - () u’z)l/Q))

ta (—u”‘l — " (ul P+ o iy 42 (i pa) 2 - //2’)1/2))

¢ (u’l,ué, (uh MI2)1/2) " (1 iy, (i ) 1/2)
est supportée par le produit des diagonales

! 1"
o=
et
py= 0, py =y
|

Reprenons le calcul du produit hermitien

(0= [, oo F0) 70
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des p-transformées de Fourier de deux fonctions continues a support compact
" GF,) = C

au point ot nous ’avions laissé avant 1’énoncé du lemme III.5.

D’apres ce lemme, ce produit hermitien est encore égal a

/\uluz ;/‘“-|u2|i~du1-du2-/du-dv

(e 8 ) (P ) )

M2 -V M2 M2 -V H2

qui, d’apres le lemme II1.3(ii), n’est autre que
[ g9 Tl = (11",
G(F,)
On obtient finalement :

Proposition IIL.6. (modulo vérification des convergences et de la légitimité des échanges d’ordres des
intégrations utilisés lors du calcul) —

On suppose comme dans la proposition 111.2 que la fonction noyau
kf . G(F,) —»C

s’écrit sous la forme

kL (g,det(g)l/’“) :/ dp - o (g Tr (g)) - k2 (u, det(Q)”'“)

x

et vérifie la formule

kO™ (MLMZ, (11 ﬂz)l/k> :/

Fm

il e (- G+ 12) -2 (1, G a2

pour tout élément (,ul,,ug, (11 m)l/k) e T(Fy).

Alors lopérateur de p-transformation de Fourier sur G(Fy)

fef= lg’H/G(F

x

dpg- f(g)- kﬁ(gg’)]

vérifie la propriété (2) du probléme II1.1, c’est-a-dire respecte le produit hermitien

") s (S = /G L e 110 TG,

15



3 Une troisieme propriété locale : la transformée de Fourier de la
multiplication point par point des fonctions
On considere toujours la représentation de transfert
p=sym® : G = GLy(C)/pus, — GLyy1(C)

du revétement de degré k > 1
G = GL2 xg,, G,

de GL2

En une place arbitraire = de F, on considére une fonction noyau
kKt . G(F,;) = C

qui s’écrit sous la forme

200) = [ diw- vl T (9) -2 (1o det(s) )

et satisfait les hypotheéses des propositions I11.2 et II1.6, donc aussi les propriétés (1) et (2) du probléme
IIT.1.

Pour démontrer la propriété (2) d’unitarité, nous avons calculé le produit hermitien

(=, o 7o

des p-transformées de Fourier f’ et f” de deux fonctions continues a support compact

f " G(F,) — C.

La facon dont nous avons mené le calcul ameéne a considérer aussi les intégrales

[ PP
G(Fy)
associées a trois fonctions continues a support compact

fof " G(F) — C,

c’est-a-dire a s’intéresser au p-transformé de Fourier de 'opérateur de multiplication point par point des
fonctions sur G(F;).

L’intégrale ci-dessus s’écrit

/c;( )df’9~/dp9/~dpg”~dpg’"~f'(g’)-f”(g”)~f”’(g”’)~k£(99’)'k£(99”)-k‘a’i(gg”’)
Fy

et on peut mettre les éléments g € G(F;) sous la forme

(G 2 G )

avec, d’apres le lemme IT1.3(ii),

dpg = | pa2ly/* - |2 - dpa - dpia - du - dv.
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D’autre part, on a
kb(99') - ke(gg") - ka(gg™)
_ / dM/ . dMN . dMW . k;’ (//,det(gg/)l/k) 'ki (u”,det(gg”)l/k) k,g (,u’”,det(gg”’)l/k)
FieXFexXFy

Yo (- Tr(gg") +p" - Tr(gg") —p" - Tr(gg"))

avec

" Tr(gg)+u" Tr(gg") — " Tr(gg")
(91011 go0-p2) +p" - (gY 1 -+ 950 p2) — 1" (g)"y - 1 4 g o - o)
Ho-gyqt+ T '95/,1 —u"- 9/2/,/1) CH1 U

" "1

+
+ Wogia+u g =" gy v
+

W goo 1" gis— 1" gys) - uv.

[LL .
p -

!/ /

Ici encore, le terme quadratique en u et v

" "

(1 - goo+1" gyo—u" - goa) - p1-uw

pose probléeme, mais on a ’analogue suivant du lemme I11.4 :

Lemme IIL.7. -
Soit K, ¢ le méme sous-groupe compact mazimal de G(F,) que dans le lemme 111.4.

Alors, pour tous p', ", (/" € EX et tous éléments
g/7g//7g/// e G(Fﬂaj)7

il existe un élément gy € K ¢ tel que

1

(9" gp)22 =1 - (9’ 90)22 + 1" - (9" 90)2,2 -

]

Procédons comme au paragraphe précédent, en supposant en particulier qu’il est légitime de changer
I’ordre d’intégration

/ dpg . /dp g/ . dp g/l . dp g//l ./ d#l . d,u:” . d#//l
G(Fz) FoxFyxFy

/ d//[/l . d//(:// . dMl// / dpg . /dpg/ . dpg// 'dpgl”-
FoxFox Fy G(Fy)

On écrit la mesure fG( £) d, g comme limite, quand n tend vers +oo, des mesures & support compact

en

fG(Fz) dyg- llf,n qu’il est possible de faire commuter avec les sommations [ d, g -d,g"” -d,g".

Comme les mesures fG(F ) Hgn(g) -d, g sont invariantes par K, g, on obtient que le produit triple

[ 4T 76)
G(Fy)
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est égal, a une constante multiplicative pres, a la limite

li du - du” - du" - | 1€ H1 H1-u . 1/k 2 dus - dueo - du - d
b /mepmxm e e\ v gt ) PRl il dp - dpiz - du - do
/ |y piy i g ! ' 13 2 N |2 - (s |2 - dpy - dpy - dpt] - dpy - dpsy”
/L///IL;//:/L//L/Q+}»L//IJ/I2/
) "o
" — /1'//.[/‘2 /1/}/ _ H /52 /1/)/ cdu - do' o du - du” - du - do'!
B o L A P
/ A A 1" T R
rf (B py WYty U ' /1/k>_ //(<#1+H2'UU HQ'U) " //1/k)
f (( ’u/2 ! ’u/2 ) ) (Ml :u2) f MIQ/ o MIQ/ ) (Ml M2)
I e i
L £ M1 +/~"2 N Mo U > "o, 1/k>
f (( " ! (" py’)

)

N

2 (i ps)E - (i uz)”’“) A (u”, (i )M - (pa m)”’“) kg (s (! )R (o) V)
o (1 (o phy + po prn) + 1" - (g 4 po py) — p" - (g 4 o p"))
mn_1 " ///)

(
Yo (' ity - w0 4y " gy V" = g " " "o
Vg (0" + "l 0" — " 0" - g )
(

=

[l

Vo (W py - + "y — " iy ) g v)

"

Alors, pour p/, u” et p'”’ fixés, 'intégration pour les mesures additives

du - dv

amene a substituer les équations

" "

p " = 0 "

" "

/,L/N/JQ 'uI:/I,I/,L/Q'uI"‘/JN,U;/QI'U/I

dans les expressions de

f'(®), f"(e), f" (o)
a l'intérieur de l'intégrale.
Autrement dit, pour u/, u” et p'” fixés, avoir modifié les coordonnées de ¢’, g” et g"”’ par I'action diagonale
d’un élément gy € K, ¢ pour imposer la condition de départ

" "

o "o
W Ggoo =W ~goo T -gyo
entralne nécessairement aussi les conditions

n "

W gaq = s '9/2,1 +p" - 9§I,1 )

n "

Wegla =u"gra 1" gl
Comme la distribution considérée de f’, f” et f”" est invariante par 'action de K, ¢ et donc de Wg = &2,
et voit que I’équation vérifiée par le support de cette distribution

" "

" gy = gh g+ gn 4

entraine a son tour I’équation
" "

p" gy =g gl

Ainsi on a :
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Proposition ITL.8. (modulo vérification des convergences et de la 1égitimité des échanges d’ordre des
intégrations utilisés lors du calcul) —

On considere comme dans les propositions 111.2 et 111.6 une fonction noyau
kf:G(F,;) —»C

qui s’écrit sous la forme

kL (g,det(g)”’“) =/ dp - o (10 Tr (g)) - k2 (mdet(g)”k) :

F.’I?

Alors, pour tous p',p", 1" € FX fizés, la forme

/G(F )dpg . /dpg’ 'dp g// .dpg/// . f/(g/) . f//(g//) . f///(g///)

Kt (u’,det(g)l/’“ -det(g’)”’“) kL (u”, det(g)"/* - det(g”)”k) RE (7, det(g)/% - det(g")1/*)
Yo (' Tr(gg') + 4" Tr(g9") — " - Tr (99™))
ne dépend que de la restriction de la fonction

G(F,) x G(F,) xG(F,) — C
(¢'.9".9") = ) f"(g") - F"(g")
au sous-espace des triplets (¢',¢",g"") dont les projections dans GLa(F,) satisfont I"équation

"

'LL .g/l/:M/.g/+u//.g//'

Pour toute fonction continue & valeurs unitaires
p:G(F,) > UQ1) ={2 € C* | |z| =1},

Iopérateur
fefe=lgm flg)e(9)]
est un opérateur unitaire de I'espace des fonctions de carré intégrable sur G(Fy).

On déduit de la proposition II1.8 ci-dessus ou méme directement du calcul qui la précede :

Corollaire IIL.9. (modulo vérification des convergences et de la légitimité des échanges d’ordres des
intégrations utilisés lors du calcul) —

On considere une fonction noyau
k. G(F,) — C

g — k(g) :/F' dp (- Tr (g)) - k2 (u,det(g)l/’“)

qui vérifie les hypotheses et donc aussi les conclusions des propositions 111.2 et I11.6.

Soient une fonction continue unitaire

p:G(F,) - U() cC*
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et deux fonctions continues de carré intégrable
fl,fg : G(Fx) —C

reliées par la formule A
fa=fi-e.
Alors, sip est la p-transformée de Fourier d’une distribution supportée par T(F,) [resp. B(Fy)], la restriction

de fo 6 T(F,) [resp. B(F,)] ne dépend que de la restriction de fi d ce méme T(F) [resp. B(Fy)].
(|

4 Et le cas général ?

Nous voudrions maintenant revenir au cas général d’un groupe réductif G muni d’une représentation de
transfert

p:GxTr— GL,(C)
au sens de la définition I.1.

En particulier, G est muni des 2 caracteres detg et detp. Par définition, le cocaractére central dual de
detG
detg : C* = Zg =T =G

agit sur I’espace C” de p par 'unique caractere A — A, et le caractere detp est caractérisé par les identités
<deth p’ZT> = <6Ba p%">

pour toute composante p} de

~

pr = (prs-- s pp) : T = T = (CF)
qui est le plus haut poids d’un facteur irréductible de p.
Considérons d’abord le cas ou G est déployé et de rang 1, c’est-a-dire ne compte qu'une seule racine
simple. Autrement dit, le groupe dérivé G4°* = [G, G] est isomorphe & SLs ou PGLs, et le groupe dérivé du
dual G4 = [, G] est a priori isomorphe & SLy(C) ou PGLy(C).

Alors p est une somme directe de représentations irréductibles de G dont la restriction a Gd°r = SL2(C) ou
PGLs(C) est une représentation de puissance symétrique sym* : SLy(C) — GLjy41(C). De plus, le cocaractere
dual de ép R R

53 :C* =T

agit sur I'espace de tout tel facteur irréductible sym* par la famille de caracteéres
A= (AR N2 A TRF2 N R

et donc le cocaractere central - R
detp : C* = Zg =T

agit sur cet espace par
A= (AR NR),

Cela signifie que 'on a un morphisme R
GLy(C) —» G

dont 'image est le produit de Gaer ot de I'image de detp et dont le noyau est I'intersection des sous-groupes
finis 15, associés aux facteurs sym”* de la décomposition de p.
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Le dual de ce morphisme est un épimorphisme
G — GLsy.
D’autre part, on dispose de I’épimorphisme de quotient
G — G/Gder = Gab
vers le tore G?P. Les caracteres detg et detp de G se factorisent & travers G2P, et on a un carré commutatif

G Gab

QL, — % . @q,,

qui est nécessairement cartésien. On a prouvé :

Lemme III.10.

Si le groupe réductif G muni de la représentation de transfert p est déployé sur F' et de rang 1, il s’identifie
au produit fibré
G = GLy xg,, G*

m

via le caractére detg : G — G,,, du tore G*” abélianisé de G.

Le tore mazimal de G s’identifie a
T =T, xg, G*

et le quotient par conjugaison
G/G=T/We

s’identifie a
Al x G®

via le morphisme
(9,9™) = (Tr (9),4™).

Dans la situation de ce lemme, le groupe réductif G est également muni du sous-groupe de Borel
B = By xg,, G*

dont le radical unipotent Np s’identifie au radical unipotent

o= { 1)}

Alors on démontre exactement de la méme fagon que la proposition II1.2; la proposition I11.6 et le
corollaire II1.9 :

du sous-groupe de Borel By de GLs.

Proposition III.11.

Considérons le cas ot le groupe réductif G est déployé sur F et de rang 1, donc s’écrit

G = GL, xg. G*,

m
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et ot p est une représentation

p:G — GL,(C)

sans action du groupe de Galois I'p.

En une place arbitraire x de F, considérons une fonction invariante par conjugaison

kL G(Fy) = GLa(Fy) X px G*(F,) — C
(9,9™) = k(9,9

écrite sous la forme

k(9. g™) = /F At a1 T (g)) - B2 (1 g™)

pour une certaine mesure additive du de F.

Alors, sous réserve que les fonctions

Fp X Gab(Fy) 3 (11, g*°) = K2 (1, )

satisfassent les propriétés de convergence et de légitimité d’échanges d’ordres d’intégrations nécessaires dans
les calculs, on a :

(i)

L’opérateur de p-transformation de Fourier sur G(Fy) défini par le noyau k£
o fo= [ dg o) kge)
G(F.)
est compatible avec lopérateur de pr-transformation de Fourier sur T(F,) défini dans l’exposé 11
prrrBu= [ dteult) kr(e)
T(Fy)

via l’opérateur de passage aux termes constants

fo s et ()12 - funy(e) = [tr—) et (8)|2 - |65 (t)|2 / du~fx(t~u)]
Np(Fz)

si et seulement si on a pour tout élément
t = (t1,t2,8*") € T(Fy) = Ta(Fy) X px G*(Fy)

la relation

KT (1) = / Ao Il (- (b + £2) - RE (1, £

Fy
Sous ces mémes hypotheses, l'opérateur
Jo = fo
est unitaire.

Sous ces mémes hypotheéses, lopérateur de “convolution” sur G(F,) (défini comme le transformé par

fz fm de la multiplication point par point des fonctions) préserve le tore mazimal T'(Fy) ainsi que
le sous-groupe de Borel B(F).

Cela signifie que pour toute fonction continue unitaire

p:G(F,) > U()cC*
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dont la p-transformée de Fourier est une distribution supportée par T(F,) [resp. B(Fy)], et pour
toutes fonctions continues de carré intégrable

fl,fg : G(Fm) —C
reliées par la formule N
fo=fi-o,
la restriction de fo 6 T(Fy) [resp. B(Fy)] ne dépend que de la restriction de f1 a T(Fy) [resp. B(Fy)]/.
O

Dans le cas général, considérons I’ensemble ®¢ des racines de G.

Pour toute o € O, on note T, [resp. T, le sous-tore de codimension 1 de T [resp. T] défini comme la
composante neutre du noyau du caractere o : T — Gy, [resp. o : T - C*], et G4, [resp. @a] le sous-groupe
de Levy standard de G [resp. @] défini comme le commutateur de T, [resp. Ty dans G [resp. G].

Ainsi, chaque G, est un groupe réductif de rang 1 qui est défini et déployé sur toute extension finie
séparable F’ de F' dont le groupe de Galois I'er C I'p laisse invariante la racine . De plus, G, s’identifie au
dual de G,,. Les sous-groupes dérivés G4 = [G,,, G, et G =[G, G,] sont isomorphes & SLy ou PGLs.

Considérons maintenant une représentation de transfert
p:GxTr— GL,(C)

avec les deux caracteres associés
detg,detg : T C G — G,, .

Pour toute racine a € @, la représentation induite
Go = G 25 GL,(C)

se décompose comme une somme directe de représentations irréductibles dont la restriction a égcr = SI,(C)
ou PGLy(C) est de la forme sym* pour des entiers k > 0. On peut donc introduire le cocaractere

—

dety : C* — GL,(C)

dont I'action sur chaque facteur irréductible de Go —2 GL,(C) est donnée par A — A* si I’action de égef
sur ce facteur est de la forme sym”.

On peut noter CAT'; le sous-groupe réductif de rang 1 de G défini comme le composé de é(, et de I'image
de det,,. Il contient G, comme sous-groupe distingué et le quotient

Go/Ga
est soit trivial, soit un tore de dimension 1.

On peut encore noter G/, le groupe réductif dual de é; ; il est défini sur n’importe quelle extension F’

de F' sur laquelle G, est défini. On a un épimorphisme de groupes réductifs
G, — G,
dont le noyau est soit trivial, soit un tore de dimension 1. De plus, G, est muni du caractére
dety, : GI, = G,
dual du cocaractere central

detq : C* — G/, .
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On remarque que les T, fa, Ga, @a, cfe\ta7 é’a, G.,, det,, sont invariants par la permutation a — —a de Dg.

Ona:

Lemme III.12.

Avec les notations ci-dessus, supposons que le groupe réductif G est déployé sur F (si bien que les G,
a € B¢, sont définis sur F) et que les sous-groupes G = [G,, G, ], o € g /{£1}, de G commutent entre
euz ou, ce qui revient au méme, que les sous-groupes G =[G, G| de G commutent entre eux.

Alors :

(i)

(i)

(iii)

Quitte a remplacer p : G I'r — GL.(C) par une représentation conjuguée, on peut supposer non
seulement que p envoie T dans T,, = (C*)" mais que, poour tout a € ®q, le cocaractére det,, : C* —
GL,(C) se factorise a travers T,.

Le groupe réductif G s’identifie au quotient du produit

II c

a€dqg/{+1}
par un sous-groupe abélien central, produit d’un sous-groupe abélien fini et d’un sous-tore.
Le cocaractére produit
[I deta:C* =T, =)
a€dPqg/{£1}
est égal au composé
@ :C* —T AN T, ,

IT deta: ][] G.—Gnm

et le caractére produit

acdg/{£1} acdq/{£1}
est égal au composé de la projection
II ¢.—¢
a€dPqg/{£1}
et de
detp : G — Gm .
Démonstration :

(i)

, . ~ 14 , . 7 . . 7
La représentation G — GL,.(C) se décompose comme somme directe de sous-représentations irréduc-

tibles. La restriction a [G,G] = [I  [Ga,Gal de chaque telle sous-représentation irréductible
acd/{£1}
est encore irréductible, et elle s’écrit comme un produit tensoriel de représentations irréductibles des

facteurs [Go, Gal.

Le groupe réductif G s’écrit comme un quotient du produit 11 G, et donc aussi de 11 G,
a€dPqg/{£1} a€dPqg/{£1}

Le cocaractere produit
[[ deta:C*—1,
a€dqg/{£1}
et le cocaractere central - IR
detB:(CX —T =T,

agissent chacun par un scalaire sur chaque facteur irréductible de p : G — GL,(C).
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Afin de démontrer qu’ils sont égaux, il suffit de prouver que pour toute composante p¥ de pr =

(pk,...,ph) qui est le plus haut poids d'un facteur irréductible, on a
a€dqg/{£1}

Or, en notant @Jé I’ensemble des racines positives de G, on a
(deta, o) = (@), Vo€ @F.
La conclusion résulte de ce que ®f — ®¢/{£1} est une bijection et de la formule
H a=90pg.
acd,

O

Pour toute racine o € @, le groupe réductif G, muni du caracteére det,, : G, — G, vérifie les hypotheses
du lemme III1.10. 11 s’identifie donc a un produit fibré de la forme

G!, = GLy xg, G"P

m

ot G2P désigne le tore quotient G, /G/°" muni du caractere det,, : G/2P — Gp,.
Chaque G, est donc également muni d’un morphisme composé
/ Tr 1
Try : G, — GLy — A~
On déduit du lemme qui précede :

Corollaire I11.13.

Sous les hypothéses du lemme 111.12 ci-dessus, tout polynome sur le schéma affine
II <
a€dqg/{£1}

qui provient d’un polynéme sur le groupe réductif G qui est invariant par conjugaison, provient nécessairement
d’un polynome sur le schéma affine produit

H Al | x G*P
acedq/{£1}

via les morphismes
Tr, : Gl =AY, o€ ®dg/{£1}.

On démontre de la méme fagon que la proposition II1.2, la proposition III.6 et le corollaire IT1.9 :

Proposition I1I.14.

Considérons le cas ou le groupe réductif G est déployé sur F et ou ses sous-groupes G =[G, G4,
a € g /{+1}, commutent entre eux.
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En une place arbitraire x de F, considérons une fonction invariante par conjugaison

kf:G(F,;) —»C

qui, considérée comme une fonction de 1 GL ) (F.), sécrit sous la forme
a€dg/{£1}

kg(g) = ® d.uoc '(/)x Z Mo 'Tra(g) 74;5 ((/J'a)aebc/{il}a gab)
acd®q/{£1} acd®q/{£1}

ot Q) di, est une mesure additive de I F..
a a€dq/{+1}

Alors, sous réserve que les fonctions

[T £ % Gan(Fe) 3 ((1a) ™) = K2 (1) 9™)
acdq/{£1}

satisfassent les propriétés de convergence et de légitimité d’échanges d’ordres d’intégrations nécessaires dans
les calculs, on a :

(i) L’opérateur de p-transformation de Fourier sur G(Fy) défini par le noyau k?
o fo= [ dg o) kge)
G(Fe)
est compatible avec lopérateur de pr-transformation de Fourier sur T(F,) défini dans l’exposé 11
prrrfu= [ dteult) kr(e)
T(Fe)

via l’opérateur de passage aux termes constants

fo = |detp (@)% - fonn(e) = lt = [detp ()% - 0 (1)];/? / du - fa(t- U)]
N

B(Fac)

st et seulement si on a pour tout élément de T(F,) relevé en un élément t du tore mazimal de

I1 G, (F.) la relation
acdq/{£1}

kgT(t) = / <® dﬂa) : <H |.ua|gc1> Py (Z Ha * Tra(t)> /'155 ((.ua)vtab)

ou t*P désigne l'image de t dans le quotient G**(F,) de T(F).
(ii) Sous ces mémes hypothéses, lopérateur
fo o fo
est unitaire.

(iii) Sous ces mémes hypothéses, lopérateur de “convolution” sur G(F;) préserve le tore maximal T(Fy)
ainsi que le sous-groupe de Borel B(Fy). O
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Nous voudrions maintenant traiter le cas général d’un groupe réductif quasi-déployé G sur F' muni d’une
représentation de transfert R
p:GxTrp — GL.(C)

telle que T'r agisse sur l'espace C" de p par permutation de ses r vecteurs de base. L’action de I'p sur
I'ensemble d’indices {1,2,...,r} définit une F-algébre séparable E de degré r, et p induit une suite exacte
de tores sur F'

1—T,—Tg=Resg/r Gy — T — 1.

Nous allons construire d’abord des opérateurs dits “de convolution” sur les G(F,) puis caractériser les
opérateurs de p-transformation de Fourier recherchés en demandant qu’ils transforment les opérateurs de
multiplication point par point des fonctions en les opérateurs de convolution qui auront été construits.

Les opérateurs de convolution sur les G(F;) vont étre construits & partir des opérateurs de convolution
déja connus sur les Ty (F,) = EX C E, et donc aussi sur les T(F}.).

Considérant 'espace linéaire
TE = ResE/pAl 5

avec donc Tg(F,) = E®p F, = E,, Va € |F|, on a d’abord :

Proposition III.15.

Le produit fy - fo de deux fonctions localement constantes a support compact [resp. de classe C™ a
décroissance rapide si x est archimédienne] sur un localisé E,, = E ®p F,, x € |F|, de E

f17f2 TE(FT) == ET —C
est encore une fonction localement constante & support compact [resp. de classe C*° a décroissance rapide si

x est archimédienne] sur E,.

De plus, on a

f/\f=/ dty - Fu(e —ta) - Folts) = Fr#i o

x

ou xp désigne donc l'opérateur de convolution additive. O
Notons Zg — Tg x T % Tg le fermé irréductible défini par I’équation
T+ 29 = s .

11 est de dimension 2 dim Tg = 27, et il est invariant par I'action diagonale de T dans Ty x Tg x Tg.
On a:

Lemme III.16.
Soit x une place arbitraire de F.

1l existe une unique forme différentielle

T
WEg € QZE/TE
relative au morphisme de 3° projection -
pr%E g —Tg
et de degré mazximal r = dim Tg, telle que :
\

P
e via son action diagonale, Ty agit sur wg par le caractére detg(e) composé de Ty — 5T et de
detg : T — G,
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e pour toutes fonctions localement constantes a support compact [resp. de classe C™° d décroissance
rapide si © est archimédienne] -
fl,fg : TE(F.L) = EL — (C,

on a

(1 +5 fo) () = / (0rh, )" (f1) - (01%,)" (f2) - wes

(prg )71 (e)
ot prle,prQZE,pr%E 1 Zg — Tg désignent les trois projections de Zg sur Tg.
|

On note T la variété torique affine normale de tore 7' définie comme le quotient de T par l'action du
noyau T}, de py. : Ty — T. Elle est définie par le cone convexe polyédral

Xe={xeXr|{x.pp) >0, 1<i<r}.

Notons alors Z,, le schéma affine normal défini comme le quotient du schéma affine lisse Zg — Tg x
Tr x Tk par laction diagonale de T,. Il est muni d’'une action de T' et de trois morphismes de projection
T-équivariants

prlZpT ) pr2ZpT 9 pI‘BZPT : ZPT — T .

Sa dimension est égale & 2 dim Tg — dim T, = dim T +dim T = r +dim 7. La forme différentielle relative

wg € Q”ZE T de degré r est invariante par I'action du sous-tore T}, de Tg. Elle provient donc d'une forme
différentielle
T
Wr € QZoT /T

relative au morphisme
pry Zpp — T

T
et de degré maximal r = dim Z,,, — dim T
On a:

Proposition II1.17.
Soit x une place ultramétrique de F.

_ Pour toute pr-fonction f, sur T(F,) et toute fonction localement constante & support compact @, sur

T(F.), on a :
(i) La fonction @, est de carré intégrable, et sa pr-transformée de Fourier ¢, est intégrable.
(ii) Le produit f, - @, est une pr-fonction sur T'(Fy).

(iii) Sa pp-transformée de Fourier
T(Fy) 2t fopa(t)
est donnée par les intégrales bien définies

o —

v (o) = /( P ) 0, )" Be) 0z = e B
PT

Remarque :

De méme, si x est une place archimédienne de F', on dispose de l'opérateur de ppr-convolution sur T'(F;)
défini par la formule

(fr.f2) = frxpn f2 = / (prz, ) (f1) - (013, ) (f2) wz,,

(b, )M ()
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et on a L N
f1-fa= fi*pr f2
pour toute pp-fonction f; : T(F,) — C et toute fonction
f2 : T(Fw) - C

continue a support compact.

Démonstration :

(i) est évident.

(ii) Par définition, 'espace des ppr-fonctions est engendré par les translatées par les éléments de T'(F,) de
fonctions

fo = (p¥)*(hm)

images par py. : Tg(F,) — T(F,) de fonctions localement constantes & support compact
hy : Tg(F,) = E, — C.
On peut donc supposer que f; est de cette forme et alors la conclusion résulte de ce que
fo - pa = (p1)«(ha - 9z 0 p1) -

(iii) Comme lopérateur de convolution est T'(F,)-équivariant, on peut supposer ici encore que f, a la
forme

fo = (py“)*(hz)

pour une fonction localement constante a support compact

hy,: E, —C.
Comme on a dans ce cas
fz = (P%)*(hz),
fo 9o = (pr)«(he - vz 0pp)

et

L —

fz'@z:(p}/“)*( hz'¢zop¥ )7

la formule annoncée se déduit de l'identité sur T (F,)

—

he - u 0Py (t2) = / (o, ) (he) - (01, )* (¢ 0 P%) - wzs
(pr, ) (t2)

par intégration le long des fibres de

oy Tp(Fy) — T(F,).
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L’opérateur de convolution #,, sur T'(Fy) en chaque place 2 € |F| va maintenant permettre de construire
un opérateur *, sur G(F,) en chaque telle place.

On a d’abord besoin de construire un schéma Z, muni d’une double action de G a gauche et & droite et
de trois projections équivariantes

pr%p,pr%p,pr%p 2, GxGxG.
On commence par le lemme suivant :

Lemme III.18.

(i) Le produit
GxGxG

muni de la double action diagonale de G a gauche et a droite est isomorphe sur F a
G\[G x (G x G x {1}) x G]

ot les points g de G agissent
e sur le premier facteur G par la translation & droite e g,

e sur (G x G x {1}) par convolution g~* e g,

1

e sur le dernier facteur G par la translation a gauche g~ e.

(ii) Soit G™& louvert dense de G défini sur I constitué des points g de G dont le commutateur Cg(g)
est isomorphe sur F' au tore maximal T de G.

Alors la variété munie de la double action de G
G\[G x (G x G x {1}) x G]
s’identifie & un ouvert dense de G x G x G, et elle est isomorphe sur F @
Ng(T)\|G x (G x T*® x {1}) x G]

ot T8 est 'ouvert dense TN G™8 de T, et Ng(T) =T x Wg est le normalisateur de T dans G.
O

On a d’autre part :

Lemme III.19.

Supposons que G est déployé sur F' ou, plus généralement, que la F-algebre séparable E associée a l’action

de T'p sur{1,2,...,7} admet une décomposition en produit de corps
E= ][] EM™
1<i<e

qui est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13.

Alors la variété Z,, munie des trois projections
1 2 3 _ T
Prz, Pz, Pz, =Zpr =T

est également munie d’une action naturelle de Wg et donc de T x Wg = Ng(T) qui est définie sur F.
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Démonstration :

Par définition, Z,, est le schéma affine normal quotient par ’action de T, C T du schéma affine lisse
g < TE X TE X TE

défini par I’équation =1 + x9 = x3.
L’isomorphisme I'p-équivariant R
TE — ((CX)T
définit un isomorphisme sur F -
Tr — (A1)
tel que I'action induite de I'r sur (A!)" se fasse par permutation des facteurs.

Or, comme on a vu dans le lemme I1.14, le groupe de Weyl W muni de ’action de I'r s’identifie a un sous-
groupe de Wg , C Wg C &". Via lI'isomorphisme Tg = (A')" sur F, le sous-schéma fermé Zp < TpxTpxTg
s’identifie au sous-schéma fermé Z, de (A1)" x (AY)" x (A1)" défini par la méme équation x, + zo = 3, et
il est stable par ’action diagonale du groupe symétrique G".

D’ot la conclusion. O
On peut maintenant poser :

Définition III.20.

Supposons comme ci-dessus que G est déployé sur F' ou, plus généralement, que la F-algeébre séparable

E associée a Uaction de Tp sur {1,2,...,7} admet une décomposition
E= ][] EM™
1<i<e

qui est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13.

Alors on notera Z, le schéma au-dessus de l'ouvert dense
G\[G x (G x G x {1}) x G]
de G x G x G, que lisomorphisme sur F
G\[G x (G x G™& x {1}) x G] = Ng(T)\[G x (G x T* x {1}) x G]

transforme en

No(T)\ (G x ((pry, )7 (@) 1 (e, ) (T N (i, )7 (1) % G -

Remarque :

Le schéma Z,,. au-dessus de T x T x T est 'adhérence schématique de son ouvert image réciproque de
TxTxToumémeT x T xT.

De plus, comme il est T-équivariant, il est entierement déterminé par sa fibre au-dessus de T' x T8 x {1}.
|

Voici les propriétés essentielles de Z,, :

Proposition III.21.
Sous les hypothéses de la définition I111.20 |, on a :
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(i) Le schéma Z, est bien défini sur F.

(ii) 1l est muni d’une double action de G a gauche et a droite et d’une triple projection équivariante
(Prlz,,aprzz,,,pr%p) 1 Z, G xGxG,

toutes bien définies sur F'.

(iii) Sa restriction au-dessus de G x T x T se factorise a travers T x T x T.

Plus généralement, pour tout tore maximal T' de G, sa restriction au-dessus de GXT' xT' sa factorise
a travers T x T' x T'.

(iv) Sa restriction au-dessus de G x B X B se factorise a travers B x B x B.

Plus généralement, pour tout sous-groupe parabolique P de G, sa restriction au-dessus de G x P x P
se factorise a travers P x P x P.

Démonstration :
(i) Au-dessus de F, Z, s’identifie au quotient par T, de

(Te x Wa)\ [G x ((pry,) ™" (Te) N (pry,) " (T") N (pry,) (1)) x G
= (T x W)\ [G x ((pry,) ™ (Tr) N (prg, )~ (T"8) N (pry, )~ (T))) x G]

ou T}, est considéré comme un sous-tore de T;. = GJ,,.

L’action de I'r sur T, = Gj, par permutation des facteurs est compatible avec celle sur W, et elle
respecte le sous-schéma fermé Z, — T, x T, x T', ainsi que le sous-tore T},.

Ainsi, Z, est muni sur F d’une action naturelle de T'» qui définit sur lui une structure F-rationnelle.

(ii) est évident sur la construction.

(iii) Il suffit de prouver que la restriction de Z, au-dessus de G xT” x {1} se factorise a travers T’ x T" x {1}.
Si T" =T, cela résulte de la définition de Z,,.
Si T' est général, cela résulte de ce que 7" est conjugué de T sur F.

(iv) Il suffit de prouver que la restriction de Z, au-dessus de G x P x {1} se factorise & travers P x P x {1}.

Or, tout élément de l'ouvert dense P*® = P N G*® de P est conjugué a un élément de T"°® via un
élément de P. D’ou la conclusion.

]
On rappelle que la dimension de Z,, est
dim Z,, =2 dim T — dim 7T, = dim Tg + dim T'
si bien que les trois projections équivariantes
pry, Py, Py, Zy =T

ont pour dimension relative
dim Z,, —dim T'=dim Tg = r.

On en déduit :

Corollaire 111.22.

Sous les hypothéses de la définition 111.20, le schéma Z, a pour dimension

dm Z, =r+2dim G —-dim T
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et les trois projections équivariantes
1 2 3 .
Pry, ,prz, . pry, Z,— G

ont pour dimension relative

dim Z, —dim G =7 +dim ¢ —dim T = dim G 4+ dim 7T}, .

Rappelons maintenant que le schéma équivariant
Zpp =T XxTxT
est muni d’une forme différentielle algébrique
pr € Q%,,T / T

relative a la troisieme projection
prBZpT : Zpp =T
et de degré maximal r = dim Z,,, — dim 7".
Le tore 1" agit sur cette forme différentielle relative w,,. par le caractere detg : T — Gy,

On peut poser :

Définition IT1.23.
Sous les hypotheses de la définition 111.20, on notera

r+dimG—dim T
wp, € QZP/G

la forme différentielle (uniquement déterminée a multiplication prés par une constante) relative a la troisiéme
projection
pr%p 22, =G

et de degré mazximal
dim Z, —dim G =r+dim G —dim T’

telle que :
o laction de G a gauche ou a droite sur Z, transforme w, par le caractére detg - detp = det,,,

e en particulier, w, est invariante par conjugaison par G,
e au-dessus de G x G*™8 x {1} C G x G X G, ot la fibre (pr‘}p)_l(l) C Z, est isomorphe

Ne(T)\ [(Pf3zp )7H1) x {(g1,92) EG x G | g1ga = 1}] ;

T

la forme différentielle relative w, est le produit de
Wor € QTZ,,T /T
et d’une forme différentielle algébrique invariante de degré maximal de

Na(T)\{(g1,92) € G x G | g1 g2 =1} = Ng(T)\G .
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Le schéma Z, au-dessus de G X G x G et la forme différentielle w, sur Z, relative a la projection
pr%p : Z, — G permettent de définir un opérateur de “p-convolution” sur G(F;) en toute place x de F' :

Définition II1.24.
Sous les hypotheses de la définition I11.20, considérons une place arbitraire x € |F)|.

On appellera “produit de p-convolution” de deuzx fonctions
farpz: G(Fy) = C

et on notera
fz*p 00 : G(F) = C

la fonction définie par l'intégrale
(hn@mm=[3)(;mzmn»@@fwau% g€G(R),
pry )" (g

quand celle-ci est bien définie.

Remarque :
Le produit f, *, ¢, sera défini plus généralement si

e i, est une fonction (ou méme une distribution) qui s’écrit comme limite, en un sens approprié, de
suites de fonctions
on:G(F,) > C, neN,

telles que les intégrales
(Fospwd@ = [ onh) () (013, ()
(e )1 (o)

soient bien définies,

o les suites de fonctions
fo*pon t G(Fp) = C

convergent en un sens approprié vers une fonction
fo*ppz: G(Fy) = C

qui ne dépend pas de la suite (¢, )nen considérée. |

Nous pouvons maintenant poser :

Conjecture IT1.25.

Supposons toujours que G est déployé sur F' ou, plus généralement, que la F-algébre séparable E associée

a Uaction de Tr sur {1,2,...,7r} admet une décomposition
E= ][ E™
1<i<e

qui est “bien disposée” pour p au sens de la définition 11.13.
Alors, en toute place x € |F|, il existe un unique opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F,) de
la forme du lemme 1.3

hHﬁM=Lwﬁﬂh@%Mﬂ

qui vérifie les propriétés suivantes :
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(1) Il est compatible avec 'opérateur de pr-transformation de Fourier sur T(F,) déja défini
prrr al0) = [t pult) k7 (09)
T(Fz)
via l’opérateur de passage aux termes constants

fo |detB(o)\}£/2 - fong(®) =|detp(e)dp(e) }5/2 / du - fr(eu).
Np(Fy)

(2) Il préserve le produit hermitien

<f1,f2)~><f1,f2>:/0 dpg-f1(g) - T2(@)

T

et définit donc un automorphisme unitaire de l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur
G(F,) pour la mesure d, g.

(3) Il transforme opérateur de multiplication point par point des fonctions sur G(F,)

(f1, fo) = f1- f2
en lopérateur de p-convolution de la définition 111.24
(fz, P) = [z *p 0
(quitte a modifier la forme différentielle w, qui définit *, par une constante multiplicative uniquement

déterminée).

Remarque :

Si un opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F;)
forr B0 = [ dyg Lile) Kelge)
G(Fo)

vérifie les propriétés (1) et (2) ci-dessus, alors son opérateur de convolution associée (défini comme le trans-
formé par f, — f, de la multiplication point par point des fonctions) est nécessairement égal & 'opérateur

(f:rv‘pz) = fz *p Pz

de la définition II1.24 §’il stabilise le tore maximal T'(F,) de G(F,) au sens que le support Z C G(F;) x
G(Fy) x G(Fy) de la distribution qui le définit vérifie la propriété

ZN(G(Fy) XT(F,) x T(F,)) CT(Fy) x T(F,) x T(Fy).
Cela résulte en effet de la propriété (1) de compatibilité avec le passage aux termes constants.

Pour la démonstration de la conjecture :

Si  est une place archimédienne, toute représentation irréductible de G(F,) est un sous-quotient d’une
représentation induite par un caractére du tore T'(Fy,).

Il en résulte qu’il existe un unique opérateur de p-transformation de Fourier f, — fx sur G(F,) qui soit
compatible avec les translations a gauche et a droite au sens que
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— 3 PN
fﬂg = |detp(9)|m1 -9 fas

—~ _ ~ 1
Ify = |detp(9>|:p1 “f3
et qui vérifie la propriété (1) de compatibilité avec le passage aux termes constants.
De plus, cet opérateur est unitaire puisque la pp-transformation de Fourier sur T'(F},) est unitaire.

Il reste donc seulement a démontrer que son opérateur de convolution associé n’est autre que *, et, pour
cela, qu’il stabilise le tore T'(Fy) de G(F}).

Si z est une place ultramétrique, notons L?(G(F)) espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable
sur G(F,) pour la mesure d, g, et L?(G(F,))"" le sous-espace de Hilbert défini comme 1'adhérence dans
L?(G(F,)) de I'espace des fonctions localement constantes & support compact

fo:G(F;) > C
dont la décomposition spectrale ne fait apparaitre que des représentations induites de caracteres du tore
T(F,).
On dispose de 'opérateur de projection orthogonale
LAG(F) — L*G(Fo)™,
foom R

Il commute avec les translations a gauche et a droite.
On remarque que l'opérateur de p-transformation de Fourier recherché

fo = fa
doit nécessairement préserver le sous-espace L?(G(F,))*" de L?(G(F,)) et commuter avec le projecteur
fo = £
De plus, la propriété (1) signifie que sa restriction au sous-espace L2(G(F,))*" est déja entierement
déterminée. C’est un opérateur unitaire puisque la pp-transformation de Fourier sur T'(F,) est unitaire.

Pour déterminer entierement l'opérateur de p-transformation de Fourier sur G(F}), il suffit de connaitre
son action sur les fonctions de la forme

fi-f2

ol fi et fo sont deux fonctions localement constantes & support compact sur G(F,) telles que fio" = f;
et fi°' = f,, c’est-a-dire dont les décompositions spectrales ne font apparaitre que des représentations de
G(F;) induites de caractéres du tore T'(F}). En effet, ces produits suffisent & engendrer tout le spectre de
G(Fy).

Or on doit nécessairement avoir L

f1'f2=f1*pf2

ol fl, fg et donc aussi J/‘\l * fg sont déja déterminées.

Ainsi, on a montré la propriété d’unicité de la conjecture.

Pour la propriété d’existence, il faudra probablement recourir aux fonctions unitaires

I$, : G(F,) = G(F,) = (NPP\G/Np)(F,) = U(1) ={z € C* | |2| = 1}

qui seront introduites et étudiées dans le chapitre IV.

—

L’invariance de ces fonctions par Np(F,) ou N’ (F,) implique que leurs p-transformées de Fourier I[g,cz
sont bien définies a priori en tant que formes linéaires se factorisant a travers I’lhomomorphisme
tor Ttor Ttor
Jorr [ fir =]

T

sur Pespace des fonctions f, € L?(G(F;)) telles que la fonction E?r = f;‘“ est intégrable sur G(Fy).
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