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Introduction :
On s’intéresse au transfert automorphe entre groupes linéaires sur les corps de fonctions.

Ce transfert résulte de la correspondance de Langlands sur ces corps, mais on voudrait bien pouvoir le
démontrer directement par des calculs sur les groupes adéliques, comme dans la théorie de 1’endoscopie.

On montre que I'existence du transfert automorphe entre deux groupes linéaires quelconques est équivalente
a ’égalité de deux fonctionnelles.

Chacune de ces fonctionnelles est définie comme résidu d’une certaine série formelle qui vérifie les deux
propriétés suivantes :

— c’est une fraction rationnelle, comme conséquence du théoréme de décomposition spectrale de Lan-
glands,

— tous ses coefficients sont donnés par des expressions explicites et “géométriques”, c’est-a-dire obtenues
en évaluant certaines fonctions adéliques en les points rationnels des groupes considérés.

On voit donc que, méme si cela se fait d’'une maniere compliquée, le principe de fonctorialité peut s’exprimer
en termes uniquement géométriques, qui ne font plus référence a l’analyse spectrale.

Nous étudions particulierement le cas “non abélien” le plus simple qui est 'induction automorphe de GL(1)
a GL(2) via une extension quadratique.

Meéme dans ce cas, nous ne savons pas démontrer directement 1’énoncé géométrique voulu.

Les cing exposés rassemblés ici ont été donnés a I'THES en mai et juin 2006 puis répétés sous un autre
angle dans le cadre de ’école d’été “Autour des motifs” organisée & 'THES dans la deuxiéme quinzaine du
mois de juillet 2006. Ils seront suivis d’autres publications qui permettront de généraliser et de préciser les
conjectures des exposés IV et V.

Ce travail est inspiré par les récentes tentatives de Langlands pour aller “au-dela de ’endoscopie” (voir dans
la bibliographie ses deux articles de 2004 et 2007).

L’auteur adresse ses profonds remerciements a Cécile Cheikhchoukh qui a assuré la frappe du manuscrit avec
son efficacité habituelle.
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Exposé I :
Principe de diagonalisation

1 Groupes linéaires adéliques

On se placera toujours sur le corps des fonctions F' d’une courbe X projective, lisse et géométriquement
connexe sur un corps fini F,.

On note | X| Pensemble des places de F' identifiées aux points fermés de X.

Pour toute place x € | X]|, on note :

e F, le complété x-adique de F,

e O, l'anneau des entiers de F,

e deg(z) la dimension sur F, du corps résiduel x(x) de O, avec donc |k(z)| = ¢1°8(®) = ¢,

e 1 : F — Z la valuation qui accorde la valeur 1 aux éléments uniformisants de O, et || = a1
norme associée.

a

On notera A = Ap l'anneau des adeles de F' et Oy = Oy, son sous-anneau des entiers.
On dispose de I’homomorphisme de degré
deg : A — 7
(am)xe\X\ = _ZdEg(x) ‘r(aaz)

Son noyau A*? contient F'* d’apres la “formule du produit” et le quotient F*\A*Y est compact.

Pour nous, un “groupe linéaire sur F” sera un groupe algébrique réductif quasi-déployé sur F' de la forme

G = H ResEi/F GLTI
ic€lg

ou I est un ensemble fini d’indices et ou, pour tout ¢ € I, E; désigne une extension finie séparée de F' et
Resg, r GL;, désigne le groupe algébrique sur I déduit de GL,, par restriction des scalaires a la Weil de E;
a F.

Il 1ui est associé un groupe linéaire adélique

iclg

qui contient le sous-groupe ouvert compact maximal

KOG = H GLM (OAE,L)

i€lg

II 6.

z€|X]|



On note Mg 'ensemble fini des sous-groupes de Lévi “standard” de G, c’est-a-dire ceux dont la compo-
sante dans chaque Resg, ,r GL;, est un produit de blocs associé a une partition de I'entier 7;.

Le plus petit des sous-groupes de Lévi standard est le tore diagonal

TG = H ResEi/FG:,j,.

i€l
Puis on note Pg ’ensemble fini des sous-groupes paraboliques P de G dont le sous-groupe de Lévi Mp
est élément de M. Pour chaque P € Pg, on note Np son radical unipotent.
On dispose du groupe de Weyl de G

We =[] &

i€l
et des sous-groupes de Weyl Wy, C W des sous-groupes de Lévi M € M.
Pour tous P, P’ € Pg, on note Isom(P, P') I'ensemble des doubles classes

w e ijdp,\LWQ;/I@ﬁ4P
telles que
w? -Mp:-w= Mp,
ce qui implique
1U_J'~L@]4P,~1U ZZLL]4P.

Si P,P',P" € Pg et w € Isom(P,P’), w' € Isom(P’,P"), w w est bien défini en tant qu’élément de
Isom (P, P"), si bien que Pg devient un groupoide.

2 Le théoreme de décomposition spectrale de Langlands

Le centre de G est
Ze = ] Resp,/r G .

i€l
et le centre de G(A) est
Za(A) =[] A%, -

i€l

IT &%

i€lg

Il contient comme sous-groupe fermé

On choisit dans celui-ci un sous-groupe discret Ag tel que

[4G!°4% ]jI f§§,f%§i ZFG
i€l
soit injectif et de conoyau fini, et donc que A soit un sous-groupe discret et cocompact de Zg(F)\Za(A).

Pour cela, on peut choisir par exemple une place zo € |X|, un élément ag € F; de valuation non nulle,
et poser Ag = (ab)lc.
Le quotient
G(F\G(A)/Ag

est localement compact et de volume fini pour la mesure de Haar dg sur G(A) qui attribue le volume 1 au
sous-groupe ouvert compact maximal KOG .



On s’intéresse a ’espace de Hilbert
L*(G(F)\G(A)/Ag)

muni de I’action par convolution a droite de 1’algebre de Hecke
HY = C(G(A)).
Plus généralement, si M € Mg et
X Zu(F)\Zm(A)/Ag — C~
est un caracteére unitaire du centre Zs(A) de M(A), on peut considérer 'espace de Hilbert
L2(M(F)\M(A)/Ag, )
des fonctions
¢ M(F)\M(A)/Ag — C
telles que
® p(z-m)=x(z) ¢(m), Vz € Zu(A), Vm € M(A),
e || est de carré intégrable sur M (F)\M(A)/Zy (A).

Cet espace de Hilbert L?(M(F)\M(A)/Ag, x) est muni d'une action par convolution a droite de I'algébre
de Hecke HM = C2°(M(A)). 1l contient comme sous-espace fermé invariant I’espace

Leusp(M(F)\M(A) /A, X)

cusp

des fonctions ¢ dites cuspidales au sens que

/ dnp-p(np-m)=0, Vme M(A),
Np(F)\Np(A)

pour tout sous-groupe parabolique P & M muni de la mesure de Haar dnp de Np(A) qui attribue le volume
1 au quotient compact Np(F)\Np(A).

Une représentation irréductible de H de caracteére central y est dite “automorphe cuspidale” quand elle
apparait comme facteur direct de L2, (M(F)\M(A)/Ag,x). On sait que cet espace est la somme directe

cusp
hilbertienne de ces représentations, chacune apparaissant avec la multiplicité 1.

Plus généralement, une représentation irréductible de HM de caractére central x est dite “automorphe
discrete” quand elle apparait comme facteur direct de L?(M (F)\M(A)/Ag, x) lequel, comme nous allons
rappeler dans le cas M = GG, n’est pas somme directe hilbertienne de ces représentations : il contient aussi
un spectre continu.

Dans le but de donner la décomposition spectrale de L?(G(F)\G(A)/Ag), appelons “paire discréte” la
donnée d’'un sous-groupe parabolique standard P € Pg et d’une représentation irréductible automorphe
discrete m de Mp(A) dont le caractere central x, est trivial sur Ag.

Pour P € Pg, on désignera par
pp MP(A) — Ri
la racine carré du caractére modulaire de Mp(A), définie par
mp~dnp~m1§1:pp(mp)2odnp, vaGMp(A).
Pour toute paire discrete (P, ), on note
L%, (Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, )

I’espace des fonctions
¢ Mp(F)Np(A)\G(A)/Ac — C

telles que



e ¢ est invariante & droite par un sous-groupe ouvert K de K§,

e pour tout élément k € K§, la fonction

or + Mp(F)\Mp(A)/A¢c — C
m = pp(m)~t-p(m- k)

est dans le sous-espace 7 de L*(Mp(F)\Mp(A)/Ag, x=). On note

loll? =/ dk - [ ox])?,
K§

si dk est la mesure de Haar de volume 1 sur K(?, c’est-a-dire la restriction de dg.

Pour tout P € Pg, on note |P| le nombre total de blocs matriciels qui sont les facteurs du groupe
algébrique linéaire Mp ; et on note Ap le tore complexe des caracteres

Mp(A)/Ag — C*

qui se factorisent a travers
deg o Nm o det
gegomoder,

Mp(A) ZIP!,

La dimension de ce tore est |P| — |Ig].

On note Im Ap le sous-groupe réel compact de Ap constitué des caractéres unitaires, et Re Ap le sous-
groupe réel des caracteres & valeurs dans R, avec la décomposition

AP = IHlAP X ReAp.

On met sur Im Ap la mesure de Haar dAp de volume 1.
On remarque que pp € Re Ap.

Tout caracteére A\p € Ap s’étend en un caractere de P(A) via 'homomorphisme P(A) — Mp(A), puis en
une fonction sur G(A) invariante & droite par K§' si on utilise la décomposition d’'Iwasawa G(A) = P(A)-K§
et invariance du caractére A\p de P(A) par le sous-groupe P(A) N K§'.

Pour toute paire discrete (P, ), notons alors
L2 (ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, )
Pespace (dit “de Paley-Wiener”) des fonctions

telles que I'application induite
)\p [ad (I)()\p, 0)

soit une combinaison linéaire finie & coefficients dans
L2, (Mp(F) Np(A\G(A)/Ag,T)

de caracteres du tore Im Ap.

On munit cet espace de la norme hilbertienne

||<I>H2:/ dp - | 2(0p, o).
ImAp



Rappelons la définition des séries d’Eisenstein : Si (P, ) est une paire discréte, ¢ € L2 (Mp(F) Np(A)\G(A)/
Ag, ) et A\p € Ap est vu comme une fonction sur G(A) invariante & droite par K§, la série d’Eisenstein

Eg(@v >‘P)

est définie sur un ouvert de Ap (constitué des A\p tels que |Ap| > pp au sens du paragraphe VI.1.b, page
281, du livre [Lafforgue, 1997]) par la série

GFN\G(A)3g— > (p-Ap)(dg)
SeP(F)\G(F)

qui converge absolument dans cet ouvert, et ailleurs par prolongement analytique; elle n’a pas de pole qui
rencontre Im A p.

Puis rappelons la définition des opérateurs d’entrelacement : Soit d’abord une paire discrete (P, ) et
P’ € Pg un sous-groupe parabolique tel que Mp: = Mp. Cette égalité Mp, = Mp induit une identification
Ap = Ap et on peut noter Ap; € Ap; 'image de tout Ap € Ap.

L’intégrale

an’ —1

M};/(go,)\p) 1g— (- Ap)(npr - g) - Api (9)

(NpONp/ ) (A)\Nps (4) AP, P/

(ot dnps et dnp pr désignent les mesures de Haar de covolume 1 relativement aux réseaux Np/(F') et (Np N
Np/)(F)) est absolument convergente sur un ouvert de Ap. Elle se prolonge analytiquement & Ap tout entier
et aucun de ses poles ne rencontre Im Ap. Si (P, ') est la paire discrete qui correspond a (P, 7) via I'identité
Mp:(A) = Mp(A), elle prend ses valeurs dans L2 (Mp/(F) Np: (A)\G(A)/Ag, 7).

Si maintenant P’ € Pg est un sous-groupe parabolique standard relié & P par un élément
w € Isom(P, P') C W, \We /W,
avec donc w™! - Mp: - w = Mp, on définit une fonction méromorphe sur Ap & valeurs dans
L2, (Mp: (F) Npr (A)\G(8)/Ag, w(r))
par la formule

ME (0. Ap)(9) = ME (@, Ap)(w ™t -g), VgeG(A).

Pour toute paire discrete (P, ), notons Fixe(r) le groupe fini des couples
(w, pp) € Aut(P) x Ap

tels que w(r ® pp) = .

Puis introduisons le sous-espace

L% ae(ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag,T)

o0o,fixe

de
L2 (ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, )

constitué des fonctions
O :ImAp X Mp(F) Np(A\G(A)/Ag — C

telles que, pour tout fixateur
(w, up) € Fixe(m),



on ait
ME ,(®(Ap pip, o), Ap pp) = ®(w(Ap),8), VAp €ImAp.
En particulier, pour tout up € Im Ap tel que 7@up = 7, on doit avoir ®(Ap up,e) = P(Ap,e),VAp € ImAp.

Disant que deux paires discretes (P,7w) et (P’,7n’) sont équivalentes s'il existe un w € Isom(P, P’) et
un Ap € ImAp tels que w(m ® Ap) = 7/, nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de décomposition
spectrale de Langlands :

Théoréme 1.1. — Pour toute paire discréte (P, ), lapplication linéaire définie sur l’espace
L2 (ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, )

par la formule
1
B ——— - d\p - ES(®(A A
™ |Fixe(m)| /2 /ImAp P EF(2(p,2), Ap)

induit une isométrie du sous-espace

L% ae(ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag,T)

o0o,fixe

sur un sous-espace de

L*(G(F)\G(A)/Ag)
qui ne dépend que de la classe d’équivalence de (P,m). Et elle est nulle sur le supplémentaire orthogonal de
ce sous-espace L? dans L2, (ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, 7).

oo,fixe

Elle induit par suite une isométrie du sous-espace complété
Li.(ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag,T)

sur un sous-espace fermé de L*(G(F)\G(A)/Ag).

Enfin, L?>(G(F)\G(A)/Ag) est la somme directe hilbertienne de ces sous-espaces fermés quand (P, )
décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de paires discrétes.
|

3 L’expression spectrale des noyaux

L’algebre de Hecke HY = C2°(G(A)) agit par convolution & droite sur I’espace de Hilbert L2(G(F)\G(A)/
Ag). Elle agit d’ailleurs via I’algébre quotient HY /Ag = C°(G(A)/Ag) et 'homomorphisme

HE — HY/Ag
b (om T ).
a€Ag
Considérons donc un élément h € H”/Ag. C’est une fonction
h:G(A)/Ag — C

qui est a support compact et invariante a droite et a gauche par un sous-groupe ouvert K de KOG .
L’opérateur de Hecke associé est 'opérateur de convolution a droite par h dans l'espace des fonctions
localement intégrables
v:GF)\GA)/Ac — C.
Il est défini par la formule
o= pxh



(pxh)(g) =/G(A)/A dg- (g -97")  hlg).

Il admet un noyau qui s’écrit

Kn(d,9)= Y, hig™ -v-4),
YEG(F)

ce qui signifie que, pour toute fonction localement intégrable ¢ comme ci-dessus, on a
(e xhlg) = [ dg- Kn(g'.9) - 2(0).
G\G(A)/Ac

Pour tout sous-groupe parabolique standard P € Pg, on dispose aussi de I'opérateur de convolution a
droite

Y pxh

dans I'espace des fonctions localement intégrables
Mp(F) Np(A\G(A)/Ac — C,
et, pour tout Ap € Ap, on dispose de l'opérateur composé

@ — ((p-Ap)*h)-Ap' = h(p,Ap).

Pour toute paire discrete (P, ), chacun de ces opérateurs envoie I'espace L2 (Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, )
dans le sous-espace L% (Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, ) des fonctions invariantes & droite par K. Ce sous-espace
est toujours de dimension finie et il est nul en dehors d’un ensemble fini de classes d’équivalence de paires
discretes (P, 7).

On a comme conséquence immédiate du théoreme de décomposition spectrale :

Corollaire 1.2. — Pour toute fonction de Hecke
h:G(A)/Ag — C

a support compact et invariante a droite et a gauche par un sous-groupe ouwvert K de K§, le noyau de
lopérateur de convolution a droite par h dans L?*(G(F)\G(A)/Ag) s’écrit comme une somme

Kn(91,92) = Z K" (g1, 92)
(P77T)

de termes de la forme

77 1
K P gLg) = = Y / dAp - ES(h(p, Ap), Ar) (91) - EZ (0, Ap)(g2)
|Fixe(m)| ImAp
pEBK (P,m)
ot
o (P,m) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de paires discrétes,
o By (P,7) désigne une base orthonormée finie de chaque espace L3.(Mp(F) Np(A)\G(A)/ Ag, ).
|



4 Isomorphisme de Satake et groupe dual de Langlands

L’algebre de Hecke H® = C§°(G(A)) de notre groupe linéaire G = [] Resg,/r GL,, s’écrit comme le

i€l
- @

ze|X|

produit tensoriel infini

des algebres de Hecke locales HS = C§°(G(F,)) munies chacune de I’élément idempotent distingué 1, qui

est la fonction caractéristique du sous-groupe ouvert compact maximal K, = [] GLy,(Og, ) de G(Fy).
i€lg

On note ’HG la sous-algebre de Hecke “sphérique” de HS constituée des fonctions & support compact
sur G(Fy) 1nvar1antes a droite et a gauche par Ko .

On dispose dans GG du tore maximal

G = H ReSEi/FG:fL

i€lg

Si pour tout entier r, on note B, le sous-groupe de Borel de GL, constitué des matrices triangulaires
supérieures et N, son radical unipotent, on dispose encore dans G du sous-groupe de Borel

BG = H ReSEi/F B”

iclg

et de son radical unipotent
NB = H ResEi/F N” .

i€l
Le tore T est un sous-groupe de Lévi de Bg.

En chaque place x, on peut mettre sur Np(Fy) la mesure de Haar dnp, qui attribue le volume 1 au
sous-groupe ouvert compact

Np(F:) N K§, = [ Nni(Og,2) = N3(0.),

i€l
et on peut munir T¢(F,) de la racine carrée pp , du caractére modulaire de Bg(Fy), définie par
e dnp .ty = pp.(t:)? dnp., .
L’isomorphisme de Satake s’énonce :

Théoreme 1.3. — En toute place x, application linéaire

Hg¢ S hy — ltm — pB,z(tz) . /N " )dnB,m . hx(tx . TLB’:L»)
B x

définit un isomorphisme d’algébres de ’HG¢ sur l’algébre des fonctions a support compact
Tg(Fx) — C
qui sont invariantes par le groupe de Weyl W et par le sous-groupe ouvert compact mazimal

Tg(Om) :T(;( ﬂKOx H GT’ OE I .

i€lg

10



En particulier ’algébre de Hecke sphérique Hf«b est commutative. O

Référence pour la démonstration :
Voir l'article d’origine [Satake].

Dans notre situation — les groupes linéaires sur les corps de fonctions —, on peut lire le paragraphe 4.1 de
[Laumon]. O

Plagons-nous maintenant en une place z € |X| ot G est non ramifié au sens que toutes les extensions E;
de F', i € Ig, sont non ramifiées au-dessus de F,,. Autrement dit, on a pour tout i € I une décomposition

canonique
o= Fris
J

ou tous les facteurs Fj ; ;, qui sont en nombre fini, sont des extensions non ramifiées de F}.

Le tore T'(F,,) contient un plus grand sous-tore déployé qui est
= [Tr = T =70,
Et celui-ci contient comme sous-groupe ouvert compact maximal

Too=]]Or" =T.nKf,.

De plus, le quotient T'(F,)/T(O;) s’identifie & T, /T, ¢ puis, via les homomorphismes de valuation v,, a

11Z".
()
On a prouvé :

Corollaire 1.4. — Soit x une place ou G est non ramifié, c’est-a-dire ot tous les E; sont non ramifiés sur
F,.
Et pour tout i € Ig, soit I; 5 l’ensemble fini des composantes de E; , = E; Qp Fy sur F.

Alors lisomorphisme de Satake s’écrit canoniquement

G +1 . +1 16
S¢ ® (XE s X 18
'LeIG
J€l; o

Rappelons maintenant que le groupe dual de

G = Ii[ I{eslyi/p’(}IJTi

iclg

¢=TI T cu.(c

i€l 1:E;—F

est

ot1, pour tout i € I, on fait décrire & + I'ensemble fini des plongements de E; dans la cloture algébrique F
de F.

Chacun de ces ensembles {¢ : E; — F} est muni d'une action naturelle du groupe de Weil Wr de F,
donc G est lui-méme muni d’une action de Wg et on peut poser

L(; = (? X LLGT.

11



Considérons une place = € | X|. Le choix d'une cloture algébrique F, de F, détermine un groupe de Weil
local WFL, et le choix d'un plongement F < F} induit une immersion W, — Wg. Celle-ci ne dépend des
choix qu’a conjugaison pres par un élément de Wg.

Le groupe Wg, est muni d’un homomorphisme surjectif canonique
WFI - Wn(w) = Frob%

vers le groupe de Weil du corps résiduel k() en le point fermé = de la courbe X.

Supposons que les extensions £; de F' sont toutes non ramifiées en la place z. Alors 'action de Wg, sur

G se factorise a travers W (,) et on peut considérer le produit restreint
LA
G, =G x Wn(w) .

On note encore G, la fibre de G, au-dessus de 1’élément générateur Frob, de W, (défini comme I'auto-
morphisme d’élévation & la puissance |k(z)| = q4e2(®) = ¢ dans n’importe quelle cléture algébrique du corps
fini k(x)). Comme le groupe Wn(z) est commutatif, elle est invariante par conjugaison par les éléments de

L@, et en particulier par ceux de G.

On a encore :

Proposition 1.5. — Soit x une place ot tous les E; sont non ramifiés sur F.
Alors lisomorphisme de Satake induit un isomorphisme de l’algebre de Hecke sphérique 'H s sur Ualgebre

des fonctions régulieres sur G, qui sont invariantes par conjugaison par les éléments de G.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour tout i € I, 'ensemble I; , des facteurs de F; , = FE; Qp I,
s’identifie & 'ensemble des orbites de Frob, agissant sur '’ensemble des plongements {¢: E; <— F'}.
O

5 Le principe de fonctorialité de Langlands

Une représentation de G(A) [resp. G(F,) pour une place x € | X]|] est dite “lisse admissible” si
e tout vecteur de cette représentation est invariant par un sous-groupe ouvert de G(A) [resp. G(F})],
e pour tout tel sous-groupe ouvert, le sous-espace de la représentation constitué des vecteurs invariants

par ce sous-groupe est de dimension finie.

Une représentation lisse admissible de G(A) [resp. G(F,)] peut aussi bien étre considérée comme une
représentation de I'algébre de Hecke HE = C° (G(A)) [resp. HS = O (G(F,))].

Toute représentation lisse admissible irréductible m de G(A) se décompose canoniquement comme un
produit tensoriel infini
=@

z€|X]|
ou
e chaque facteur m,, x € |X|, est une représentation lisse admissible irréductible de G(F;),

e pour presque toute place = (c’est-a-dire pour toute place z sauf un nombre fini), la représentation
locale 7, est “non ramifiée” au sens que son sous-espace 7, 4 des vecteurs invariants par le sous-groupe

ouvert compact maximal K, = [] GLy,(Og, ») est non nul.
iclag
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Réciproquement, si des 7, sont des représentations des groupes locaux G(F;), x € |X|, qui vérifient ces
propriétés, leur produit tensoriel est une représentation lisse admissible irréductible de G(A).

On a :

Lemme 1.6. — Se donner une représentation lisse, admissible, irréductible et non ramifiée m, de G(Fy)
équivaut a se donner son sous-espace T, 4 comme espace de dimension 1 muni de l’action par un caractére
de l’algébre de Hecke sphérique Hf¢.

)

D’apres lisomorphisme de Satake

SSHG, = Q) CIXE . XE 1%

%,5,17 4,057
iclg
J€L o

cela revient a se donner une famille de nombres complexes

appelés les valeurs propres de Hecke de m,. O

On pourra appeler “spectre automorphe” de G(A)/A¢ et on notera I, (G(A)/Ag) I'ensemble des classes
d’isomorphie de représentations lisses admissibles irréductibles de G(A) qui apparaissent (discrétement ou
continiment) dans le Théoréme 1.1 de décomposition spectrale de Langlands de L*(G(F)\G(A)/Ag).

Ses éléments sont indexés par

e une paire discrete (P, ) (dans 'ensemble de représentants des classes d’équivalence choisi),

e un caractere Ap € ImAp,
modulo 'action des groupes finis Fixe(r).

On dispose des sous-ensembles naturels de T, :
Ilcusp qui correspond a P = G et 7 cuspidale,
ILgisc,ne qui correspond a P = G et 7 non cuspidale,
IT4isc qui est la réunion de Ilcysp et Iaise ne,

IIgis qui correspond a P & G,
ITgis,cusp qui correspond a P & G et m cuspidale,
IIgis,ne = gis — HEis, cusp-

On connait encore le théoreme de rigidité de Piatetski-Shapiro (pour lequel on renvoie au court exposé
[Piatetski-Shapiro] et a larticle [Jacquet, Shalika], p. 553) :

Théoréme 1.7. — Soit S C | X| un ensemble fini de places et w,7" € ay deux représentations du spectre
automorphe de G telles que, en toute place x ¢ S, m, et 7w, soient non ramifiées et z(m,) = z(rwl).

Alors m = 7'. O
Considérons maintenant un second groupe linéaire H sur F', et un homomorphisme
Lag=Gxwp 2 'H=HxWp

rendant commutatif le diagramme :
P

NS

Wr

e LH

13



En passant aux composantes connexes des abélianisés, on en déduit un homomorphisme de tores

e -

icla i'ely
puis un homomorphisme dual
I Gn— 1] Gu-
i€l i€lg

On supposera toujours que les sous-groupes discrets Ag et Ay de G(A) et H(A) sont tels que Ay € [[ A%
i'ely
s’envoie dans Ag C [] Aj par 'homomorphisme induit entre tores adéliques.
iclg

En toute place z € | X| ou les groupes linéaires G et H sont non ramifiés, ’homomorphisme
lg 2 g

est dit lui-méme non ramifié quand sa restriction au-dessus du groupe de Weil local W, se factorise en un
homomorphisme réduit :

P

LGm = é X W,i(x) L.Hm = I;[ X Wn(x)

\/

Wn(m)
Il résulte de la Proposition 1.5 que p, induit alors un homomorphisme entre algebres de Hecke sphériques
Py Yy — HE .

Comme les représentations irréductibles non ramifiées correspondent aux caracteres des algebres de Hecke
sphériques, ’homomorphisme p} permet d’associer & toute représentation irréductible non ramifiée m, de
G(F;) une représentation irréductible non ramifiée 7/, de H(F}), ce qu’on notera

7T;/c = (pa)s (m2)
ou encore
(1) = (o)« (2(72)) -
Par définition, on a donc
T = (pa)« (T2
si et seulement si, pour toute fonction h, € Hf@,

Trr, (he) = Trr, (pg(ha)) -
On supposera toujours que ’homomorphisme p est non ramifié en presque toutes les places.
Définition 1.8. — Etant donnés deux éléments des spectres automorphes
T € aut (G(A)/Ag), 7' € Maw(H(A)/An),

on dira que ™' est un transfert de 7 si, en presque toute place x € |X| ou G, H, p,m et ' sont non ramifiés,
on a

Ty = (P )« () -
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Si m € Hays(G) admet un transfert 7’ € M, (H), il est nécessairement unique et on pourra noter

/

7w = pe(7).

Rappelons maintenant ’énoncé du principe de fonctorialité, qui est connu dans le cas des groupes linéaires
sur les corps de fonctions, comme conséquence de la correspondance de Langlands :

Théoréme 1.9. —

(i) Dans les conditions ot nous sommes, toute représentation automorphe cuspidale m € Ilousp(G(A)/Ag)
admet un transfert ©’ = p,(7) dans Heysp (H(A)/Ar) ou g cusp (H (A)/Ag).

(ii) 1l est méme possible de définir en toute place x € | X| un homomorphisme linéaire (mais qui ne respecte
pas en général la structure d’algébre)

Py My = M
tel que :

e il prolonge celui déja défini H§{¢ — H§¢ quand G et H sont non ramifiés en x,

o 5im € Heysp(G), ™ = pu(m) et hy € HE on a

Trr, (ha) = Trr, (pz(ha)) -

Remarque. En combinant ce théoréme avec la description du spectre automorphe résiduel dans 'article
[Moeglin, Waldspurger, 1989] on montre que toute représentation du spectre automorphe m € I, (G(A)/Ag)
admet un transfert dans le spectre automorphe I, (H(A)/Ag). O

Démonstration.

(i) Choisissons un nombre premier £ et un isomorphisme algébrique entre C et une cléture algébrique Q, de
Qe

D’apres le théoreme VI.9, page 158, de l'article [Lafforgue, 2002], il existe une bijection, échangeant
valeurs propres de Hecke et valeurs propres de Frobenius en les places sans ramification, entre I’ensemble
des représentations automorphes cuspidales de G(A) et ensemble des relévements continus, non ramifiés
presque partout et irréductibles :

_ Vo
Wp — *G(Q) = G(Qe) x Wk
A une représentation 7 € Heusp(G(A)/Ag), on peut donc associer un relevement Wrp — LG(Qy) puis
I’homomorphisme composé :
Wr — "G(Q) 5 "H(Qy)

Si celui-ci est irréductible, il correspond & une représentation n’ = p,(m) dans Ieysp (H(A)/Ag). Sinon, sa
semi-simplification correspond & une représentation ' = p,(m) dans Hgis cusp(H (A)/Ag).

(ii) Tl résulte de la proposition VIIL.4, page 196, de Particle [Lafforgue, 2002] que si 7’ = p. (), la composante
7l de @' en toute place z ne dépend que de la composante 7, de 7 et de la restriction de p au-dessus de

W, . L’assertion résulte alors de 'indépendance linéaire des fonctionnelles de traces associées aux différentes
représentations lisses admissibles irréductibles de G(Fy,). O

Le premier cas “non-abélien” est celui de 'induction automorphe de GL; a GLs via une extension
quadratique E de F'.

Cette extension correspond a un homomorphisme surjectif

We — 7/27 = S,.
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On prend G = Resg,r GL; et H = GL2 avec donc

H = GLy(C),
LH =H x Wg,
G =C* x C*

muni de I'action de Wg induite par Wr — G4 et la permutation des 2 facteurs,
LG = é X Wg.
Alors p: YG — LH est défini en associant & tout (A1, X2),0) € G x Wp

* (<)E)1 )?) "7> si 'image de o dans G est triviale,
2

i (<)(\) )(\)1> ,a> si I'image de o dans G est non triviale.
2

Voyons maintenant ce qui se passe entre algebres de Hecke sphériques.

En toute place x € |X|, 'isomorphisme de Satake pour H s’écrit
SHHE, = ClyFE, Y5t
En toute place x € | X| ol F est scindée sur F, I'isomorphisme de Satake pour G s’écrit
S¢HS , 5 CIXf] o CIX5'] = CX;, X5

et ’homomorphisme pj : Hf’¢ — H§¢ consiste a substituer Y; — Xy, Y5 — Xo.

Enfin, en toute place x € |X| ou E est non ramifiée et inerte sur F, Iisomorphisme de Satake pour G
s’écrit
5S¢ HE, = CIXF?] =ClXF, —X*1®

et ’homomorphisme p¥ : 'Hg¢ — H§¢ consiste a substituer Y7 — X, Y5 — —X.

6 Premiere idée de ce que 'on voudrait faire : comparer deux
formules de traces “diagonales”

Nous voudrions imaginer une approche purement adélique du Théoréme 1.9, qui ne fasse pas appel a la
géométrie des chtoucas de Drinfeld.

Considérons toujours notre groupe algébrique linéaire

G= H ResEi/F GLn .

i€l
Si K = ][] K, est un sous-groupe ouvert du sous-groupe compact maximal Kg = ]I ng, on peut
€| X| welX|
considérer la sous-algebre de Hecke HE = ® Hﬁ x de HE = C(G(A)) constituée des fonctions inva-
z€|X|

riantes & droite et a gauche par K, ainsi que les sous-ensembles I,y k (G(A)/Ag), Heusp, x (G(A)/Ag),. .. de
Mo (G(A)/Ag), eusp(G(A)/Ag),. .. constitués des représentations irréductibles m du spectre automorphe
dont le sous-espace mx des vecteurs invariants par K n’est pas nul. Les sous-ensembles Il.usp x €t Ilgisc, x
sont finis.
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On rappelle que la formule des traces d’Arthur-Selberg (que ’on ne donne pas sous une forme précise
car ce n’est finalement pas d’elle que 'on se servira) consiste en une égalité entre deux sommes finies de
fonctionnelles linéaires sur les fonctions h € HE /Aq :

> Trx(h) + 3 Ten(h)+ Y Trpl (h)

mEMeusp, i (G(A)/Ac) 7€ Maise,ne,x (G(A)/Ac) )

dg - AKp(g,9)

/G(F)\G(A)/Ac

e Ar est un certain opérateur linéaire “de troncature d’Arthur” qu’on applique au noyau de 'action de
h réduit a la diagonale

9= Ki(g,9)= > hig™"-v-9),
YEG(F)

e les (P, m) décrivent I'ensemble fini des représentants des classes de paires discrétes tels que P & G et
que Tg 7é Oa

e chaque Tr‘;rﬂ(h) est un opérateur linéaire en h (qui n’est pas une trace), il dépend de opérateur de
troncature Ar et de I’action de h sur I'espace de Paley-Wiener

L% (ImAp x Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, 7).

Dans cette égalité, la partie gauche est appelée “partie spectrale” et celle de droite “partie géométrique”.

En faisant passer les autres termes spectraux de 'autre c6té, on a donc en principe une formule pour
Trewsp(h) = Y Trx(h)
mellcusp, K

ou pour

Traie(h) = Y, Tre(h).

mellaise, K

Considérons maintenant un autre groupe linéaire H et un homomorphisme non ramifié presque partout

p

%

Il Gn— I] Cm

i'ely i€l

La LH

tel que ’homomorphisme induit

envoie Ay dans Ag.

Fixons un sous-ensemble fini Sy C |X| tel que, en toute place x ¢ Sp, les groupes G et H soient non

ramifiés sur F', p soit non ramifié et K, = Kgx. Puis choisissons un sous-groupe ouvert K’ = [[ K. de
z€e|X]|

K = TI K{, tel que
z€|X|

L] K;ZK&;.,V.Z‘¢S(),

e pour toute place x € Sy, K. est assez petit en fonction de K, et de la ramification de G, H et p.
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Toute représentation automorphe cuspidale 7 € Il.usp x (G) doit admettre un transfert par p dans
chsp7K(H) ou HEis,cusp7K<H)~

Premiere idée de démarche 1.10. —

(i) A partir de la formule des traces d’Arthur-Selberg pour G, trouver une formule géométrique pour

(Treusp * Treusp) (b1, ha) = Y Tre(ha) - Trg(he)

m€llcusp, K

comme fonctionnelle en hy, ho € H%.

(ii) A partir des formules des traces d’Arthur-Selberg pour G et H, trouver une formule géométrique pour

(Trousp 5 T) (k) = > Trn(h) - Trm ()
€ cusp, k (G)
7' €laue, 1 (H)
' =p.T
comme fonctionnelle en h € HS et b/ € HIL,.

(iii) Définir des homomorphismes linéaires

prolongeant celles déja spécifiées en toutes les places x ou G et H sont non ramifiés
H Pi oG
Heo — May
telles que soit vérifice I’égalité
(Treusp *p Tr)(h, h') = (Treusp * Treusp) (b, p* 1)
entre fonctionnelles en h € HS et ' € HIL,.

Remarque. Pour mettre en ceuvre une telle stratégie, on rencontrera inévitablement les questions suivantes :

(1) Comment réaliser ces restrictions & la diagonale ou au graphe de p, ?

(2) Comment faire disparaitre les termes de la formule des traces pour G qui proviennent des séries
d’Eisenstein ?

(3) Comment faire disparaitre les termes discrets non cuspidaux de la formule des traces?

(4) Comment ne pas faire disparaitre les représentations cuspidales m € Ilgsp(G) dont le transfert p. m
n'est pas dans Heysp (H) mais dans g cusp(H) ?

(5) Comment comparer les formules “géométriques” obtenues ?

Dans cet exposé et les suivants, nous allons apporter des réponses (parmi d’autres possibles sans doute)
pour les questions (1) & (4), mais pas pour la question (5).

Commencons par la question (1).
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7 Diagonalisation d’un produit de formules de traces au moyen
de séries formelles

Considérons toujours notre homomorphisme compatible

p

NS

Wr

Lag g

ainsi que les sous-groupes ouverts K = [[ K, de K§ et K' = [] K. de K[!, et que la partie finie
z€|X| z€|X|
So C | X| en dehors de laquelle G, H, p, K et K’ sont non ramifiés.

On a le lemme facile suivant :

Lemme 1.11. — On peut trouver une partie finie S C |X| — Sy telle que pour toute paire de représentations
des spectres discrets
e Hdisc,K(G(A)/AG) s

7' € Haise,x (H(A)/Agr)

vérifiant
ﬂ-lw = (pm)*(ﬂ-w)7 Va € S7

on ait nécessairement

Tp = (pz)s(ms), YV €[X| =S,
et donc ' = p.(m).

Démonstration. Cela résulte simplement de ce que les ensembles ILgige x (G(A)/Aq) et Igise, k' (H(A)/Am)
sont finis. |

Avec les notations du Corollaire 1.4, considérons en n’importe quelle place = € S les isomorphismes de
Satake pour les algebres de Hecke sphériques de G et H
ST HS, S Q) CIXSE . X9

,5,1 44,7
iclg
JEL ¢

H . aH ~ +1 .yl &,
SHHE, S Q) CIXG s Xk, 19
i'ely
jleli’,z
On a encore :
Lemme 1.12. — Pour tout x € S, on peut trouver une série formelle AS-H (e 0, 7Z) en la variable Z et a
coefficients dans le produit tensoriel

+1 CyvEl 16, +1 . vl S,
®C[Xz‘,j,1v"’Xz‘,j,rJ ' ® ® ClIXG g3 Xy, 170

i€lg i'elp
ieliz i€l

telle que :
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e cette série formelle soit une fraction rationnelle, quotient d’un polyndme en la variable Z et o coeffi-
cients dans le produit tensoriel ci-dessus par un autre tel polynome dont le coefficient constant est égal
al;

e pour toute spécialisation des valeurs propres de Hecke

ze [ @),

i€lg
J€l; &

de [ @),

i'ely
jer,

la fraction rationnelle
ASGH (2,2, 7)

soit bien définie au point Z =1 et vérifie

: G,H ’ _J1 si 2" = (pz)«(2),
Am A (Z’Z’Z)_{o 5i 2 % (pa)a(2)

Remarque. Il existe beaucoup de solutions différentes & ce probléme puisque par exemple, si AS> est une
fraction rationnelle qui satisfait les conditions requises, toutes ses puissances les satisfont aussi.

Démonstration du lemme. Il suffit d’exhiber une solution.

Comme p} est un homomorphisme d’algebres qui relie les deux algebres de Hecke sphériques, il suffit de
traiter le cas oit G = H et p est ’homomorphisme identique. En effet, si A (o, o, Z) est une série formelle
en Z qui vérifie les conditions du lemme dans le cas de homomorphisme identique de “H, alors la série
formelle en Z qui s’en déduit en transformant ses coefficients par ’homomorphisme d’algebres

vérifie les conditions du lemme relativement & notre homomorphisme p: ‘G — T H.
Supposons donc que G = H et que p est ’homomorphisme identique de “G.

Puisqu’on peut faire des produits sur les indices i et j, on peut méme se limiter au cas ou notre algebre
de Hecke sphérique est isomorphe a
CXiE, ..., xS,

On dédouble les variables XF! en X.*! et alors on peut prendre

1-2%). (1-2%)
191}9 ( X 191}9 X
AG,G’(X:EI X/:I:l Z) _ .
| m (1-2z%) 1 (1-2%)
1<ij<r I/ 1<ig<r !

En effet, si I'on spécialise les X; et les X/ en des z; € C* et des z, € C*, le facteur 1 — Z apparait dans la
fraction rationnelle

A ((z)1<i<r (Z1<i<r, Z)

avec ’exposant

Yo#{l<i<r|zm=al)’+ Y #{1<i<r|z=a})?

aeCX aeCx
—2- ) (#l<i<r|z=a}) - #{1<i<r|z=a})
aeCx
= Y #{<i<r|a=a}—#{1<i<r|z=a}).
aeCx

20



Cet exposant est toujours positif ou nul. Il ne vaut 0 que lorsque les deux familles (z;)1<i<r et (2})1<i<, sont
égales a permutation pres. O

Voyons ce que cela donne dans le cas de 'induction automorphe de GL; a GLs via une extension qua-
dratique F de F', avec donc
G:RGSE/FGLl et H:GL2

n toute place x € S ou £ est scindée sur F', '’homomorphisme p. : — s’écrit
E 1 Sou E indé F,I'h hi v HE, — HE  sécri
C X}, X511 o X, X,
si bien qu’on peut prendre pour ASH (X, X/ 7)
Xl X/
(1-2)'-(1-28)1-23§) -1 - 230 - 23}

X3
X! X! X! X0\
(- 25~ 235)(1 - 239)(1 - 23%) - (1 - 2501 - 233)(1 - 230)(1 - 238)

Et en toute place x € S ol E est inerte sur F', 'homomorphisme p : Hf, o Hﬁ o S'écrit
C [X{il Xéil]@g = C [le:l _X:tl}Gg

si bien qu’on peut prendre pour ASH (X, X/, 7)

XI
(1-2-(1+2)?(1- 2%

X/
(1 - 2%)
X/ X/ X/ X/ .
(1— ini)u + ZX%)(l - ZX%)(l + ZX%) (1-Z3) A+ Z253) 1+ Z3) (1 — Z252)
Revenons maintenant au cas général

p

NS

Wr

La LH

En toute place x € S, les isomorphismes de Satake permettent de voir
AT (e,0,2)
comme une série formelle élément de
G H
(Hao ® Hap) [2]

et le produit tensoriel
AGT(2) = R AT (.0, 2),
zeS

complété par I’élément unité de Hg K, ®H£ ) en toute place x ¢ S, peut étre vu comme un élément central
de ’
(HS @ HiL) [Z].

De méme, lorsque H = G,
AGE(2) = QAT (0,0, 2)
zeS

peut étre vu comme un élément central de

(M © HEZ) [Z].
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Maintenant, les formes bilinéaires

(h, 1) = (TeSy, x TeE ) (B, W) = > Trx () Trp (B)
mEcusp (G(A)/Ag)
n/ €Mcusp (H(A)/Afr)

et
(h, h) = (Tr§ie x Trll ) (h 1) = > Try(h) Trr, (h')

TE€llyisc (G(A)/Ag)
71 €gigc (H(A)/Af)

définissent des formes linéaires sur H% @ H,, si bien que les expressions

(T x el Y (he )« AST (2))

cusp cusp

et
(Trfe x Trfleo) (h @ ) = AG(2))
définissent des séries formelles, éléments de
Cl~7].

On a comme conséquence immédiate des Lemmes 1.11 et 1.12 :

Corollaire 1.13. — Les séries formelles

(T x Tl Y (he ')« ASH(2))

cusp cusp

ou
(Tr§ee x T (R @ 1)« AGH (2))

sont des fractions rationnelles, bien définies en Z = 1. Elles y valent

(TrSp %o Trlihg ) (o B) = Y Tra(h) - Tro(h)
TE€cusp (G)
7r’€Hm,sp(H)
7' =pa(m)

ou

(T‘rcci;isc *P T\rcIi_Iisc)(h” hl) = Z T‘I‘ﬂ-(h) : Trﬂ"(h/> .
WGHdiSC(G)
' Ellgisc (H)
7' =ps(m)

En particulier, quand G = H, les séries formelles

(Trl x TeS ) (h @ hy) x A9 (2))

cusp cusp

(Trfae X Trfiae) (h ® h1) ¥ AGE(2))

disc

sont des fractions rationnelles bien définies en Z = 1, ou elles valent

(T‘rgxsp * T\I‘glsp)(f% hl) = Z T‘r‘ﬂ'(h> : T‘rﬂ’<h1)
TE€cusp (G)

ou
(Trgisc * Trcci;isc)(hv hl) = Z Tr‘ﬂ'(h) < Trr (h’l) .
mEMqise (G)

Bien str, on ne peut espérer d’égalité par exemple entre (Trglsp*pTrgJSp) (h,h') et (TrCGuSp*TrCGusp)(h, p*h)

car certains 7 € Ilcysp(G) ne se transferent pas dans Ieysp (H).
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Exposé 11
Travail sur les noyaux

A partir de cet exposé, nous abandonnons la formule des traces d’Arthur-Selberg et travaillons directement
sur les noyaux des opérateurs de Hecke. Nous montrons ici comment faire disparaitre les séries d’Eisenstein
formées a partir de représentations cuspidales, puis le spectre discret non cuspidal et les séries d’Eisenstein
formées & partir de représentations discretes non cuspidales.

1 Expression locale concrete du transfert

Gardons notre homomorphisme non ramifié presque partout

LG ———"——>"L}

N

ainsi que les sous-groupes ouverts K = [[ K, de K§ et K' = [[ K., de K, et que la partie finie
z€|X| z€|X|
So C | X| en dehors de laquelle G, H, p, K et K’ sont non ramifiés.

Les actions de Wg sur G et H se factorisent & travers des quotients finis de W ou, ce qui revient au
méme, elles se prolongent par continuité en des actions de la complétion profinie Wr qui n’est autre que le
groupe de Galois de F.

Dans la suite de ce texte, on supposera toujours que I’homomorphisme
p: G x Wgr — H Wg
se prolonge par continuité en un homomorphisme :
P G x WF — H x WF
Autrement dit, il existe un quotient fini W de Wy au-dessus duquel p se factorise en un homomorphisme :
GxW —HxW

Nous avons d’abord besoin de préciser la forme des homomorphismes induits par p entre les algebres de
Hecke sphériques locales.

On rappelle que nos deux groupes linéaires G et H sont de la forme

G= H ReSEi/F GLTI s

i€la

23



H =[] Resp, /rGL,, .

ely

Lemme II.1. — En une place x € | X| — Sy, considérons les décompositions en produits de corps locaux

Ei»= H Foij

J€Li »
Ei’,m = | I Fx,i’,j’ y
J €l 4

et les isomorphismes de Satake induits

SCHG, = Q) CIXE . XEL 1%

44,1 Vg,
ic€lg
J€l »
H . H ~ 1+£1 . L yv/El S,
ST, = Q) CIXG e X 19
i'ely
i€l

(i) Alors ’homomorphisme d’algébres induit par p
* . H G
Pz * Ha:7¢' - Hz,¢
peut s’écrire en substituant ¢ chaque variable Xi’,’j,)k, un monome de la forme

mr i gt (8,3,k)

dy
Eir gl k! H Xm‘,/c ¢

i€lg i€l o
1<k<r;

ot
o d, est le plus petit entier (nécessairement multiple des degrés sur Fy des Fy; ; et des Fy i ;1) tel que

l’homomorphisme local réduit R .
Px : G % Wn(m) — H % Wn(:r)

au-dessus de Wi,y = Z se factorise en un homomorphisme
GNZ)dy 7 — HxZ/dy -7
au-dessus du quotient fini Z/d, - 7 de Z = Wy ;
o les mi jr (i, j, k) sont dans Z, et (e jr )% = 1.
(ii) Il n’y a qu’un nombre fini de possibilités pour les multiplicités m; j 1 (3, j, k) et les racines de 'unité
eir ik quand on fait varier x € | X| —Sp.

(iii) Quitte a renuméroter les indices j € I; o, k € {1,...,m} et j' € I o, k' € {1,...,ry}, en toutes les
places x, on peut méme supposer qu’elles ne dépendent que de l’'image de Frob, dans n’importe quel quotient
fini du groupe Wg au-dessus duquel se factorise ’homomorphisme p: G x Wp — H x Wg.

Démonstration. Considérons la restriction au-dessus de 1’élément unité de Wr de ’homomorphisme p. Elle
s’écrit :

G H
| I
[[ GL.(C) I GL.,(C)
i€lg i'ely
vE;—F B —F
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Elle induit une application entre ensembles de classes de conjugaison semi-simples qui se releve en un
homomorphisme entre tores complexes maximaux

H ((CX)m N H (CX)Ti/

i€lg i'ely
vE;—F JiB —F

qui est nécessairement défini en substituant aux variables d’arrivées des monomes & multiplicités entiéres en
les variables de départ.

Plagons-nous maintenant en une place x € | X| — Sp.

Si g est un élément de la fibre G, de LG au-dessus de Frob, = 7 et g’ son image dans f[m, alors

deerl

g- (77t gT) - (r g7 ( g1 =g

est un élément de G’, et

g -t g ) (g ) (R ) = g

est son image dans H.

De plus, siles X; %, 1 € Ig, j € I; z, 1 <k < r;, sont les invariants de g, les valeurs propres de gy sont
les
dy
i,k
De méme, si les X/, ik i e€ly,j €Iy, 1 <Kk <7} sont les invariants de ¢, les valeurs propres de
go sont les

I[Fz‘i/friliFm]
Xiv i’
On en déduit facilement (i) et (ii).

(iii) résulte de ce que les homomorphismes déduits de p via les isomorphismes de Satake

1. yrEl (6., Pa L &,
Q CIXE i X, 1% ClXij15 3 Xijw, )%
i’EIH i€lg
i€, i€l
ne dépendent que de I’action de Frob, sur les ensembles finis {v: E; < F} et {// : By — F}. O

Nous pouvons maintenant renforcer le Lemme 1.11 en :

Lemme I1.2. — On peut trowver une partie finie S C |X|— Sy telle que pour toute paire de représentations
des spectres automorphes

S Haut’K(G(A)/Ag)
7T/ S Haut,K’<H<A)/AH)

vérifiant

W; = (pa)« (1), VT €S,

on ait nécessairement
To = (Px)s (12), YV €[X]— So,

et donc

Démonstration. D’apres le théoréme de décomposition spectrale de Langlands, il existe un ensemble fini
{m%} de représentations 70 € Hau i (G(A)/Ag) tel que, pour toute représentation m € Hau, i (G(A)/Ag),
on peut trouver
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e une représentation 7° € {n%},
e une partition {1,...,7;} = [[ ;¢ de chaque ensemble {1,...,r;}, i € I,
o des nombres complexes ); ; de module 1, indexés par les i € I et les £ ci-dessus,

vérifiant la propriété suivante :

Pour toute place x € | X| — Sp, et si on a les décompositions

E;»= H Faij

J€Li o
les valeurs propres de Hecke de 7 et de 70 sont reliées par la formule

25 (1) = 2110 (m0) - NeB (@) Wi Fel

pouri€lg, je€li et kel C{1,...,m}.
On dira alors que 7 est dans la classe de 7°.

De méme, on peut trouver dans oyt g/ (H(A)/Ap) un sous-ensemble fini {7'°} tel que toute représentation
7' € Maue i (H(A)/Ap) soit dans la classe d’au moins une 70 € {7/°}.

Si maintenant 7% et 7'0 sont des éléments des deux ensembles finis {7°} et {7} et si on fait décrire & 7
et 7' les classes de 70 et 70, le lemme II.1 implique que la famille infinie d’équations

ﬂ-/w:(pw)* (7735)7 Vx e |X|_507

se ramene a un sous-ensemble fini d’entre elles : cela résulte simplement de ce que la variété des \; est
ncethérienne, de méme que la variété analogue paramétrisant la classe de 7’0, et de ce que les équations
considérées sont algébriques.

D’ou le résultat voulu. O

2 Disparition des séries d’Eisenstein de type cuspidal

Nous allons maintenant reprendre le procédé de diagonalisation introduit dans ’exposé précédent, mais
en 'appliquant aux noyaux plutot qu’aux traces d’une paire d’opérateurs de Hecke.

Considérons donc deux fonctions de Hecke h € HE /Ag et W' € HIL, /Ay,
Le noyau de l'action de h sur L?(G(F)\G(A)/Ag) s’écrit

Kn(g,g2) = > higy va)
YEG(F)

et il se décompose en une somme finie

> K (01,90)

(P,m)

ou (P,m) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de paires discretes telles que le
sous-espace 75 des vecteurs invariants par K soit non nul.

On a une décomposition analogue pour le noyau

K (91, 92) Z (g5 ' 91)
Y'€H(F)

de l'action de ' sur L2(H(F)\H(A)/An).
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L’homomorphisme de transfert
LG P, L H
induit un homomorphisme entre les composantes neutres

I[ cL.(©=G¢G-H,

i€lg
vE;—F

et d’autre part, on dispose de la composante neutre de I’abélianisé de G
b x
= g[c c*.
On dira que p est essentiellement injectif lorsque le noyau de
G — Hx (Fa)zr
est fini.
Cela implique en particulier 'inégalité des rangs semi-simples de H et G :

|Bu| = |1u| = |Ba| - |la

Rappelons alors les séries formelles de diagonalisation introduites dans le Lemme 1.12 et demandons-leur
une propriété supplémentaire :

Lemme I1.3. — Supposons que I’homomorphisme de transfert “G -2~ LH est essentiellement injectif. Alors,
pour tout x € S, on peut trouver une fraction rationnelle AS’H(O,O,Z) en la variable Z et a coefficients
dans le produit tensoriel

Q Cxy XL 1% e @ CIXTh X, 15

i,7,17 1,7, i3
i€lg 7€IH

J€l;
i,x J EI@’ x

telle que :
e son dénominateur soit un produit de termes de la forme

myr it k! (63:F) +1
dz
&t g k! I X
iGIG’jGIi,m
1<k<r;

X/

T U ’
v,g"k

avec les notations du Lemme I1.1,
e pour toute spécialisation des valeurs propres de Hecke

ZEH m,zEH (”

i€lg i'ely

jer,
I€li,x J 617/ -

la fraction rationnelle

AGH (2,2, Z)

soit bien définie au point Z =1 et vérifie

1 si? = (pe)e (2),
Jim AP 2) = {0 i 2 # (pa)e (2),
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e pour tout z € ] (CX)") fixé, et tout entier m, 0 < m < |Bg|, l'ensemble des 2’ € [[ (C*)(rr)
i€lg i'ely
J€l; x j’eli/w

tels que la fraction rationnelle ASH (2,2, Z) s’annule en Z = 1 a un ordre < m est une partie semi-
algébrique de dimension < m,

e pour tout 2 € [ (C¥)"), tout zo € [[ C* = (FG)3°, et tout entier m, 0 < m < |Bg| — |Ic|,

eIy i€ls
€Ly,
Uensemble des z € ] (C*)") tels que det(z) = zp et que la fraction rationnelle AGH (2, 2", Z)
iclg
J€l; x

s’annule en Z =1 a un ordre < m est une partie semi-algébrique de dimension < m.

Remarque. Ici encore, toute solution a ce probléme en engendre beaucoup d’autres, puisque toutes ses
puissances en sont.

Démonstration du lemme. Comme I'homomorphisme de transfert p : “G — LH est essentiellement
injectif par hypothese, le morphisme

e (1)< 11 e

i€lg i€l i'ely
Iz J'el,

i

est fini. D’apres cette remarque et le Lemme I1.1, il suffit de traiter le cas ou G = H.

On peut traiter séparément les facteurs de G et supposer donc que G = GL,.. Dans ce cas, considérons
comme dans la démonstration du Lemme 1.12 la fraction rationnelle

11 (1—2-2)- 11 (1—2.))2:).

1<i,j<r 1<i,j<r

1T (122)(12;)

1<ij<r

ASC(XE L X Z) =

Si 2z = (2i)1<i<r €t 2’ = (2])1<i<, sont deux éléments de (C*)(™), I'ordre d’annulation de AS%(z,2, Z) au
point Z =1 est égal a

SNo#{i<i<r|zm=a}-#{1<i<r|z=a})’

aeCx

On en déduit facilement que cette fraction rationnelle vérifie toutes les propriétés demandées dans 1’énoncé
du lemme. ]

Le produit tensoriel
G,H G,
AS (Z):®A:C H(.v.az)v
zeS
complété par I’élément unité de Hg K, ®Hg K en toute place x ¢ S, peut étre vu comme un élément central
de
(MG @HR) 2]

De méme, lorsque H = G,
AGC(2) = QAT (0,0, 2)
zeS
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peut étre vu comme un élément central de
(MR ®H) [2].
Pour tous éléments g1,92 € G(A) et ¢}, g5 € H(A), la forme bilinéaire
(h, 1) — K§ (g1, 92) - K7l (91, 95)
définit une forme linéaire sur H% @ HIL,, si bien que expression
(K& (91,92) x K (91, 95))(h @ ') « AG (7))

définit une série formelle, élément de

c[Z].

Nous allons prouver :

Théoréeme I1.4. — Supposons que ’homomorphisme de transfert

p

NS

Wr

e LH

est essentiellement ingjectif.
Alors, pour tous éléments g1,go € G(A) et gi,g5 € H(A), et toutes fonctions de Hecke h € H$/Aq,
heHE /Ay, on a :
(i) La série formelle
(K (91, 92) x K (g1, 92)(h @ ') % AG(2))
est une fraction rationnelle.

En faisant décrire a (P,w) et (P',7') un ensemble de représentants des classes d’équivalence de paires
discrétes qui admettent des vecteurs non nuls invariants par K et K', elle est la somme finie des séries
formelles

(K™ (g1,92) x K& (g1, 90)) (@ 0') = G (2))
qui sont toutes des fractions rationnelles en Z.

(ii) Si 7 € Haisc(G/Ag) et 7' € Uaise(H/AR) sont deux représentations des spectres automorphes discrets,
la série formelle

(K& (g1,92) x K™ (g1, g)) (R @ 1)« ASH(2))

est une fraction rationnelle en Z. Elle est bien définie en Z =1 et y vaut

G,m H,x' .
Ky, (91.92) - K3, (91,95) s 7= pem,
0 sinon.

(iii) Pour toutes paires discréetes (P, ) et (P, ') telles que toutes les composantes de w et ™ soient cuspidales,
la série formelle

(K™ (g1, 90) x K7 (gL, b)) (R @ 1) @ G (7))

est une fraction rationnelle. Elle est bien définie en Z =1, et son ordre d’annulation y est au moins égal a

max{|P| = |Ig|, [P'| = |lc[}-
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Démonstration. On a, d’apres le Corollaire 1.2,

v (91, 92) ZK(Pﬂ) (91, 92)
(P,m)

ol pour toute paire discrete (P,m) dans notre ensemble fini de représentants de leurs classes, le noyau
K}(lp’ﬂ) (91, 92) s’écrit

1

k(P .
(91,92) = |Fixe(r)|

/ e BE (e Ar). M) 02) - B0 20 02).

wEB (Pr) YL

Et de méme, on a

(P 7’
Kh’ 91792 Z K ) 1,92)
(P’,x")

avec, pour toute paire discrete (P’,7’) dans notre ensemble de représentants,

1

(P',7") _
K, (91795) = m )

/ d\pr - BB (W (¢, Ap), Ap ) (1) - BB/ (¢, Ap)(gh)
@ €Ber (P! ) I Mg

Par conséquent, la série formelle
(K¢ (g1,92) x Kl (91, 90))(h @ 1)« AGH (2))

s’écrit comme une somme sur les (P, ) et les (P’,7’) des séries formelles

(K™ (g1, g2) x K™ (g1, gh) (R 1) « AGH (7))
1 1 / ’
ELINN S dAp - / dApr - AT (Ap, Apr, Z)
[Fixe(m)] " [Fixe(r)] 2= Jiwa, I A s
«PIEBK/(P/JV/)
ES(h A A . EG A EBH (R () A .EH (o X !
G (e, Ap), AP)(91) - ES (0, Ap)(g2) - EE (W (¢, Ap ), Ap) () - EE (¢, Apr)(gh) »

ou
Agfﬂ- ()\p7>\p/, Z) = H Ag’ﬂ ()\p, Apr, Z)
€S
et chaque Ag’“/ (Ap,Apr, Z) se déduit de A (e, 0, Z) en substituant aux variables X; jx, i € Ig, j € I 4,
1 < k < r;, et aux variables X{,,j,’k,7 i €Iy, j € Iy, 1 <K < ry, les valeurs propres de Hecke des
représentations non ramifiées (7 @ Ap), et (7' @ Ap)z.

Pour (g1, g2) et (g7, g5) fixés, les produits
EZ (h(p,Ap), Ap)(91) - EG (9, Ap")(92) = R(Ap)

ER (W&, Ap), Ap)(91) - BB (@', A5t )(gh) = R/ (Apr)
sont des fractions rationnelles en Ap et Ap; qui n’ont pas de dénominateur sur ImAp et ImAp/.

Alors lintégrale (qui converge pour Z € C dés que |Z| est assez petit, en fonction des valeurs propres

de Hecke de 7 et 7’ en les places x € S, pour que Ag’”/()\ p, Apr, Z) définisse une série entiere absolument
convergente)

/ dAp - / dAp - AT (Ap, Apr, Z) - R(OAP) - B (Ap)
mAp mAp/
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définit une fraction rationnelle en Z, comme on voit en déplacant les contours d’intégration Im Ap et Im A p-
jusqu’a linfini dans une certaine direction. Cela prouve (i).

Vérifions maintenant que, si toutes les composantes de 7 et 7’ sont cuspidales, cette fraction rationnelle
est bien définie en Z = 1, et que son ordre d’annulation y est au moins égal a

max{|P| - Ic|, [P'| - |Iul}.

Le dénominateur de la fraction rationnelle Ag’”/ (Ap, Aps, Z) est un produit de facteurs de la forme

milﬁjlﬁk/(i»j’k) +1
dg
cigrok s Il zige(T®@AP)s

i€lG.IET; »
1<k<r;

Zir gk (T @ Apr)a

(n)
z€S

En procédant au changement de variable Ap — Ap , on obtient qu’ils sont tous de la forme
1-7 -« X(}\P) . X/(Ap/)
ol @ € C* est le produit d’une racine de 'unité et de puissances fractionnaires des valeurs propres de Hecke

de 7 et 7’ en une place z € S et ol x, X’ sont deux caracteres algébriques de Ap et Ap:.

Notre fonction rationnelle en Z est égale a
/ dAp - / dApr - AT (Ap, Apr, Z) - ROAp) - B/ (Ap)
ImAp ImA p/

des que |Z| est assez petit.

Dans un premier temps, déplacons Z vers 1 pour obtenir une formule valable dans un ouvert U de C*
qui contient 1 dans son adhérence. Ceci fait apparaitre des résidus calculés le long d’hyperplans définis par
des équations de la forme
avec |a] > 1 (ou méme aucun résidu si on s’autorise  utiliser la conjecture de Ramanujan-Petersson puisque
celle-ci implique que toutes les constantes o qui apparaissent dans les facteurs 1 — Z -« - x(Ap) - x'(Ap/) du
dénominateur sont de module 1).

Puis, dans un deuxieme temps, déplagons les contours d’intégration subsistants dans Im Ap et Im Ap:
pour obtenir une formule valable dans un ouvert V' de C* qui contient 1. Cela fait apparaitre des résidus
calculés le long d’hyperplans définis par des équations de la forme

1—Z-a-x(Ap)-X'(Ap) =0

avec |af = 1.
En définitive, notre fraction rationnelle en Z s’écrit au voisinage de 1 comme une somme de termes de la
forme

/
A=(Ap,Ap/)EAy dA ' A()\7 Z) : R()\P) . R ()\p/)
Re(A)=Re(\qg)

ou :
e Ay C Ap x Ap: est défini par d équations de la forme

1—Z-a-x(Ap)-X'(Ap/) =0 avec |a|>1,

(si bien que Az est de codimension d dans Ap x Ap/)
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o A()\ Z) est déduit de Ag’”/(A p,Apr, Z) par calcul des résidus successifs le long de ces hypersurfaces,

e )\ est un point de Az qui est “générique” au sens qu’on peut le choisir en dehors de tout fermé fixé a
I’avance.

Comme Az est de dimension (|P| — |Ig|) + (|P'| — [Iu|) — d et que g est “générique”, les fractions

rationnelles AG™ (Ap, Apr, Z) ont, pour tout A = (Ap, Aps) € A tel que Re X = g, un ordre d’annulation en
Z =1 au moins égal a
max{(|P| - |I¢|) —d, (|P'| = |Iu|) - d,0}.

De plus, en passant de Ag’”/ (Ap,Ap, Z) & A(N\, Z), on a éliminé du dénominateur un nombre de facteurs
s’annulant sur Az au moins égal a d.

Les poles de R(Ap) = EE(h(,Ap), Ap)(91) - EE (0, Ap')(g2) et R'(Apr) = EE (W (¢, A1), Apr)(91)
EH (¢, \p))(gh) n'interviennent pas car toutes les composantes de 7 et 7’ sont cuspidales.

Donc ces résidus sont bien définis en Z = 1 et s’y annulent & un ordre au moins égal & max{|P| —
lIc|, |P'| = [Iu|}. Cest 'énoncé (iii).

(ii) Pour deux telles représentations 7 et 7’ des spectres discrets, on a

(KS$™(g1,92) x K™ (g1, g5)) (h@ b) « AG T (2)) = K7™ (g1, 92) K™ (91, 9) - [[ AG " (2(ma), 2(7,), Z) .
zeSs

D’ou on déduit la conclusion du théoreme. O

Dans la situation du théoréme, on peut noter Kf’cuSp’EiS(gl,gg) le noyau déduit de K< (g1,92) =

> K }(LP’”)(gl, g2) en restreignant la sommation aux paires discretes (P, 7) telles que toutes les composantes

(P,m)
de 7 soient cuspidales. On introduit de méme K" (gl gh).

On note
G,cusp,Eis H,cusp,Eis/ 1
Kh (91792) *p Kh/ (91a92)

la valeur en Z =1 de la fraction rationnelle
(K B(gy, gp) x ILWDES (g i) (h o 1) = AS(2))

La fonction

N K}?,cusp,Eis KH,cusp,EiS (g/ / ) ,

((91,92), (91, 92)) (91,92) *p K} 1,95

sur

[G(F)\G(A)/Ac]? x [H(F)\H(A)/An]?,
donne une fonction intégrable quand on la restreint au produit des diagonales

G(F)\G(A)/Ag x H(F)\H(A)/Ap .

Et on a
/ dg- / dg - KPP (g, g) s, K PP (g gy = Y T T (h) - Tra(h)
G(FI\G(A)/Ac H(F)\H(A)/An H€eann(G/AG)
7' €lleusp (H/Ar)
' =p.(m)
En particulier, quand H = G, on a
/ dg - dgy - Ky 550 (g, g) « KBS P gy gy) = > Tra(h) - Tre(ln).
[GU\G(A)/Ac]? 7 €lewep (G/AG)
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Bien siir, on ne peut avoir une égalité entre ces deux expressions quand hy = p*(h'), car certaines
représentations du spectre cuspidal de G ne se transferent pas dans le spectre cuspidal de H.

En revanche, on peut espérer pouvoir comparer les deux formules dans les cas ou il est possible d’identifier
celles des représentations 7 € Il.ysp (G/Ag) qui ont un transfert dans Ileysp(H/Ag).

Examinons I’exemple de I'induction automorphe de GL; a GLy via une extension quadratique E de F,
avec donc
G:RGSE/FGLl, H:GL2

Ici, Ieysp (G/AG) est Pensemble des caracteres automorphes x : E*\A% /Ag — C. Un tel caractere admet un
transfert dans Ileusp(H/Ag) si et seulement si il ne provient pas d’un caractére de A; via I’lhomomorphisme
de norme

Nm: Ay, — Aj.

D’apres le Théoreme I1.4, 'existence de I'induction automorphe de G a H équivaut a ce que, pour toutes
fonctions h € HY /Ag et B € HH /Ay, on ait 1'égalité

/ dg / dg' - K3 (9,9) o Ki (9", o)
EX\A%/Ag GL2(F)\GL2(AF)/An

vol (BX\A3/Ag) - 3 (hx p* W')(3)

dEEX

olt, pour tous g € G(A) = A} et ¢ € H(A) = GLa(Ap),

— [vol (FX\AJ/AZ) - Y (Nmy b Nm, p* 1) (7)
yEFX

K{(g.9) %Ki (d'.q)

est par définition la valeur en Z = 1 de la fraction rationnelle

S lth@h)«AGT(Z)](6,9 7 v g).

seEX
~YEGLy (F)

3 La formule d’inversion de Shalika

Nous voudrions faire disparaitre dans nos formules les représentations des spectres discrets non cuspidaux.
Pour cela, nous allons utiliser des opérateurs qui annulent les fonctions qui appartiennent a ces représentations
mais préservent les fonctions cuspidales.

Nous considérons toujours les groupes linéaires G de la forme
G= H ResEi/F GLn .
i€l

Pour tout entier » > 1, on dispose dans GL,. du sous-groupe de Borel standard B, des matrices triangu-
laires supérieures et de son radical unipotent N,..

Par conséquent, on dispose dans G du sous-groupe de Borel standard
Bg = [] Resg,/r B, ,
el

et de son radical unipotent
NB = H ReSEi/FN” .

i€l
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Nous voulons définir un caractere
wB ZA&gO&)—% CX
qui soit trivial sur Np(F') et “régulier” au sens que son stabilisateur dans Mp(A) = T (A) soit égal & Zg(A).
Pour cela, choisissons une forme différentielle rationnelle wx non nulle sur la courbe X et un caractere
non trivial
¢ :Fg— C*.
Pour toute extension finie séparée E de F et tout entier r > 1, cela permet de définir sur N,.(Ag) le

caractere
Yr : N.(Ag) — C*

1 U12 e ulﬁ
n= 0 — wr(n)
“' ur—lw
0 0 1

ou
Yr(n) =1 | Res | Trg/p Z Uk ktl | - wx
1<k<r

Ce caractere est régulier, et trivial sur N, (E) comme il résulte de la formule des résidus.

Alors on définit ¢ comme le caractere produit
¢B = II wm-
i€lg
Mettons sur Np(A) la mesure de Haar dn qui attribue le volume 1 au quotient compact Ng(F)\Np(A).
On introduit 'opérateur linéaire W qui associe a toute fonction localement constante
p:GF)\GA) - C
la fonction

We o Za(F) Np(F)\G(A) — C

g Wel) = | dn - ¥s(n) - p(ng) .
Np(F)\Np(A)
Pour tout entier » > 1, considérons encore les sous-groupes suivants de GL,.
* ... x 0
GL; = GL,_; x {1} = : S I
¥ ... % 0
0 0 1
* * 0
0

ALT:: r—1 X {1} = M . : 5

_= O .-

Qr—Ll =

S ¥* e ¥
O ¥ e ¥
K K e K
N O R ¥
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puis les sous-groupes correspondants de G

G- = H ReSEi/F GL; 5
1€l
N; = H Resg, /rp N,
i€lg
Q = H Resp,/r Qr.—11,
i€lg
avec donc
Ng =G NNp
et

Q=Zs-G” -Np.
On introduit encore 'opérateur linéaire A qui associe a toute fonction localement constante
¢:GF)\GA) = C
la fonction
Ap: QF)\G(A) = C

définie par
Ap(g) = > Wev-g).
YENG (F)\G~(F)
On note que 'opérateur W dépend du choix du caractere régulier ¥ g, mais que 'opérateur A n’en dépend
pas.

On a le théoréme suivant :

Théoréme I1.5. — (i) Pour toute fonction invariante & droite par un sous-groupe ouvert de K(?
v: GF)\GA) = C

qui est cuspidale, on a
Ap=op.

(ii) Pour toute paire discréte (P, m) telle que 'un des facteurs de m au moins ne soit pas cuspidal, et pour
toute fonction
p € L3, (Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, ),
on a pour tout Ap € Ap
WE(g, Ap) =0

et a fortiori

Indications. (i) est la formule d’inversion de Shalika. C’est le théoreme 5.9 de 'article [Shalika, 1974].

(ii) On sait que les fonctions g — ES(p, Ap)(g) s’obtiennent comme des résidus des séries d’Eisenstein
formées & partir de paires discretes cuspidales (voir les livres de référence [Langlands, 1976] et [Moeglin,
Waldspurger, 1993] qui traite le cas des corps de fonctions en méme temps que celui des corps de nombres).

Or opérateur W appliqué a de telles séries d’Eisenstein d’origine cuspidale n’a pas de poles le long des
hyperplans qui donnent naissance & nos résidus Eg(go, Ap) : voir le paragraphe 5 de Particle [Shahidi, 1981]
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dont les calculs locaux sont fondés sur ceux de [Casselman, Shalika]. Cela signifie exactement que ces résidus
Eg(go, Ap) sont annulés par Uopérateur W et a fortiori par Popérateur A. O

Si @ est une fonction de 2 variables gy et g2 sur [G(F)\G(A)] x [G(F)\G(A)], on peut noter
Wi Wy ® et A A D

le résultat de l'opérateur W ou A appliqué indépendamment en chacune des 2 variables de ®. On déduit
aussitot du Théoreme I1.5 :

Corollaire I1.6. — Soit h € HY/Ag une fonction de Hecke.

(i) Pour toute paire discréte (P, ) telle que P = G et que w soit cuspidale, on a
Ay Ay K2 = g 1P
(ii) Pour toute paire discréte (P, m) telle que 'un au moins des facteurs de m ne soit pas cuspidal, on a
Wy Wy KPP =0,

et a fortiori
A A KPP =0,

O

Revenons maintenant a la situation du Théoréme I1.4. On a donc un homomorphisme de transfert entre

groupes linéaires

Lag g

Wr
un sous-groupe ouvert K = [[ K, de K§, une partie finie Sy C | X| telle que, pour toute place = ¢ Sy, G
z€|X|
et H soient non ramifiés sur F, et K, = ng, et enfin un sous-groupe ouvert K’ = [[ K. de K{ tel que

z€|X|
K, = K{',,Vx ¢ Sy et que K, soit assez petit en fonction de K, et de la ramification de G et H en toutes
les places = € Sy.

On se donne alors une partie finie S C |X| — Sy qui vérifie la conclusion du Lemme II.2 puis un élément
central

AST(Z) = R AS (0, 2)

€S

de I'algebre (H$ ® HIL) [Z] dont les facteurs AGH (e, o, Z) satisfont les conditions du Lemme II.3.

Le Corollaire I1.6 fournit maintenant la variante suivante du Théoréme 11.4 :
Théoréme I1.7. — Supposons que ’homomorphisme de transfert
g 2 'H

est essentiellement injectif.

Alors, pour tous éléments g1,go € G(A) et gi,g5 € H(A), et toutes fonctions de Hecke h € H$ /Ag,
e HE JAg, on a :
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(i) La série formelle
(A1 A K& (g1,92) x A As K[ (g1, 65))(h @ 1) x AGH ()

est une fraction rationnelle, bien définie en Z = 1. Elle y vaut

G, H,x'
AIAQK}?(‘Q]MQQ) *pA1A2K}?:(gi7gé): Z Kh 7‘-(,91792)'1(]1/71-(gl17912)'
m€eusp (G/Ac)
W/encusp(H/AH)
7r’:p»«7f

(ii) Pour toutes paires discrétes (P,m) et (P’ '), la série formelle

(A A K7™ (g1, g2) x Ay Ay K™ (g b)) (h @ b))+ AST (7))

est une fraction rationnelle.
Elle est nulle si l'un au moins des facteurs de ™ ou 7' n’est pas cuspidal.

Sinon, elle est bien définie en Z =1, et son ordre d’annulation y est au moins égal a

max{|P| - |Ig|, |P'| - [Iul}.

Démonstration. On considére la série formelle associée dans (ii) & des paires discretes (P, m) et (P, 7).
Si P =G, PP =G’ et w, 7" sont cuspidales, cette série formelle se confond avec la série formelle corres-
pondante du Théoréme 4(ii), comme il résulte du Corollaire I1.6(i).

Si I'un des facteurs au moins de m ou 7/ n’est pas cuspidal, cette série formelle est égale & 0 d’apres le
Corollaire II.6(ii).

Dans les autres cas, cette série formelle s’écrit, avec les notations de la démonstration du Théoreme 11.4,
sous la forme

1 1 ’
. . d)\ . d)\ , . ATA’,T{' )\ A , Z
|[Fixe(w)| |Fixe(n')] Z /Im Ap P /Im Ap P AGT (Ap, AP, Z)

pEB (P,m)
' €B ey (P! m!)

AEZ (h(0,Ap), Ap)(91) - AES (9, Ap)(g2) - AEE (W (¢, Apr), Ap ) (1) - AEE (¢, Ap)(gh) -

Pour ¢, ¢, (g1, 92) et (g}, g4) fixés, les produits

AEE(h(, M), Ap)(g1) - AEE (0, A5")(92) = R(Ap),

AEE, (I (&', Ap), Ap)(gh) - AEE, (&', Ap/)(gh) = R'(Apr)

sont des fractions rationnelles en Ap et Ap, dont les dénominateurs ne rencontrent pas ImnAp et ImAp/, si
bien que l'on peut répéter la démonstration du Théoreme II1.4(iii). O

4 Comment retrouver les traces cuspidales

Plagons-nous toujours sur notre groupe algébrique linéaire

G = H ResEi/F GLTL .

iclag
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On rappelle que si @ est n’importe quelle fonction sur
[GIFN\G(8)/Ac)?

qui est invariante a droite en les 2 variables par un sous-groupe ouvert de K g; , alors la fonction Ay Ao ® est
bien définie sur

[QUM\G(A)/Ag)?
si bien que la fonction sur G(A)/Agq
g A A2 ®(g.9)

est invariante & gauche par Q(F') mais pas par G(F') en général.
Nous voudrions définir une fonctionnelle sur une large classe de fonctions

QIFN\G(A)/Aq — C,

qui, pour toute fonction de Hecke h € HE et toute représentation automorphe cuspidale 7 de G(A)/Ag,
permette de retrouver la trace
Trr(h)

a partir du noyau
9= M A K (g,9) = K7 (9,9).

Pour cela, nous avons d’abord besoin de définir sur Q(F)\G(A)/Ag une fonction de degré relatif a
Q=11 Resg, /F Qr,—1,1. C’est la “fonction H de Harish-Chandra et Langlands” que nous noterons ici
degQ.ZGIG

Commengons par rappeler la fonction de degré absolu

deg : G(F)\G(A) — Z1¢

dont la composante d’indice i € I est

deg o Nm o det
e

GL,,(Ag,) Z.

Alors on définit la fonction de degré relatif
degg : Q(F)\Q(A) — Z'¢

comme le produit sur les indices ¢ € I des fonctions :

Qr,—11(E)\Qr,—11(AE,) = Z
Gri—1,1 *

i —degoNmodet(g,,—1)+ (r; — 1) - deg o Nm(\y) .
0 ... 0 I X

En utilisant la décomposition d’Iwasawa, deg, s’étend de manieére unique en une fonction invariante a droite
par K§'
degg : Q(F)\G(A) — Zle

Cette fonction est également invariante par Zg(A) et a fortiori par Ag.
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Posons la définition suivante qui définit une fonctionnelle sur une classe de fonctions Q(F)\G(A)/Agc —

C:

Définition I1.8. — Soit & une fonction localement constante sur Q(F)\G(A)/Agq, telle que, pour tout Ny =
(Ni)ic1, € Z'¢, Uintégrale

/Q(F)\G(A)/A dg - 1(degg(9) = No) - 2(g)
Moyenne ®(g) = =
doyemne P(9) = o1y € QUING(A)/Ag | deag(e) = M)
COTL’UBTge.

On dira que ®(g) admet une “moyenne virtuelle” quand degg(g) — +00, et on notera

Moyenne ®(g) = M
degQ(g)HJroo

lorsque

o la série formelle en Ze = (Z;)ic1, définie comme la somme

Z ZNe <Moyenne <I>(g)>

N.eN'G degq(9)=Ne

est une fraction rationnelle,
e ses seuls poles contenant le point (1,1,...,1) sontles Z; =1, € Ig,

e son résidu en le point (1,1,...,1) est M.

De plus, on dira que ®(g) admet une moyenne quand degq(g) — +oo si tous les poles en les Z; = 1,

i € Ig, sont simples et tous les autres poles sont de la forme Z; = z;l avec 0 < |z;| < 1.

Maintenant, prouvons :

Proposition I1.9. — Considérons une fonction localement constante
o Q(F)\G(A)/Ac — C.

On suppose qu’elle est invariante o gauche par G(F) et a support compact sur G(F)\G(A)/Ag.

Alors cette fonction g — ®(g) admet une moyenne quand degq(g) — +0o0, et cette moyenne vaut

/G( NG (A)/A 4 - 2(9)
F G
Moyenne ®(g) =

syemne )= o (GIF)\G(A)/AG)

Remarque. Jean-Loup Waldspurger a fait remarquer a 'auteur que I’énoncé de cette proposition se déduit
facilement des résultats classiques sur les poles et les résidus des séries d’Eisenstein : on applique ces résultats
a la série d’Eisenstein formée a partir de la fonction constante 1 et du sous-groupe parabolique @ de G.

La démonstration ci-dessous n’utilise que des résultats “élémentaires” de géométrie algébrique.
Démonstration. On peut supposer que ® est un produit de fonctions définies sur les différents facteurs

Resg,/r GL;,, i € Ig, de G. Comme la fonction degg, est elleeméme un produit, on peut supposer que
G = GL,.
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Et comme la fonction deg, est invariante a droite par K§ = GL,(Oy), on peut supposer qu’il en est de
méme de ®. Par linéarité, on peut méme supposer que ¢ est la fonction caractéristique d’une seule classe
modulo K§ dans G(F)\G(A)/Ag.

Or le quotient

GL(F)\GL,(Ap)/GL, (O4)

s’identifie au groupoide des fibrés de rang r sur la courbe X, et le quotient
Qr-11(F)\GL.(Ar)/GL.(O4)
s’identifie au groupoide des fibrés £ de rang r munis d’'un homomorphisme surjectif
E—»L
vers un fibré inversible £ sur X, avec
degg (€ — L) = r deg(L) — deg(£) .

Le choix de la fonction caractéristique ® revient a fixer £.

On a alors les formules

1
dg-®(9) = 77
/G<F)\G<A>/AG |Aut(€)]
et, pour tout entier NV,
1
dg-1(degp(g) = N) - ®(g) = _—
/Q<F>\G(A>/AG (degal9) = N) - 2(9) ;ﬁ) [Aut(€ — L)
r-deg(L)—deg(£)=N
d’ott
/ dg - 1(degg(g) = N) - B(g)
QUENG@)/4a = #1{€ — L |1 deg(L) — deg(€) = N}.
/ dg - ®(g)
G(F)\G(A)/Ac

Fixant toujours £, notons alors, pour tout d € Z,

aq = le nombre de quotients
E—»L avec degL =d,

bg = le nombre de fleches non nulles
E— L avec degL =d,

¢4 = le nombre de points a valeurs dans [F; de la puissance symétrique d-ieme X () de la courbe X.

Ainsi on a
ag=0 si d<0,

bg=0 si d<O0,
cq=0 si d<0,

A:Zad~2d,

deZ

B=Y by 2,

d€eZ

et on peut former les séries de Laurent
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C:ZCd-Zd,

d€Z

qui sont liées par la relation

D’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a

1
ba = [Pic (F,)| - (¢4 97000 —1). —— §id >0,

en notant gx le genre de la courbe X et Pic% la composante neutre de son groupe de Picard. Autrement
dit, la série formelle B est une fraction rationnelle, elle admet seulement deux poéles simples en Z~! = ¢ et
Z71 =1, et son résidu en Z~!' = ¢ est

1

Pi 0 F . r(l—gx)—degg'il
Pick ()| g -

On peut préciser
Pick (F)l= [ (1-a),
1<i<2gx
ott les a;, 1 < i < 2gx, désignent les valeurs propres de Frob agissant sur H'(X, Q).

D’autre part, on sait que
I (1-ai-2)

1<i<2gx

O =" 002

Comme on a ’égalité

B
A=—
c

et que toutes les valeurs propres «; ont pour module q%7 on voit que
e la série formelle A est une fraction rationnelle,
e elle admet un péle simple en Z~! = ¢", avec pour résidu

[l (-

gra-sx)—deg(e) 1 =07 - (1= ¢'7") _ 1<i<ax
q—1 [I A-ai-qgm)’

1<i<2gx

e tous ses autres poéles sont dans le disque ouvert
1z <q".
Maintenant, on dispose des formules de volume suivantes :

Lemme I1.10. —
(i) Pour tout entier r > 2 et tout entier N, le volume de

Qr-1,1(F)\{g € GL,(A) | degq(g9) = N}/Ac

est €gal a
vol (FX\AX/Ag) - vol (GL,_1 (F)\GL,_1(A)°) - gVFr=Dlox—1)

(ii) Pour tout entier r > 1, le volume de
GL,(F)\GL, (A)°
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est égal a

[ (-

1<i<2gx

g—1 'CX(QiZ)...CX(qf’”) .q(QX*l)(T271) .

Fin de la démonstration de la Proposition II1.9. Pour tout entier N € Z, considérons le quotient

/ dg - 1(dego(g) = N) - ®(g)
1 QUP\G(A)/Ag

. = My .
dg - ®(g) dg - 1(degq(g) = N)

/G(F)\G(A)/AG /Q(F)\G(A)/AG

Si N + deg(€) n’est pas multiple de r, ce quotient vaut 0.
Si au contraire rd — deg(€) = N avec d € Z, ce quotient est égal &

aq
vl (FX\A* JAG) -vol (GL, 1 (F)\GL, _1 (A)0) - ¢ 4e8@ - Dlox—1) |

Compte tenu de ce qu'on a déja montré pour la série A = > aq- Z%, on obtient que la série formelle
dez

> My -z~
NeN
vérifie les propriétés suivantes :
e c’est une fraction rationnelle,
e elle admet un pole simple en Z = 1, avec pour résidu

g?r=D0-9x) . T (1—ay)

1 1<i<2gx

7 vol (FX\AX/Ag) - vol (GL,_1 (F)\GL,_1(A)°) - Cx(¢7") - (¢ — 1)

e tous ses autres poles sont dans le disque fermé
|z <1.
D’apres le Lemme I1.10(ii), on a
vol (FX\AXY) - (¢ =1)= [ (1-w)
1<i<gx

et
vol (GL,_1 (F)\GL,_1(A)°) - Cx(q7") - ¢®r=D0x =1 = yol (GL,.(F)\GL,(A)%),

donc notre résidu en le pole simple Z = 1 est encore égal a

1 1

72 deg(Aq)] -vol (GL, (F)\GL,(A)7) _ vol (GIFN\G(A)/Aq)

C’est ce qu’on voulait.

La Proposition I1.9 s’applique aux noyaux cuspidaux

g— M Ay K™ (g,9) = K7™ (g, 9)
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et on obtient :

Corollaire IL1.11. - Soit m € ey, (G/Ag) une représentation automorphe cuspidale de G.
Pour toute fonction de Hecke h € H® /Ag, la fonction

g— M A KT (g,9)

sur Q(F)\G(A)/Ac admet une moyenne quand degg(g) — +oo, et cette moyenne vaut

Tr.(h)
Moyenne Ay Ay K& (g, g) = .
oy, A K09 = o ar Gl Ag)

O

Dans la situation du Théoreme II.7 ol on considere un homomorphisme de transfert essentiellement
injectif

entre les L-groupes de deux groupes linéaires G et H, on obtient la formule

vol (G(F)\G(A)/Ag) - vol (H(F)\H(A)/Ag) - MO(y?nne A1 Ay K (g,9) %p M A2 K (g, 9)
degg (9)—+oo0
degg(g')—+oo

= Z Trﬂ'(h) ’ Trﬂ"(h/) )
7€M eusp (G/AG)
7' €leusp (H/AR)
m'=p. T
pour toutes fonctions de Hecke h € HY/Ag et h' € HH /Ag.

De méme, on a pour toutes fonctions de Hecke h, hy € HE/Ag la formule

vol (G(F)\G(A)/Ag)? - Moyenne Aj Ay Kf(g,9) * A1 Ao Ki1 (g', ) = Z Trr(h) - Tre(hy).

degg (9)—+o0
degg (g')—+o0 m€llensp (G/Ac)

Ici encore, on ne peut avoir une égalité entre ces deux formules quand hy = p* I/, car certaines représentations
du spectre cuspidal de G ne se transféerent pas dans le spectre cuspidal de H.
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Exposé 11T :
Développements asymptotiques

Dans le cadre d’un homomorphisme de transfert “G' <2 L H entre les L-groupes de deux groupes linéaires

G et H dont le premier est abélien, nous montrons comment ne pas perdre la partie du spectre automorphe
de G dont le transfert par p est dans le spectre d’Eisenstein de H. Dans une prochaine publication, nous
généraliserons cette approche au cadre du transfert automorphe entre deux groupes linéaires quelconques.

La plus grande partie du travail se fait sur un seul groupe linéaire, avant d’étre finalement appliquée au
groupe d’arrivée H.

Nous donnons des démonstrations completes seulement dans le cas de I'induction automorphe de GL; a
GLs via une extension quadratique.

1 L’opérateur de Shalika appliqué aux séries d’Eisenstein

Nous sommes toujours en compagnie d’un groupe algébrique linéaire
G= H ResEi/F GILT1 .
iclag

Considérons une paire discrete (P, ) telle que P € Py soit un sous-groupe parabolique non trivial de G
et que tous les facteurs de 7 soient cuspidaux.

Si h € H%/Ag est une fonction de Hecke invariante & droite et & gauche par un sous-groupe ouvert K
de K(? , on peut écrire

1

M A K (g ) = - > / dAp - AEG (h(p, Ap), Ap)(91) - AEE (0, Ap)(92)
[Fixe (T)] i p ) JimAr

si bien que pour évaluer Ay Ay K ,(lP’W) (e, ), on doit étudier les expressions
AE}CDYY(@7 )‘P>

pour toute fonction ¢ € L% (Mp(F) Np(A)\G(A)/Ag, ) et quand Ap décrit le tore Ap.
Commencons par étudier les coefficients de Fourier
WES (. Ar)(o) = | dnss - ¥s(ns) - B (0, Ap) (s - 9).
Np(F)\NB(A)
Ce sont des fractions rationnelles en Ap € Ap.

Plagons-nous dans 'ouvert de Ap (constitué des Ap tels que |Ap| > pp au sens du paragraphe VI.1.d,
page 281, du livre [Lafforgue, 1997]) ot la série d’Eisenstein ES (p, Ap)(e) est définie par la série absolument
convergente

EE(pAr)9)= D, (¢ Ap)(6-9).

SeP(F)\G(F)
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Il n’y a pas de restriction a supposer que le sous-groupe parabolique P°P € Py opposé de P contienne B ou,
si 'on préfere, que P contienne B°P| le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures. Dans ce cas, on a :

Lemme ITI.1. (Shahidi, Langlands) — Pour tous P, 7 et o comme ci-dessus, et si P°P D B, on a pour tout
Ap de Uouvert de Ap ou la série d’Eisenstein Eg(cp, Ap) converge absolument

WEE (¢, Ap)(g) = / dng - vp(ns) - (¢ Ap)(ns - g).
Mp(F)NNp(F)\Np(4)

Démonstration. On part de la définition de

EZ(p. p)(9)= > (¢:Ap)(6-9)
SEP(F\G(F)

comme série convergente.

D’apres la décomposition de Bruhat de G(F'), on peut écrire

P(ENG(F)= I A{w-nslnse @' P(F)wn Ng(F)\Np(F)}
weWnp \Wa

d’ou on tire la formule

WEE(p, 2p)(9) = D dng - ¥p(ng) - (¢ Ap)(w - ng - g).

weWnmp \Wa /wlP(F)meB(F)\NB (A)

L’hypotheése P°P D B entraine que si w € Wy, \Wg est différent de la classe de I'identité, la restriction
du caractere ¥ & Np(A) Nw™! Np(A)w est non triviale, et donc I'intégrale ci-dessus d’indice w vaut 0. La
seule contribution qui subsiste est celle associée a w = Id, et elle vaut

/ dng - P5(ns) - (o Ap)(ns - g).
P(F)NNp(F)\NpB(A)

On conclut en remarquant que P N Ng = Mp N Ng puisque P°P D B. O

Nous voulons maintenant donner des propriétés générales des sommes

AEZ (0, Ap)(g) = > WEB(p,Ap)(v-9).
VENF (FN\G-(F)

Dans ce but, notons Lx 4, (Za(F) - Np(F)\G(A)) 'espace des fonctions
p: Za(F) - Np(F)\G(A) = C

telles que

e ¢ est invariante & droite par le sous-groupe ouvert K de K§,
* v(np-g) =v5(ns)"" ¢(g), Vnp € Np(A), Vg € G(A).

Et notons Lk cusp(Q(F)\G(A)) 'espace des fonctions
¢ QIF\G(A) —C

telles que

45



e ' est invariante & droite par K,

e pour tout sous-groupe parabolique non trivial P & G tel que Np C Np, soit P 2 B, on a

/ dnp-¢'(np-g)=0, VgeG(A).
N (F)\Ne(4)

Enfin, rappelons qu’on dispose sur G(A) des applications “degrés absolus”
deg : G(F)\G(A) — Z'¢ |

et “degrés relatifs a Q”
degg : QUP\G(A)/Ag — Z'°

qui sont toutes deux invariantes a droite par Kg; .Ona:

Proposition II1.2. — On fize un sous-groupe ouvert K de K§ .

(i) Pour toute fonction ¢ € Liyy(Za(F) - Ng(F)\G(A)), la somme

¢'(g) = o elveg)
YENL (F)O\G~(F)
est localement finie.

(ii) Cette somme définit un isomorphisme
Lk ys(Za(F) - Np(F)\G(A)) == Lk cusp(Q(F)\G(A))

dont l’isomorphisme réciproque est

¢ == (9'—>/ d”B'¢B(nB)'@/(nB'9>> :
Np(F)\Np(A)

(iii) Si on se restreint auz g € Q(F)\G(A) dont les images par deg et deg, sont fizées, les supports de toutes
les fonctions ¢’ € Lk cusp(Q(F)\G(A)) sont contenus dans une partie compacte qui ne dépend que de K.

Démonstration. Pour chacune des assertions de la proposition, il suffit de traiter le cas ou G = GL,..

(i) Considérons une fonction ¢ de 'espace L 4, (Za(F) - Ng(F)\G(A)) et un point g € G(A). Ce point a
une décomposition d’Iwasawa de la forme
g =Nn-m- ko

avec

ke € K§ =GL.(0y),

n € N.(A),

m € Mg (A)=Tg(A)=(A")".
On a

o(9) = ¢, ' (n) - o(m - ko),

et comme ¢ est invariante & droite par K, on voit que ¢(g) ne peut étre non nul que si la restriction de v,
aN-(A)ynm-ko- K- k:o_l -m~! est triviale. En notant m = (A1, A2, ..., \,), cela impose que

VeelX|, Vi<r, Uz (Ai) — ve(Nic1) > —ag
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pour une famille d’entiers a, € N, z € | X|, presque tous nuls et qui ne dépendent que de K. On a montré :
Lemme IIL.3. — Pour toute fonction ¢ € Lk y,(Za(F)-Np(F)\G(A)) et tout élément g € G(A), l’ensemble

{9’ € Za(F) Np(F)\Q(A) | deg(¢') = 0, degg(g') =0,0(g" - g) # 0}

est contenu dans une partie compacte qui ne dépend que de K et g. O
Suite de la démonstration de la Proposition ITI.2.
(i) résulte de ce que N5 (F)\G™(F) est une partie discrete de Zg(F) Np(F)\Q(A).
(ii) Considérons ¢ € Li y, (Za(F) Ng(F)\G(A)) et la fonction associée
¢ g @(g) = Yo elyvg) = > p(v-9).
YENL (F)\G~(F) YE€ZG(F) Np(F)\Q(F)
La décomposition de Bruhat permet d’écrire
Z(F)Np(F)\Q(F) = [T{w - n|n € Za(F) - (w™ Np(F)wn Np(F))\B(F)}
ou w décrit 'ensemble des éléments de Wg = &, tels que w(r) = r.

HOERY > p(wn - g).

weSr  n€Zg(F)-(w ' Np(F)wNNp(F))\B(F)

w(r)=r

On a donc

Mais pour tout sous-groupe parabolique non trivial P & G tel que Ng O Np, soit B C P, et pour toute
permutation w € &, telle que w(r) = r, la restriction du caractére ¥ & Ng(A) Nw Np(A)w~! est non
triviale, et donc

/ dnp-¢'(np-g) =0, VgeGA),
Np(F)\Np(4)

ce qui signifie que la fonction ¢’ est élément de I'espace Lk cusp(Q(F)\G(A)).

De plus, pour toute permutation w € &, = Wq telle que w(r) = r, la restriction du caractére g
a Np(A) NwNp(A)w™! ne se confond avec celle du caractere ¥p(w=' @ w) que si w est la permutation
identique. Cela montre

/ dnp - $p(ng) - ¢ (5 - g) = 9lg).
Np(F)\Ng(A)

Réciproquement, la preuve que pour toute fonction ¢’ € Lk cusp(Q(F)\G(A)), on a

¢'(9) = > elveg)

YENG (F)\G~(F)

si on pose p(g) = fNB(F)\NB ) dnB - Vp (ng) - ¢'(np - g) est donnée dans le paragraphe 5 de [Shalika,1974].

(iii) Considérons une fonction ¢’ € Lx cusp(Q(F)\G(A)) et la fonction ¢ € Lk 4, (Zp(F) Np(F)\G(A)) qui
lui correspond. Elles sont reliées par la formule

¢'(g) = > 0(v-9).
2EZn(F)Na(F)\Q(F)

La conclusion résulte alors du Lemme II1.3. O
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Toutes les assertions de la Proposition II1.2 s’appliquent donc aux séries
AES (¢, Ap)(g) = > WEF(eAs)(v-9).
YENE (F)\G~(F)

En particulier, si on se restreint aux g € Q(F)\G(A) dont les images par deg et deg, sont fixées, les supports
de toutes les fonctions

g~ AEZ (¢, 2B)(9)

sont contenus dans une partie compacte qui ne dépend pas de Ag € Ap et de ¢ mais seulement de K.

A partir de la fonction
gr Al A2 K}(LPJ)(Qa g) ’

on peut donc introduire la série formelle en le paquet de variables Zo = (Z;);c1. définie comme la somme

Z ZiV. . ( Moyenne Aj Ag K,SP’W) (9a9)>
N.eNle degq(g)=Ne

ou on rappelle que par définition

dg - 1(degg(g9) = No) - Ay As K77 (g, 9)

Moyenne A; A KB g,9) = /Q(F)\G(A)/Ac
oyenne A1 Az K (9,9) vol{g € Q(F)\G(A)/Ag | degq(g) = No}

Notre but est de montrer que cette série formelle est une fraction rationnelle et d’étudier ses poles.

2 Diagonalisation des noyaux d’Eisenstein transformés
Rappelons que pour toute fonction
®: [G(F)\G(A)/Ag)? — C

(91,92) = @(91792)

invariante & droite en les 2 variables par un sous-groupe ouvert K de K§, on a posé

W1 W ®(g1,92) = // dny - dng - Yp(n1) - ¥p(n2) - ®(n1 91,12 g2)
[Ng(F)\Ng(A)]?

puis
A1 As @(g1,92) = > Wi W2 ®(71.91,7292) -
Y1,72EN5 (F)\G~(F)

Montrons :

Lemme II1.4. — Pour toute fonction
©: [G(F)\G(A)/Ag)* — C

comme ci-dessus, et a condition de poser

Wy Wa®(g1,92) = // dny - dng - Yp(n) - ¥ve(ne) - ©(n1 g1,n2 g2)
[Np(F)\Np(A)]?
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on a pour tout Ny € 716 ’égalité

/ dg - 1(degg(g) = Na) - Ay Ay B(g, g)

Q(F)\G(A)/Ac

= / dg - 1(degg(g) = N) - > W1 W2 ®(vg,79)
QUPN\G(A)/Ag SeN= (G ()

- / dg - 1(degg(g) = Na) - W1 T B(g.g)
Za(F)N(A)\G(A)/Ag

Démonstration. La définition de 'opérateur A ne dépend pas du choix du caractere ¥ g, donc on a

Ay Ay @(g1,92) = > Wi W2 @(71 91,72 92) -
Y1,72E€ENG (F)\G~ (F)

Il n’y a pas de restriction a supposer que la fonction ® est un produit de fonctions définies sur les différents

facteurs de G = [[ Resg,,/p GL;,. Comme tous les groupes qui apparaissent, G, N, Q, G, N, Zg,
1<i<kg
sont des produits de facteurs indexés par les indices ¢ € I, on peut supposer que G compte un seul facteur

puis que G = GL,..

Alors on a :
* x %
Q = Qr—l,l = :
* *
0 0
* * 0
G- =GL. = :
* * 0
0 0 1
1 * 0
0
NB = NT = N
0 0 1 0
0 0 1
Considérons ’ensemble des paires
('717 72)

d’éléments de N, (F)\GL, (F).
Le groupe GL, (F) agit & droite sur cet ensemble, qui se décompose donc en orbites dont I'une est la
diagonale. Soit I une des orbites différentes de la diagonale. L’expression

// dny - dng - r(ny -ny ) - ®(nyy1 9,272 9)
[N-(F)\N,(A)]?

(v1,72)€l

vue comme fonction de g € G(A) reste invariante a gauche par Q,_1 1(F) et Ag.
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Il s’agit de prouver que son image par la fonctionnelle d’intégration

/ dg - 1(degg(g) = N),
Qr—1,1(F\G(A)/Ac

vaut 0.

Pour tout rang r’, 1 <7/ < r, on peut identifier GL,, au sous-groupe des matrices de la forme

* 0 }r’
1 0
0 r—r
0 1
dans GL,. Les sous-groupes
* x %
QT’ = : : : = GLT/fl . Nr’
0 0 1
et
1 0 0 =
0
Vi =
e
0 ... 0 1 =«
0 ... ... 01

de GL,s peuvent alors étre eux-mémes considérés comme des sous-groupes de GL;..

Pour tout entier ', 1 <7/ < r, on peut noter I',» I'image de lorbite I' dans
[Qr (F) Ne 1 (F)\GLy—1 (F)]?.
Par hypothese, l'orbite I" est différente de la diagonale de
[N 1 (F)\GL—1 (F)]?

donc il existe un entier r’, 1 < v/ < r — 1, tel que orbite I, soit différente de la diagonale mais que, si
r’ <r—1, Porbite I';v 41 soit égale & la diagonale.

Sir’ =7 —1, on notera Iy 1 = [GL,_1(F)\GL,_1(F)]* = {1}%

Considérons un élément quelconque de I',/4q représenté par un couple (y,7) avec v € GL,_1(F'). Les
éléments de I" dont l'image dans I,y est égale a (v, ) sont ceux de la forme

(1772 7)

ol (1, 72) décrit une orbite de
[Nr/(F)\GLT’(F)]2

sous l'action de GL,(F) dont I'image dans

[Qr (F)\GL, (F))?
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est différente de la diagonale.

Or on remarque que les caractéres non triviaux de V1 (F)\V,r41(A) sont exactement ceux de la forme

n= 7/%(7/ : n)

avec v € Q. (F)\GL,(F), cette correspondance étant bijective.

Comme tous nos couples (71, 72) sont en dehors de la diagonale de
[Qr’ (F)\GLT'(F)]2 )
on en déduit que la moyenne des expressions
z // dﬂl'dn2'¢r(n1'ﬂg_l)'q)(nl’Yl’Y”ganz’Yz’Y”g)
(y1,72) 7 7 e (FAN=(A)]2

sur les n € v~ [Viri1 (F)\Viv11(A)] - v vaut nécessairement 0.

Cela entraine la conclusion voulue puisque la fonction deg, est invariante a gauche par YL Vg (A) .
O

En appliquant ce lemme aux noyaux K ,(LP’W), on obtient :

Lemme IIL.5. — Soient (P, ) une paire discréte telle que P G G et que T soit cuspidale, et h € HE /Ag
une fonction de Hecke invariante a droite et a gauche par un sous-groupe ouvert K de K.

Alors on a pour tout N, € Z1c

/ dg - 1(degq(g9) = No) - A As K77 (g, 9)
QUF\G(A)/Ac
1
= vol(Zg(F)\Za(A)/Ac) - [Fixe(m)] Z dAp
wEB (Pr) ImAp
/ dg - 1(degg(g) = No) - WEZ (h(, Ap), Ap)(9) - WES (0, Ap)(9) -
Np(A\G(A)/Zc (A)

O

On remarque que dans l'expression de ce lemme, I'intégrale adélique || N5 (A\G(A)/Za(A) dg- est un produit

d’opérateurs d’intégration locaux définis place par place. De méme, les coefficients de Fourier WEg(h(ga, Ap),
Ap)(e) et WES (¢, Ap)(e) se calculent place par place d’apres le Lemme II1.1 : ce sont simplement les modéles
de Whittaker des fonctions h(p, Ap) - Ap et ¢ - Ap.

Il en résulte que les expressions du lemme ci-dessus doivent pouvoir se calculer par déplacement de
contours et calcul de résidus de fonctions analytiques définies comme des produits eulériens d’intégrales
locales.

Nous allons mener tous ces calculs dans le cas ou G = GLs.

3 Le cas G = GL, : calcul de résidus

Nous allons mener les calculs jusqu’au bout dans le cas ou G = GLs.

Dans ce cas, Q = B est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures dans GLo, et les seules
séries d’Eisenstein que nous ayons a considérer sont celles associées & P = B°P (attention! toutes les séries
d’Eisenstein que nous considérons sont donc construites a partir du sous-groupe de Borel des matrices
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triangulaires inférieures dans GLg) et & une paire de caractéres ™ = (x1, x2) de F*\A* telle que X7 x2 soit
trivial sur Ag C Zg(A) = A*.

Lemme II1.6. — Dans cette situation, et en notant Z = q~*, la série

dg - 1(degq(g) = N) - Ay A2 K7 (g, )

T /Q<F>\G<A>/Ac N

dg - 1(degg(g) = N)

NezZ /
QIFN\G(4)/Ac

est égale, dés que Ret >0, a

1 1
R Y / dp
vol(FX\A*0) " |Fixe(r)] e P JIm A

/Kgdh/mdu-thEgmw,AwP)((’g $)k)-WEg<¢,AP>((g (f)k)

Démonstration. On sait d’apres le Lemme I1.10(i) que pour tout N € Z le volume

/ dg - 1(degg(g9) = N)
QUF\G(A)/Ac

est égal a
VOl(FX\AX /Ag) - vol(F*\AX?) . N Hlox—=1)

D’autre part, si on écrit g = (M O> k, la fonctionnelle d’intégration

0 1

J s
Np(A\G(A)/Za(A)

T R AR
KS Ax

avec |pu|~! = ¢ si N = degq(g) = — deg(p).

est égale a

Alors le Lemme II1.6 est une réécriture du Lemme III.5. O

Pour toute ¢ € Bi (P, ), ceci améne & considérer la fonction analytique

/Kg k- [ apelt - wegeen (5 1)8) wegesn (5 9)#)

ent € Cet A, A € Ap.

On rappelle que Ap est le tore complexe des caracteéres

(AX x AX)/Ag — C*

qui se factorisent a travers

deg: (A* x A*) - Z X Z.
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On peut supposer que deg : Ag — Z est un isomorphisme, et alors A; et Ao peuvent s’écrire

avec s, 8y € C/% - 7.

On a encore :

= ([e ] [e]™)

Az = ([e],[e]7*)

Lemme III.7. — St Ret > 0, Res; > 0 et Ress < 0, l'intégrale

/Kg; ke [ aw - wegnenw (5 1)) wegesh ((5 1))

/ dp - |p| e / duy - dug - (- (u1 — uz2)) / dk -
AX AxA K§

e (s 1)9) (G )

Démonstration. Si Res; > 0, on sait d’apres le Lemme III.1 que

est €gale a

Or on a

puis

(e 2 ( (g

et de méme

(

Uy
1

weg e (4]

1 (5%

0 1

)

J

0

1

0

)= om0 20 )5 2)9)
)6 9 e- s D6 )

) k> = 172" xa () - (A, M) - M) <<(1) M_ll. u1> k>

On conclut en changeant les variables u; et us en p~

U2
1

)

pno 0

0

1

) o) =50 o)

1 cuyp et /fl cU9.

Nous allons maintenant démontrer :

Théoreme I1I1.8. — Toujours avec les mémes notations, l’intégrale

JL e [ et wEE G0 ) (5 9)r)-weseaan (5 9)r)

vue comme fonction analytique en les variables ¢~ 7,

(i) C’est le produit de

0
0

1
2 )
: )k>

t

q~ %Y, q~°2 vérifie les propriétés suivantes :

Cx(L+t+s1—82) (x(I+t—s1+52) L(%’lth*Sl*SQ) L(%’1+t+81+82)

(x(2+2t)

L (ﬁ 1- 251)
X1
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et d’une fraction rationnelle qui n’a pas de péle dans la zone
Re(t+s1 —s2) > —1,Re(t —s1+s2) > —1,Re (t — s1 — s2) > —1,Re (t + s1 + s2) > —1,
Re(t) > —1,Re(—2s1) > —1,Re(2s2) > —1.
(ii) Le résidu de son pdle simple en t + s1 — so = 0 est le produit du facteur

vol (F*\A*0) (x(1+2t)
qox—1 (x(2+2t)

et de l'intégrale
RPN B CRE I
(iii) Le résidu de son péle simple en t — s1 + s2 = 0 est le produit du facteur

vol (FP\A™®)  (x(1+2t)
qox—1 (x(242t)

et de lintégrale

[ b QI (00,00 X)) - (ME (0.357) - 357 )(8).

(iv) Lorsque x1 = X2, le résidu en le pdle simple t — s1 — so = 0 est le produit du facteur
vol (FX\A*?)  (x(1+ 2t)
qox 1 Cx(2+2t)

et de l'intégrale

- dk - (M (h(p, M) A1) - AP (k) - (9 - A3 1) (k)
0
tandis que le résidu en le pole simple t + s1 + s = 0 est le produit du facteur
vol (F>X\AX0)  (x(1+2t)
gox—1 Cx(2+2t)

et de l’intégrale

—1

/K dk (M) M)(R) - (ME(9,351) - A5 ) ().

Remarque. On pourrait donner de ce théoréme une démonstration courte en utilisant les formules sur les
modeles de Whittaker disponibles dans la littérature. Mais nous préférons refaire tous les calculs, au moins
en les places sans ramification.

Démonstration. (i) Notre intégrale est le produit sur toutes les places x € |X| de sommes d’intégrales

locales de la forme
qu(c—l—t—sl+32)~v . Sm,v

vEZ
avec

Sew = /F; dp - (v, (p) =) - /meFz Yo (- (w1 — u2)) - duy - dug / dk

GLs(0,)
(h(p, A1) - A1)z <(é uf) k) (- A1) ((é uf) k:) )

Placons-nous en une place z ou
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e le facteur local K, de K est égal a KOGZ = GL2(0,), si bien que h, p et x1, x2 sont non ramifiés,
e le caractere 1, de F, est régulier, c’est-a-dire trivial sur O, mais pas sur 7' - O,.

On remarque que si v, (uy) > 0, alors

1 (51
<0 1 ) € GLy (OI)
tandis que si v, (u1) < 0, on peut écrire
avec

On en déduit que U'intégrale

/. o 22 A ((}) “f) ) (o351, ((; “f) k)

est égale au produit de I'intégrale

/ dk - (e, M) - M)a () - (9 A3 D)o (k) = S,
GL2(Ox)

max{0,—vz (u1)} max{0,—vz (u2)}
|:q;1 - Za <X2> . qis1:| . |:qz—1 2 <X1) . q;252:| )
X1 X2

Par conséquent, l'intégrale S, , est le produit de 'intégrale S, ci-dessus et d’un facteur égal a
e 0siv<O,
eectsiv>0

1 LN e a X2\ 2s Ul_i,v—o—l' L e\ o v+l
’ ,z:, <1 qz) o (qI - <X1> o ) g (qz - ()m) o )

1+ 727 <1—qlm) - (q;l-zx (2) .Q;QSQ)””_;.Q;H_ <q;1.% (;;) .q;282)®+1
e ) ) e) g () e)

2 02 G ) ) () e)

et du facteur

En posant

T = q;l—t—x‘31+32

)

Al = Zz <X2) . quI P
X1

Ay = 2z (Xl) ’ q;Zsz )
X2
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nous sommes amenés a calculer une somme de la forme du lemme suivant :
Lemme II1.9. — La série formelle
v 1 v+1 1 v’ 1 v41 1 v’
SNoTve (1 — AT (1) Y Ay [T e (- ) Y Ay
>0 qx qx 1<0/<v qx Gz 1<07<v
est €gale a la fraction rationnelle

(1—%) : (1—%)-(1—A1A2T2)
(1-T7)- (1-AiT) (1-AT) - (1-AAT)"

Démonstration du Lemme III.9. Cette série s’écrit encore

ZT“'<1—?:)~ Sy .<1_A2). oy

v>0 0<v’<v e 0<v”"<v

En mettant en facteur (1 — %) . (1 — %), on trouve :

0<v’'<v""<v 0<v” <v’'<v 0<v’'<v
Puis en mettant en facteur ﬁ, on obtient :
SOAT (AT + Y AV (AT =) (44T
0<v’ <o’ 0<v" <v’ o<y’
1 1 1 1 1

- AT 1-AAT " 1-AT 1-AA,T 1-AA,T
(I-AT)+(1-AT)-(1-A4T)1-AT)
(1-A1T)(1—-AT)(1 - A1AT)
1—A,A,T?
(1-AT)(1-AT)(1 - A1 A T2)°

Cela termine la démonstration du lemme. O

Suite de la démonstration du Théoréme III.8. Il résulte du lemme ci-dessus qu’en les places = € | X|
ou K, = GL2(0O,) et 9, est régulier, I'intégrale locale

/ dpi - || o / duy - dus - (- (u1 — us)) / dk -
X Fy X Fy K,

e (s 1)) (6 507)

S, = / dk - (h( A1) - M)a(B) - (2 3 Da(h)
KG

0,z

est égale au produit de
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et du facteur

(1 — 2 ( ) q;”QSl) . (1 _ 2 (7) P 282) (1 — g2
(1—gz' "t 51+82).(1_Zx( ) ol t+s1+52) (l—zx (E) D sz)_(l go teiee)
xoll+t+s —s)-Lo (%’1—”_81_82) Lo (%’1+t+81+82) Cxa(l+t—s1+s2)

Lo (22,1 -251) Ly (22,14 280) - G2+ 20)

Et en toutes les autres places, cette intégrale locale définit une fraction rationnelle qui n’a pas de pole dans
la zone

Re(t+s1—s2)>—1, Re(t—s1—s2)>—1, Re(t+s1+s2)>—-1, Re(t —s1 +s2) > —1.

(Voici une indication heuristique pour se repérer : La zone ainsi déterminée est celle ot les séries qui définissent
les différents facteurs de la formule ci-dessus convergent absolument. Or la zone de convergence absolue n’est
pas moins grande en les autres places — ou il peut y avoir de la ramification — et il n’y a pas de poéles dans
cette zone.)

Cela termine la preuve de la partie (i).

(ii) D’apres le Lemme II1.7, notre intégrale s’écrit encore

/ dp - |t / duy - dug - p(p- (u1 —ug)) - | dk-
AX AxA

G
KO

R () DR (D)

1T <1ql> || - dppg

z€|X]| r

On remarque que

est la mesure de Haar sur [[ F, = A qui attribue le volume 1 & O,. Elle est égale & la mesure auto-duale
z€|X|
de A multipliée par la constante ¢9% 1.

Donc le résidu de notre intégrale en le pole simple ¢ — 51 + so = 0 est égal a

por WD [ s )9) ()

Ceci amene a considérer les intégrales locales

/. o B B2 ). ( (}) 0 k) (o3 (3 ) k)

en fonction de u € F,.

Elles sont égales au produit de

/ dk - (h(o, M) - M)a (k) - (9 A5 D)o (k)
GL2(Oz)

max{0,—vy(u)} max{0,—vz(u)}
(qml 2 ("2) q2> - (qml za (’“) 'qf”) .
X1 X2

o7

et du facteur



Par conséquent, l'intégrale globale

qul./Adw/Kg dk - (h(p, A1) - A1) <<é ?) k) (e ((é 716) k>

est égale au produit de

dk - (h(p, A1) - M) (B) - (@ - A5 1) (k)

K§

et du facteur global

—1+42s1—2s5 2
T

I1 1+(1—1>-Zq§£-(q;2+231_2”)” = ]I [H(l_l)'li
|

—14+2s51—2s
z€|X| o v>1 ze|X Qa G ! 2
B [1 — q;2+281_252] _ Cx(1—2s1 +2s9)
-  —1+2s1—2s2 | — :
ceix) L1~z Cx (2 — 251 + 2s2)

Cela prouve la partie (ii) du théoréme.

(iii) Nous voulons maintenant calculer le résidu en le pdle simple ¢ — s1 + s = 0 de l'intégrale de I’énoncé.

On connait 'équation fonctionnelle des séries d’Eisenstein
EZ (0, Apr)(9) = EE(MF (¢, Ap), AP)(9)
d’ol1 'on déduit immédiatement
WEE (p,2p)(9) = WEE (Mg (2, Ap), AP')(9) -

Donc notre fonction analytique s’écrit encore

-1

[ [ wEgOrE a0 (5 1) k) wesaEe s (6 ))#)

puis, d’apres le Lemme TI1.7,

/ T / duy - dug - Y(p - (u1 — u2)) / dk -
AX AxA KS

1 U1

e ) (o 1) k) 030 () k).

On conclut alors comme dans la démonstration de la partie (ii).

(iv) On procéde comme dans la démonstration des parties (iii) et (ii) mais en appliquant cette fois I’opérateur
d’entrelacement MF et 1’équation fonctionnelle des séries d’Eisenstein & seulement un des deux foncteurs. O

4 Le cas G = GLy : déplacement des contours d’intégration

Nous allons démontrer comme conséquence du Théoreme IT1.8 :

Théoréme I11.10. — Fizons le caractére automorphe © = (x1, x2) de Mp(A)\Ag.
Pour tout entier N € N et tout polynéme en Ap et )\1_31

)\p — R()\P) 5
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considérons l’expression

> | dAP-R@p)-/KOG k- [ du-1deg(n) = ~N)-

peBr (Pt

wegie e (5 9) k) wegean (5 9)5).

(i) Si le caracteére % ne se factorise pas a travers | o |, cette expression s’écrit comme la somme d’un “terme
principal” égal a

1 e G () G k(@)
¢2lox=1) . vol(FX\AX /Ag) {N cx(2)+2<<x(2) (x(2)? )}

/ d\p - RO\p) - Tr(h, IndG (7 ® Ap))
ImAp

1 ¢ (1) Pr—1 P a
TP ol(FO\A JAg) 2 Cx(2) /ImAPdAP'I’?(A p) - Tr(Mp)™" o (Mp) o h,Indp(r ® Ap))

X x0
(ot ¢'(1) = % désigne le résidu de (x(t) ent =1 et (x(1) son terme constant ent = 1) et d’un
“terme complémentaire” de la forme

n2 L(&,t+2sp) L{(X2t—2sp
/R d)\P R()\P) / dt'qN(t_l) . CX( ) (XZ (Xl ) R(t,SP)
e sSp=S8p

Ret=to (x(21) L(%,1+23p) L(%,l—QsP)
ot :
o les caractéres A\p € Ap sont de la forme (| @ |7 | @ |75P),

o R(t,sp) est une fraction rationnelle en les variables q~t et q~°P qui n’a pas de péle dans la zone

)

1
Re(t) >0, Re(t—2sp) >0, Re(t+2sp) >0, —3 < Re(sp) <

DN | =

° onprend% <tp<1—2 et —e < sg<e (sibien que 0 < tog+2sg <1 et0<ty—2s9 <1), avec e assez
petit pour que les fonctions L (%, 0) et L (%, 0) ne s’annulent pas dans la zone Re (o) > 1 — 2¢.

(i) Si x1 = X2, cette expression s’écrit comme la somme d’un “terme principal” et d’un “terme complémentaire”
comme ci-dessus, plus un “troisieme terme” qui s’écrit

1
(g9x=1)2 - vol(F*\AX /Ag)

. . . 2Nsp | M —2Nsp | M
/ImAp e RAp) [q (x(2+4sp) - (x(2—4sp)

Tr((e A3) o M5 o h,IndG (7 @ Ap)).

Démonstration. Si tg € R avec tg > 0, 'expression de I’énoncé est égale a

/ dt - N7 . / d)\p-R(Ap)~/ dk./ dp - |t
Ret=tg LPEBK(PJ\') ImAp Kg; AX

WES (h(g,\p), Ap) ((’6‘ ?) k) SWES (0, Ap") ((‘5 ?) k) .
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En posant A\; = (| e |51, | @ |751) et Ao = (| @ |°2,| @ | 752), c’est aussi la limite quand s, s2 tendent vers 0 de

[ aer [ aerOw)- [ e [
Re (t)=to LPGBK(P,’/T) ImAp K(? AX

WES (h(, A\pA1), ApA1) ((g (1)) k) WES (o, Apha ) ((‘g ?) k) .

Supposons d’abord que le caractere quotient % ne se factorise pas a travers |e| = q9e8(®) Alors les deux

fonctions L <%, o) et L (X—f, o) n’ont pas de pole.

X

D’apres le Théoreme II1.8(i), si on déplace les contours d’intégration jusqu'a Ret = ¢y et Res = sg avec
% <tgp<1l—2¢ —e< sy <e, et e comme dans I’énoncé, on obtient le “terme complémentaire” annoncé en
faisant tendre sy, ss vers 0.

De plus, ce déplacement de contours a fait apparaitre les résidus des parties (ii) et (iii) du Théoréme III.8,
et en faisant tendre sq, s vers 0, on obtient :

vol (FX\AXO) Z
qu*l s1,52—0

L,OGBK(P,TK‘) ImAp K(?

N(sa—sy) Cx(1+ 285 —2s1) . P Tw
Cx (24 2s2 — 2s1) (h(p, A1Ap) - MAp) () - (0 - Aadp )(K)

q

_|_qN(31—32) . CX(1 + 251 — 252)

e 2y MP (. AAR) AR) - Oude) ) (R) - (ME (9 2Ar ) Taxp ) (k)

Or on a les développements

Cx (14259 —2s1) = 5 log(i);(~((il ) +¢x (1) +0(s2 — 51),
1 _ 1 x(2)
@125 2s)  x(2) Qf@)z -log(q) - (s2 — s1) +0(s2 — 51) ,
d’on
(425 —251) _ GM1)/26x(2) |, (W) GO G@Y) o
CX(2+252—281) B 10g(q)~(32—51) + <<X(2) CX(2)2 > +O( 2 1).
On a aussi
qN(SQ—m) =1+ N -log(q) - (s2 —s1) +0((s2 — 51)2)_
Enfin, on a

@EB%(:P,w)/ImAp P BOr) K§ A HeAr) ) Le A )

1

- . . . Tr(h. Ind€
q9x—1 . vol (F*\AX /Ag) - vol (F*\AX0) /ImAp dAp - Rirr) (h, Indp(m ® Ar)),

/ d\p-R(Ap) - | dk-(ME (h(g,Ap),Ap) - AR)(k) - (ME (0, Ap") - Ap" ) (k)
LPEBK(PJT) ImAP Kg;

1

_ ) ) - Tr(h. Ind€
X1 Vol (FX\AX /Ag) - vol (FX\AX0) /ImAPdAP Bp) - Tr(h, Indp(m & Ar))
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et

81,820 So — 81

i 1 DE———
lim [@GBKz(Pyﬂ) /ImAP d\p - R(\p) - . /Kg dk - (h(o, M Ap) - MAR) (k) - (- Xaedp ) (k)

1 T E—
=t [k B RGe AAR) AAR) - X)) - (ME o RaRe )RR ()
o

log(q) / Py—1 Py G
_ : CTe((M M I :
q9x 1 vol (F*\A* /Ag) - vol (F*\AX0) " Jiap Pp TH(M) ™o (Mp) o b Indi(r © Ap))

On en déduit la partie (i) du théoreme.
Supposons maintenant que x; = xo.

Par déplacement des contours d’intégration, on obtient un “terme complémentaire” et un “terme princi-
pal” qui ont exactement la méme forme que précédemment.

Mais on obtient en plus deux résidus supplémentaires qui sont donnés par la partie (iv) du Théoreme IT1.8.
IIs donnent naissance & un “troisieme terme” qui est

vol (F*\AX0)
=il [mAPdAP-R<Ap>-A(§dk~

wEBK (P,m)

lim CME (h(0, MAp), MAp) - (A AR)P(K) - (0 Aahp (k)

81,820

qN(25p+51+82) . CX(]' + 4SP + 251 + 282)
Cx(z +4sp + 251 + 282)

N @sprsan) (L= AP = 250 = 259) 3 sy Y ) (ME (o e xe ) - e e o )
T (he M) AR () - (ME (e 3ap )Rk ) (8)

+ q

Enfin, on a pour tout Ap € ImAp :

/ dk - (ME (b, Ap). Ap) - XY (k) - (o D) (R)
peBr (Pm) Y K§
1

_ T 2 MP I G
T ol (PR [Ag) —vol (FX\ax0) (8 AP Mo by Ind(m & Ar))

/ dk: - (h(p, Ap) - Ap)(R) - (ME (0, X51) - A" ) ()
B (Pm) Y K§

si bien qu’on obtient un “troisieme terme” égal a

1
(g9x=1)2 - vol (F*\AX /Ag)

: . | g2wvee  SxUt4sp) | ona, Cx(L—dsp)
Jo B RO [N

“Tr((e A%) o ME o h,Ind%(r @ Ap))

comme on voulait. O

On rappelle qu’on a fixé un sous-groupe ouvert K = [[ K, de K§, une partie finie Sy de | X| telle que
z€|X|

K, = K§, en toute place ¢ S, et une autre partie finie S C [X| — Sp.

Par combinaison avec le Lemme III.6, on obtient :

Corollaire III.11. — Fizons un caractére automorphe m = (x1, x2) de Mp(A)/Aq et une fonction de Hecke
h e H%/AG
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Alors pour toute fonction sphérique

As e QHS,

zeS

dont la transformée de Satake évaluée sur les parametres de Hecke des induites
Indf (7 ® Ap), Ap € Ap,

est égale a un polynome
R(Ap) en Ap et )\131 ,

et pour tout entier N € N, ["expression

vol(G(F)\G(A)/Ag) - Moyenne AjA, K,f;;gs (9,9)
degg(9)=N

se décompose suivant les cas de la maniére suivante :

(i) Lorsque % ne se factorise pas par | e | = g~ 98(*) | c'est la somme d’un “terme principal” égal a

() G\ RO ol TG
e (G 6)] o, P RO TohInaEr @)
1

+ 5-/ dAp - ROp) - Te(ME)Y" o (MEY o h, IndS(r @ Ap))
ImAp

et d'un “terme complémentaire” de la forme précisée par le Théoréme I11.10.
(ii) Lorsque x1 = X2, c’est la somme de :
— un “terme principal” comme ci-dessus mais multiplié par %,
— un “terme complémentaire” de la forme précisée par le Théoréme I111.10,
— un“ troisiéme terme” égal a
1./ D Bwp) - |Ner . Sx(Ltdsp)/GI ()
2 Jimap Cx(244sp)/Cx(2)

‘Tr((eA%) o ME o h,Ind§(x @ Ap)).

—2Nsp Cx(1- 43P)/C)_<1(1)
(x(2—4sp)/(x(2)

+q

Démonstration. Cela résulte du Théoréeme I11.10 et du Lemme II1.6 puisque :
— On a |Fixe(m)| = 1 ou 2 suivant qu’on se trouve dans la situation de (i) ou dans celle de (ii).

— D’apres le Lemme I1.10(ii), on a les formules de volume
vol (GLa(F)\GLa(A)/Ag) = vol (F*\A*X JAg) - (x (2) - ¢?9x 1),
vol (FX\AXC) = ¢2x 1. (31(1),
d’ol on tire
Cx'(1) _ vol(F"\AX/Ag) - vol (F"\AX) o )
(x(2) vol (G(F)\G(A)/Ag)
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5 Le cas de l'induction automorphe de GL; a GLs

Nous nous plagons maintenant dans le cadre de I'induction automorphe de GL; & GLy via une extension
quadratique E de F, avec donc
G:RGSE/FGLl, H:GL2

On considére un sous-groupe ouvert K = [[ K, de KOG , une partie finie Sy de | X| en dehors de laquelle
z€|X|
E est non ramifié sur F et K, = K§,, puis un sous-groupe ouvert K’ = [] K de K§ tel que K], = K{!,,
ze|X|
YV ¢ Sy, et que, en chaque place x € Sy, K., soit assez petit en fonction de K, et de la ramification de E.

Enfin, on choisit une partie finie S C | X| — Sy assez grande pour vérifier les conclusions du Lemme I1.2.

On choisit en chaque place z € S une série formelle
A (e,0,2)
qui vérifie les conditions du Lemme I1.3, et on note

AGH =R AS (e,0,2)
x€eS

I’élément correspondant dans le centre de
(HG @ HE)[Z].

Puis on considere deux fonctions de Hecke h € H% et h' € HI,.

Nous allons chercher une limite quand Z — 1 et Z; — 1 pour

(1= 21)- Y ZY -vol (H(F)\H(A)/Ap) - Moyenne / dt -
NeEN degQ(g):N EX\AE/AG

[K9(t,1) x Mde K5, 9) (@ W)« AST (2).
En fait, une telle limite n’existe pas, mais nous allons voir que si on impose
(1= 2Z)=c-(1-2)

et qu’on fait tendre Z; — 1, Z — 1, alors il y a une limite, qui dépend de la constante c.

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme II1.12. — On considere une expression de la forme
/ dr-A(ZN) - RO
IAl=1

ot
e R(\) est une fraction rationnelle en \ qui n’a pas de pole sur le cercle |\| =1,

o A(Z,)\) est une fraction rationnelle en Z et A qui est un produit de puissances positives ou négatives
de facteurs de la forme )
1- 2% a- )\

avec a € C*, ol =1etd>1,d €Z.
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On suppose que pour toute spécialisation de X dans C*, la fraction rationnelle A(Z, \) est bien définie
en Z =1 et y vaut 0, sauf pour un ensemble fini Ay de \g € C* ou elle vaut 1.

Alors on peut conclure :

(i) L’expression (définie a priori comme somme d’une série entiére absolument convergente pour |Z| < 1)
/ dr-A(ZN) - RO
A=1

est une fraction rationnelle en Z.
(ii) En le point Z = 1, elle est bien définie et s’annule & U'ordre 1 au moins.
(iii) On a X
Jim /w_l dr-A(ZN) - RO\ = Agocm, Xo) - ROo)
ot, pour chaque \g € Ao, ¢ (A, Xo) ne dépend que de la famille des multiplicités dans A(Z,\) des facteurs

(1—z4 27 Ay, d>1,d €.

Démonstration. Quitte a remplacer Z par une puissance de Z d’exposant suffisamment divisible, on peut
supposer que tous les facteurs du dénominateur et du numérateur de A(Z, \) sont de la forme

<1—Zd-;;>, (1—2‘*1‘)) , (1= 2% ag)

avec d > 1 et |[Ng| =1 ou |ag| = 1, si bien que A(Z, \) s’écrit

H (1 _ Zd . ao)m(ao,d)

(a0,d)
[T (-2 )" (1 _zd. AAO)" (Ro.d)

(Xo,d)

Ici, les m(ayg, d), n(Ag, d) et n’ (Ao, d) sont des familles presque nulles d’éléments de Z qui vérifient nécessairement

> m(l,d) >1

d>1

et

> m(1,d) = (n(Xo,d) + 1/ (Ao, d))

d>1 d>1
pour tout Ao, ’égalité étant vérifiée si et seulement si Ag € Ag.

Considérons Z comme une variable dans C telle que |Z| < 1. Et calculons l'intégrale
/ dr-A(ZN) - RO
IA|=1

par déplacement du contour d’intégration vers |A| — 0.

Les poles p de R(A) tels que 0 < |p] < 1 font apparaitre des fractions rationnelles en Z dont les facteurs
du numérateur ou du dénominateur s’annulant en Z =1 sont les

H(l _ Zd)m(l,d) .

d
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Le pole en |A| = 0 fait apparaitre une fraction rationnelle en Z dont le dénominateur est une puissance
de Z.

Enfin, il reste & examiner la contribution des podles de la forme
A= Xo-Z%avec |A\o| =1, d>1et n(rg,d) >1.

C’est le résidu en A = )\ - Z%¢ de I'expression

1 )\n()\o,d) (co,d’) R(}\)
(h— ho - Z4y00d) A\ Cod) a0 . T Oed)
(1—Zd-fo) I1 (1—Zd-70> (1—Zd-A—6)
(A5,d)#(Xo,d)
qui est égal a la dérivée
1 an(ko,d)—l
(n(Xo,d) — 1)1 Ao d)—T
H (1- A ao)m(ao’d/)
)\n()\o,d) . (ao,d/) ) R(}\)
n’(Mo,d) T\ n(\G,d) n’(7p,d")
A / A 0 ’ by 0
(1—Zd-70> I1 (1—Zd-70) -(1—2(170)

(A5-d")#(Ao,d)

évaluée en A = \g - Z¢.

Si on fait porter toutes les n(Ag,d) — 1 dérivations exclusivement sur les facteurs

A A DY
_ d _pd A0 _ gd
(1 Z >\o>7 (1 Z A) et (1 Z >\0>’

on obtient une fraction rationnelle en Z dont 'ordre d’annulation en Z = 1 est
dSom,d) | = DY (o, d) + (Mo d)) | +1,
d'>1 d'>1

et si on fait porter au moins certaines des dérivations sur les autres facteurs, on obtient une fraction rationnelle
en Z dont 'ordre d’annulation en Z = 1 est strictement supérieur.

On en déduit I’énoncé du lemme. O
Nous pouvons montrer maintenant :

Théoréme III1.13. — On se place dans les conditions du début de ce paragraphe.

Alors la série formelle

(1=21)- > Z{ -vol(H(F)\H (A)/An)- Moyenne / dt-[KC(t, ) x Ay AL K (g, 9)](hoh' )+ ASH (2))
NEN degq (9)=N JEX\AR/Ag

est une fraction rationnelle en Z et Z.

Si on pose la condition
1-Z1)=c-(1-2)
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pour une certaine constante non nulle ¢, on obtient une fraction rationnelle en Z qui est bien définie en
Z = 1. Elle y vaut

N e(ag™ /
Yo Tr(h) - Tea(h) + T > Try(h) - Tea(h)
x€Haut (G/Ag) X€laut (G/Ag)
Trencusp(H/AH) ‘ﬂ'eHEis(H/AH)
T=p+X T=paX
ot C(Ag’H) est une constante qui ne dépend que du choix de la fraction rationnelle Ag’H = ® AGH

vérifiant les conditions du Lemme 11.3.

Démonstration. On a les décompositions

K- Y
XE€Maut, k (G/Ac)

et
AAy K = 3 K™+ 3" MAs K™
TE M ser (H/Asr) o)

ou (P, ) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de paires discretes telles que P & H
et que 7K £ 0.
Pour x € o,k (G/Ag) et m € eysp k' (H/Am), la série formelle en Z; et Z

(1=21)- ) Z{" -vol(H(F)\H(A)/Ar)- Moyenne / dt-[KEX(t, ) x K7 (g, )| (ho )« A9 (2))
NeN degg(9)=N JEX\AL /Ac

est égale au produit des trois facteurs

[T A" (2 (x0), 2(m2), 2)

reS

/ dt - K& (t,t) = Try (h),
EX\A%/Ag

(1=21)- > 2 -vol(H(F)\H(A)/Am) - Moyenne K, (g,g).
NeEN de%Q(g):N

C’est donc le produit d’une fraction rationnelle en Z bien définie en Z = 1 et d’une fraction rationnelle en
Z1 bien définie en Z; = 1. Sa valeur en Z =1 et Z; = 1 est

{Trx(h) “Trq(R') sim=p.x,

0 sinon.

Considérons maintenant un caractere X € Iy, k (G/Ag) et un représentant (P, m) d’une classe de paires
discretes tel que P & H et que w ;é 0. II n’y a pas de restriction a supposer que P = B°P| si bien que 7
est un caractére automorphe de Mp = G,, X G, qu’on peut noter (x1,x2)-

Nous nous intéressons a la série formelle

(1-2y)- Z ZN -vol(H(F)\H(A)/Ag) - Moyenne/ dt -
NeN degq(9)=N JEX\AL /Ac

[K9X(t,8) x Mds KP (g, 9)]((h @ 1) « AGT(Z)).
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D’apres le Corollaire IT1.11, elle se décompose naturellement en la somme d’un “terme principal” et d’un
“terme complémentaire”, plus un “troisieme terme” dans le cas ou % se factorise & travers | o | = gdes(®)

Le “terme complémentaire” est de la forme

1-7 2 L(ﬁ,t+25p> L(ﬁ,t—25p)
/ d\p - R(Z,\p) - / dt - S {0k £ T :
Im Ap Re t=to 1—=21-q (x(21) L(%,l—&-QsP) L(%,l—QSP)

R(t, Sp)

avec les mémes conditions que dans I’énoncé du Théoreme II1.10(i) sur la fraction rationnelle R(t,sp) et

e tg est dans la zone % <tp <1,
e R(Z,\p) est la fraction rationnelle déduite de [] AS+¥ (e, e, Z) en prenant pour valeurs propres de

z€|X|
Hecke celles de x et de m ® Ap.

On voit d’abord que l'intégrale

. 2 L(L;,HQSP) L(X—f,t—25p>
/ dt Cx(®) X X - R(t,sp)
Ret=to

QU S— . .
1—Z ¢ 1 (x(20) L(%,stp) L(%,l—%p)

est une fraction rationnelle en Z; et A\p dont les poles ne rencontrent pas {Z; =1} x ImAp.

On déduit alors du Lemme II1.12 que notre “terme complémentaire” est une fraction rationnelle en Z et
7y dont le quotient par ﬁ est bien défini en Z = 1, Z; = 1. Donc ce “terme complémentaire” est bien
définien Z =1, Z; =1 et s’y annule.

Voyons maintenant le “terme principal”. Il est égal a

L [ e (S GO

)] /I A d\p - R(Z,Ap) - Try(h) - Te(h/, Ind (7 @ Ap))

Fiem =~ [1-2 7 \G'D) ~ &@)
m/l . @Ap- R(Z,p) - Try(h) - Tr(ME) ™" o (ME)' o b, Indz (7 ® Ap))

De plus, la fraction rationnelle
R(Za )‘P)

est toujours bien définie en Z = 1 deés qu’on fixe A\p et elle y vaut suivant les cas

1 si x se factorise & travers Nm : EX\Aj — F*\A% en deux caracteres distincts de F*\A%

qui sont les 2 composantes de m ® Ap, ce qui signifie Indg (T ®Ap) = ps X,
0 sinon.

On déduit du Lemme II1.12 que si on pose
1-Z1)=c-(1-2),
notre fraction rationnelle devient bien définie en Z =1 et y vaut
c(ag™ 1 H
: . Tr, (k) - Tr(h', Ind Ap)).
|FiX€(7T)‘ Z rX( ) I‘( ; 111 P(ﬂ-® P))

Ap€lmAp
Indgh@*f’):p*x

c

On remarque que si 'ensemble {A\p € ImAp | Ind® (7 ® Ap) = p. x} est non vide, il compte un ou deux
éléments suivant que |Fixe(z)| =1 ou 2.
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deg(

Enfin, dans le cas ou % se factorise a travers | @ | = ¢4°8(*) il reste & examiner le “troisieme terme”. On

peut supposer que y; = Y2 et il s’écrit alors
1

= / d\p - R(Z,\p) - Try (h) - Tr((e A3) 0 ME o h, IndS (x © Ap))
ImAp

[ 1-Z1  (x(1+4sp)/¢k (1) -2 Cx(1-4sp)/Cx (1)
1=Zy-g*r (x(2+4sp)/Cx(2)  1=Zy-q7>r  (x(2—4sp)/Cx(2)
Or on a
Cx(44sp)/CM () 1
(x(2+4sp)/Cx(2)  1—g'
ot R(Ap) est une fraction rationnelle en Ap qui n’a pas de pole sur le cercle Im Ap.
On en déduit

1-7Z (x(1+4sp)/¢5M(1) 1-21  ¢x(1—4sp)/Cx'(1)
1—-27Z1-¢*r (x(2+4sp)/(x(2)  1—-2Zy-q727 (x(2—4sp)/Cx(2)

— + R(\p)

_ (1—Zyq 7)) —q %P (1 — Zy ¢*7) R(\p) R\
= (1—21)' (1_ZquSp)(l_Zlq72SP)(1_q74SP) +(1_Zl)‘ (1_Z1q25p 1-7; ,PqQSP)
= (1-2) ! sz Lo 2 ) ROR) + (L= Z1a") RO

(1 =2Zyg*r)(1 = Zig=>r) (1= 2Zyg*r)(1 = Zyrqg=2r)

Enfin, on sait que dés qu’on spécialise Ap, la fraction rationnelle R(Z, Ap) devient bien définie en Z = 1
et y vaut 0 ou 1. Elle n’y vaut 1 que si Ind (7 @ Ap) = p, x ce qui impose ¢27 # 1.

Il en résulte que si on pose (1 — Z1) = c¢- (1 — Z) et si on spécialise Ap, la fraction rationnelle
1-21  Ce(L+4sp)/¢H(1) 1-21  (x(1-4sp) /¢ (1)
1—Zig*r (x(2+4sp)/(x(2)  1-Z1-q7%7 (x(2—4sp)/Cx(2)

est toujours bien définie en Z = 1, et s’y annule sauf pour un nombre fini de valeurs de Ap.
On conclut d’apres le Lemme I11.12. O

R(Z,Ap) -

6 Développements asymptotiques et formules de traces

Dans ce paragraphe qui est une simple parenthese, on consideére le groupe linéaire G = GL,..

Si K est un sous-groupe ouvert de Kg; et h une fonction de Hecke dans ’Hf( /Ag, on dispose de la fonction
g MAs K (g,9)
sur Q(F)\G(A)/Ag, et on peut former la série formelle en la variable Z;
vol (G(F)\G(A)/Ag) - Y Z - Moyenne AjA; Kf(g,9).
NEN degq(9)=N

On a la décomposition
MA KE =3 AAs KPP
(P,m)
ott on fait décrire & (P, ) un ensemble de représentants des classes de paires discretes (P, ) telles que 75 # 0

et que tous les facteurs de m soient cuspidaux. On en déduit que notre série formelle s’écrit naturellement
comme la somme finie des séries formelles

vol (G(F)\G(A)/Ag) - > Z - Moyenne AiAy K7™ (g, g)
NeN degq(9)=N

68



indexées par les représentants (P, 7).

D’autre part, on sait que le noyau K< admet 1'expression géométrique

K (91, 92) Z hgz Y1)
vEG(F)

On peut proposer le probléeme suivant :

Probléme II1.14. — (i) Pour toute paire discréte (P, ) telle que tous les facteurs de w soient cuspidauz,
montrer que la série formelle

vol (G(F)\G(A)/Ag) - Z zZN. Moyenne A1Ay K,(LP’W)(g,g)
NeN degQ(Q)
vérifie les propriétés suivantes :
o (est une fraction rationnelle en Z;.
e Elle admet en Zy = 1 un péle dont l'ordre est égal a |P)|.

e Dans son développement en Z1 = 1, le coefficient de O*Zﬁ est égal a

1

_ . . G
[Fixe(m)] /ImAP e Tr(h, Indp(m @ Ap))

(ii) A partir de Uexpression géométrique du noyau
K (g1,92) = Z hga 'ty g1),
VEG(F)

trouver des formules géométriques pour les coefficients des puissances

1 1
(1—Z)IBI 7 (1= Zy)

dans le développement en Zy =1 de la fraction rationnelle

vol (G(F)\G(A)/Ag) - Z ZyY - Moyenne AjAy K7 (g,9) .

NeN degQ(Q) N

(iii) En identifiant les coefficients de

1 1
(1—Z)IBI" 7 (1 - Zy)

du coté géométrique et du coté spectral, puis en formant des combinaisons linéaires des formules obtenues,
obtenir une “formule des traces” pour
E Trr(h).

7T€chgp (G/AG)

Remarque. Ce qu’on obtiendrait de cette facon ne devrait pas étre bien différent de la formule des traces
de Kuznetsov (voir le livre [Cogdell, Piatetski-Shapiro]).
O

On peut se demander s’il serait possible d’obtenir au moyen d’un développement asymptotique semblable
la formule des traces d’Arthur-Selberg.
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Pour cela, on a besoin de définir d’abord une fonction de multi-degrés relative a B
degp : B(F)\G(A)/Aq — Z/BI=1 =771
On commence par définir

degp : B(A) — zlBI-1

' —  (deg(A2) — deg(A1),...,deg(A,) — deg(Ar—1)) .
0o — 0 X

Cette fonction est invariante & gauche par B(F). On l’étend en une fonction invariante & droite par K§ =
GL,-(Op) sur G(A) tout entier en utilisant la décomposition d’Twasawa.

Si Ny = (Ny,...,N,_1) est un élément de N"~1, on pourra noter
|No| = Zz(r—z —2/ ds - pn,(s
1<i<r

ou py, : [0,7] — Ry désigne le “polygone convexe” défini par
e py, est affine sur chaque intervalle entier [i,4 + 1],
* pn,(0) =pn,(r) =0,
o [pn. (i) —pn (i = D] = [pn, (i +1) —pn, (0)] = Ni, 1 <i <.
On peut former la série formelle en la variable Z;

vol (G(F)\G(A)/Ac) - > ™' Moyenne K (g, )

NeeNT—1 degp(9)=Ne

o, pour tout N, € Z™~! et toute fonction localement constante
®: B(F)\G(A)/Ac — C,

on pose

/ dg - 1(degp(g) = Neo) - (g)
Moyenne ®(g) = B(F)\G(A)/Ac

degp(9)=Ne / dg - 1(degp(g) = Ne)
(FI\G(A)/Ag

On a la décomposition spectrale du noyau

K= Y K
(P,m)

indexée par un ensemble de représentants des classes de paires discrétes (P, ) telles que 7% # 0. Donc notre
série formelle s’écrit comme la somme finie des séries formelles

vol (G(F)\G(A)/Ag) - Z Z‘lN’| - Moyenne K}(LP’W)(g,g).
NoeNr—1 degg(g9)=N.

D’autre part, le noyau restreint a la diagonale

K§(g,9)= > hlg"vg)
YEG(F)
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s’écrit comme une somme (dont presque tous les termes valent 0) indexée par les polynémes x unitaires de

degré r a coefficients dans F’
G
K1 (9,9) ZK *(

ou

K= Y Mo eo)
YEG(F)
Xy =X

est défini en restreignant la sommation des v € G(F) aux matrices de polynéme caractéristique x

On peut proposer la variante suivante du probléeme précédent :

Probléme II1.15. — (i) Pour toute paire discréte (P, ), montrer que la série formelle

vol (G(F)\G(A)/Ag) - Z Z‘lN'| - Moyenne K,(lp’ﬂ)(g,g)
NeeNr—1 degp(9)=N.
vérifie les propriétés suivantes :
o (est une fraction rationnelle en Z;.
o FElle admet en Z1 =1 un péle dont l'ordre est égal a | P|.

e Dans son développement en Zy = 1, le coefficient de 7 est égal a

1
(1-2y)

1

S — d\p - Tr(h,Ind$ .
|Fixe(m)| /mAP Ap - Tr(h, Indz(m & Ae))

(ii) Pour tout polynéme unitaire x de degré r d coefficients dans F', montrer que la série formelle

vol (GIF\G(A)/Ac) - Y z™!. Moyenne KjX(g)

NocNr—1 degp(9)=Ne

vérifie les propriétés suivantes :

e (est une fraction rationnelle en Zy.

:X.

e FElle admet en Z; = 1 un pdle dont l'ordre est égal au nombre |x| de facteurs irréductibles (comptés

avec multiplicités) du polynéme x.

e Dans son développement en Z1 = 1, le coefficient de r est égal a

1
(1—Z1)|X

Vy - / dg-h(g™" - 9)
L(AN\G(4)

ot
— 7y est un élément de G(F') dont le polynéme minimal est égal a x ;

— V) est une constante qui vaut

Vi = vol (G, (F)\G, (A)/Ag)

quand le polynéme x est irréductible (c’est-a-dire quand -y, est elliptique régulier) mais qui, en

général, n'est pas ce volume puisque celui-ci est infini;

— dg est une mesure invariante sur l'orbite adélique G-, (A)\G(A), normalisée de telle sorte que les
intégrales convergent; quand le polynome x est irréductible, elle est le quotient des mesures de

Haar standard de G(A) et G, (A).
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(iii) En identifiant les coefficients de

1 1
(1—Z)IBI 7 (1= Zy)

du coté géométrique et du coté spectral, puis en formant des combinaisons linéaires des formules obtenues,
retrouver la formule des traces d’Arthur-Selberg pour G.

Remarque. Dans cette situation comme dans celle du Probleme I11.14, les coefficients les plus importants
sont ceux de (|

1
1-Z1°

7 Développements asymptotiques et partie spectrale du principe
de fonctorialité

Nous nous plagons maintenant dans la situation plus générale d’un homomorphisme de transfert entre
deux groupes linéaires dont le premier est abélien :

LG —————L}

N,

G = H RGSEi/FGLl

i€l

Le groupe linéaire G est de la forme

et il n’y a pas de restriction a supposer que H a un seul facteur

H= RGSEI/F GLT-

avec r > 2.
Comme toujours, on considére un sous-groupe ouvert K = [[ K, de K§, une partie finie Sy de | X| en
z€|X|
dehors de laquelle G et H sont non ramifiés sur F' et K, = Kocfz, puis un sous-groupe ouvert K’ = [[ K.,

z€|X|
de Kéq tel que K, = K(fm, Va ¢ Sp, et que, en chaque place x € Sy, K., soit assez petit en fonction de K,
et de la ramification de G et H.
Enfin, on choisit une partie finie S C |X| — Sy assez grande pour vérifier les conclusions du Lemme I1.2.

On considere en chaque place z € S une série formelle
AG (0,0, 7)
qui vérifie les conditions du Lemme I1.3, et on note

AGHT = QAT (0,0.2)
€S

I’élément correspondant dans le centre de
(M% © Hi)[Z].
Enfin, on considere deux fonctions de Hecke

heHS et K eHE .
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Pour toute représentation 7’ du spectre d’Eisenstein Ilgis cusp(H/Ag), il existe par définition un sous-
groupe parabolique Prr & H et une représentation automorphe cuspidale m, de Mp (A)/Ap tels que
= Inde, (m0)-

Dans cette situation et avec ces notations, on doit pouvoir montrer I’énoncé suivant. Il généralise a un
homomorphisme de transfert entre deux groupes linéaires dont le premier est commutatif et le second a un
seul facteur, ’énoncé déja prouvé dans le cas de I'induction automorphe quadratique de GL; a GLs :

Probléeme II1.16. — (i) Pour toutes fonctions de Hecke h € HS/Aq, W € HE JAg, et tout élément
g € G(A), montrer que la série formelle (qui ne dépend pas de g)

(1—=21)- Y Z{ -vol(H(F)\H(A)/An) - Moyenne [K(g,9) x MiA2K (¢, ¢)]((h® ')« AG(2))
NEN degg(9)=N
vérifie les propriétés suivantes :
o (’est une fraction rationnelle en Zy et Z.
e Si on pose la condition
1-Z1)=c-(1-2)

pour une certaine constante c, on obtient une fraction rationnelle en Z qui est bien définie en Z = 1.

Elle y vaut
G,H /
G,7 c (A L ) G,7
> K@) T+ Y o K (g.9) T ()
€l (G/Ag) m€llau (G/Ag)
W:EHC.,SP(H/AH) WjGHEis,cusp(H/AH)
T =Py T =psT

ou chaque constante c(Ag’H,ﬂ’) ne dépend que de Ag’H et de 7.

(ii) En appliquant la fonctionnelle

Fomns ™
GFN\G(A)/Ac
ou, ce qui revient au méme, en multipliant par vol(G(F)\G(A)/Ag), en déduire une formule pour
AG,H /
B R S N T oy

€l (G/Ac) Tl (G/AG) o

' €Meusp (H/Aw) 7' €llgis,cusp (H/Am)

' =p.m ' =p.m
(iii) Lorsqu’on fait varier la fraction rationnelle Ag’H(Z) = @ AGH (e e, Z) et la constante c, montrer

z€|X|

que ’espace affine des fonctionnelles bilinéaires en h € HG /Aq et h' € HE, /A engendré par celles obtenues
dans (ii) contient la fonctionnelle

(h,h) — > Trr(h) - Trp (h').
€l (G/AG)
7T/el-[aut(l—I/IAH)
T =pPxT

O

Le principe de fonctorialité serait alors équivalent & 1’égalité de la formule qu’on aurait obtenue dans (iii)
et de la formule

> Tre(h) - Trg(hn) = vol(G(F\G(A)/Ag) - Y (hxhi)(7) avec hy=p*h .
€t (G/AG) yEG(F)
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Ou, si I'on préfere, il serait équivalent a ce que la fonctionnelle bilinaire

(W)= S Tea(h) - Teg(p" W) = vol(GENG(A) fAG) - 3 (hx p"')()

7Tel—laut((;/AG) ’YEG(F)

soit contenue dans l'espace affine de (iii).
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Exposé 1V :
Et du coté géométrique ?

On continue a s’intéresser au principe de fonctorialité de Langlands entre deux groupes algébriques
linéaires G et H reliés par un homomorphisme de transfert entre leurs groupes duaux.

Dans le cas ot1 le groupe linéaire de départ GG est abélien, on a introduit dans le précédent exposé un certain
espace affine de fonctionnelles bilinéaires en les paires de fonctions de Hecke sur G et H. Ces fonctionnelles
ont été définies comme des limites formelles de séries dont les coefficients ont des expressions géométriques.

On aborde ici la question de chercher des formules géométriques explicites pour ces fonctionnelles.

En utilisant la décomposition de Bruhat et le théoreme de Shintani sur les modeles de Whittaker des
groupes linéaires, on s’engage dans une direction qui conduit a formuler une conjecture encore assez vague
(mais que nous préciserons et justifierons en partie dans une prochaine publication). On suppose que nos
fonctionnelles s’obtiennent en appliquant a certaines fonctions explicites :

— d’abord une transformation par intégration sur des produits de cercles indexés par un ensemble fini de
places, pour la mesure de Haar;

— puis une moyenne sur les éléments rationnels des fonctions sur les tores maximaux adéliques de G et
H obtenues par la transformation précédente.

Le calcul de cette moyenne est difficile car les fonctions qu’on obtient sur ces tores adéliques sont tres
oscillantes. C’est ce qu’on voit dans le cas de l'induction automorphe de GL; a GLs via une extension
quadratique, qui fera I'objet du prochain exposé.

Les calculs que nous ferons dans ce cas nous inciteront a proposer dans I’Exposé V une formule géométrique
pour la valeur de cette moyenne sur les éléments rationnels, dans le cadre du transfert automorphe entre
deux groupes linéaires dont le premier est abélien.

Si cette conjecture était vraie, elle rendrait l'existence du transfert entre deux tels groupes linéaires
équivalente & une famille d’identités locales indexées par les places de F.

Dans une prochaine publication, nous généraliserons notre approche et les conjectures du présent ex-
posé IV et de 'Exposé V au cadre général du transfert entre deux groupes linéaires arbitraires.

1 Expression géométrique des moyennes des noyaux tronqués
On considére un groupe linéaire général

G= H ResEi/F GILT1 .

iclag
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On rappelle que, pour toute famille d’entiers Ny = (V;);c1., On s’intéresse a la fonctionnelle qui associe a
toute fonction de Hecke h € HY/Ag la moyenne

dg - 1(degq(g) = Ne) - A1As K (g, 9)

Moyenne AjAy K5(g,g) = /Q(F)\G(A)/Ac

degg (9)=Ne

/ dg - 1(degg(g) = Ne)
QUF\G(A)/Ac

Dans le groupe de Weyl du groupe linéaire G
We= 1] &..
iclg

on dispose de I’élément de longueur maximale wy qui inverse 'ordre de 1’ensemble {1,2,...,r;} pour tout
i € Ig. Pour toute famille r = {r; = 7,1 + -+ + i, } de partitions des entiers r;, i € Ig, on notera
wy élément de Wq tel que wow, agit sur chaque {1,2,...,r;} en inversant l'ordre des éléments dans
{1, 2, ce ,7“@1}, puis {rm + 1, 5T + Ti,?}; ce ey puis {7"1‘,1 + 7,2 + -+ Tik;—1 + 1, ce ,7"1‘}. Autrement dlt7
la composante d’indice i € I de w, vue comme une matrice est :

1 0

0 }7“1‘,1
0 1

Rappelant le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures
Bg = H Resg,/r Br,
i€l

et son radical unipotent
Np = H Resg,/r Ny, ,

i€lag

on notera pour toute famille {r; =r;1 + -+ 4+ r;, } = r de partitions comme ci-dessus

szNBﬂwE-NB-wz_l = H ReSEi/F(Nm,l X oo X NTi,k,i)7

iclg
et
T, = {()\i,k) iclg | )\i,k = Az’,k/ si 1<k< k' <r;, et wr(k) < wr(k’)}
- 1<k<r; - -
le commutateur de N, dans le tore maximal Tg = [] Resg,/r G} des matrices diagonales. Autrement

iclag
dit, T, est le sous-groupe des matrices diagonales dont les composantes sont égales quand leurs indices
appartiennent a un méme segment

{rm—l—---—l—ri’j—&—1,73,1+~-~+ri)j+2,...,ri71+...—|—ri’j+ri)j+1}
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de la partition r des intervalles {1,2,...,r;}, i € Ig.

Prouvons :

Proposition IV.1. — Pour toute famille d’entiers Ny = (N;)ic1. et toute fonction de Hecke h € HE /Ag,
lintégrale

/ dg - 1(degg(g) = Na) - AALKS (g, 9)
Q(F)\G(A)/Ac

est égale a la somme

Xy

dg-l(degQ<g>=N.>~/ dn - Pp(n)-h(g™ wy -y n-g).
r yeT,(F) Y Ne(A\G(A)/Ac Za(F) Np(4)

Démonstration. On sait d’apres le Lemme I11.4 que l'intégrale

/ dg - 1(degg(g) = No) - A A KS (9. 9)
Q(F)\G(A)/Ac

est égale a

dg - 1(degg(g) = Ne) - Z dny - dng - Pp(ng -nyt)

YENL (F)\G~ (F) /[NB(F)\NB (A))2

/Q(F)\G(A)/Ac

'Kf(m-w,nzwg)

/ dg - 1(degg(g) = No) - dn-ppm) - Y Bgt 50 g)
No(F\G(A)/Ac-Za(F) N5 (F)\Ns(4) seG(F)

dg-1(degg(g) = Na) - Y /N(A)dn-wmwh(g-l~5~n-g>.

/NB(F)\G(A)/AGZG(F) S5€EG(F)/Ng(F)

Or, d’apres la décomposition de Bruhat, tout élément de G(F) s’écrit de maniére unique sous la forme

2wy
ou
e w € Wg est un élément du groupe de Weyl de G, identifié & une matrice de permutation,
e v € Tg(F) est une matrice diagonale,
e 11 et 1o sont deux éléments de Nz (F), modulo le sous-groupe Ng(F) Nw - Ng(F) - w~*.

Par conséquent, notre intégrale s’écrit encore comme une somme

dg-1(degg(g) = No)- 3. /N(A)dn-w3<n>~h<g-1-w-v~n-g>.

weWa /uvB(F)mwa<F>‘w—1>\G<A>/Ac~zc<F> T tF)

On conclut grace au lemme suivant qui permet de ne garder dans la sommation que les w de la forme
wy et les v € Tp(F) :

Lemme IV.2. — Une intégrale de la forme

dn1~dn2~w3(n1n2—1)~h(g2_1~n2_1ow~'y~n1'gl)

/(NB(F)ﬁw'NB(F)-W‘l)\(NB(A)XNB(A))
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avec g1,g2 € G(A), w € Wg, v € Tg(F) et Ng(F)Nw - Ng(F)-w™! plongé dans Ng(A) x Ng(A) par

-1

ne (v hwTt o ew ey, m)

ne peut étre non nulle que st w est du type

pour une certaine famille de partitions r, et si

’YGTz(F)-

Démonstration. Il suffit de traiter le cas ou G = GL,..

Pour que 'intégrale du lemme ne s’annule pas, il faut que les deux caracteres

n +—  .(n)
R e w nw )
coincident sur l'intersection Ng(A) Nw - Ng(A) - w1

Or, si la permutation w n’est pas du type w,, on peut trouver un indice k € {1,2,...,7 — 1} tel que
w(k + 1) > w(k) + 2 si bien que ces deux caracteéres ne coincident pas.

Si au contraire w = w, pour une certaine partition 7 = 71 +rq + -+ + 7%, Ng(A) Nw - Ng(A) - w™!

g’identifie & Ny, (A) X Ny, (A) x -+ x N;, (A) et les deux caracteres coincident seulement si v € Tp.(F). O

2 Modeles de Whittaker et décompositions spectrales locales

On reste avec notre groupe linéaire

G= H RCSEi/F GLn .

i€l
Si K= ][] K. est un sous-groupe ouvert de K§, on peut considérer l'espace
z€|X|
Lk (Np(F)\G(A))

des fonctions
p: Ng(F)\G(A) — C

telles que

e ¢ est invariante a droite par K,

o o(n-g)=1vpn)"" w(g), Vn € Np(A), Vg € G(A).
L’algebre de Hecke Hf( agit sur cet espace par convolution a droite et toute fonction h € H% admet un
noyau pour son action, qui s’écrit

K7V 2 (g1,g2) — dn-pp(n)-higy"-n-g1).
Np(A)

On voit en particulier que la somme de la Proposition IV.1 s’écrit encore

>

r ~eT.(F

/ dg - 1(degq(g) = No) - K" (g, - wy ' - g).
) No(A\G(8) /A6 Z6 (F)
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Pour toute place = € | X/, notons v, la composante locale de ¥ sur Ng(F,) et L, . (G(Fy)) Pespace

des fonctions
v:G(F;) —C

telles que :

e ¢ est invariante a droite par K,

i ‘P(nw'gw):ww(nw)_l ©(9x), YNz € Np(Fr), V gz € G(Fy).

L’algebre de Hecke locale Hm’ K, agit sur cet espace par convolution & droite et I’action de toute fonction
h, € Hg x, admet un noyau qui s’écrit

G e
K"

: (91a92)’_’ dnzwm(nx)hm(gglnmgl)
Np(Fy)

L’espace Li y5 (Np(F)\G(A)) est le produit tensoriel infini de tous les espaces locaux Li, , (G(Fy)),

z€|X],etsih= @ h, est un élément de 'H% décomposé en facteurs, les noyaux locaux et globaux sont
z€e|X|
reliés par la formule

K,?’wB(o,o) = H K}i’wx(o,o).
z€|X|

Allons en une place x € |X| ou le groupe G (c’est-a-dire les extensions E;, i € I, de F') est non ramifié
sur F'. Chaque F; ;, = E; ®p F, se décompose en

I Feis

jGIi,m

=1 II 6Ln(Feiy)

iclg j€li .

et on peut écrire

Si K, = Kg*; et si la forme différentielle rationnelle wx (qui sert & définir le caractére ¥pg) est réguliere
en x, c’est-a-dire n’y a ni zéro ni pole, nous allons rappeler la décomposition spectrale de ’espace

Lrc, . (G(Fy))

muni de ’action par convolution a droite de I'algebre de Hecke sphérique

m—>® @ CIXGi s X

i€lg ./611, @

On commence par rappeler le théoréme suivant (pour lequel on renvoie & la note [Shintani] ainsi qu’a
larticle [Casselman, Shalika]) :

Théoréme IV.3. (Shintani) — Supposons comme ci-dessus que G est non ramifié sur F en la place x et
que la forme wx y est réguliére.

(i) Alors, pour tout élément

)\.: ,JkEH H (7"7

ic€lg jel; o

il existe une unique fonction

Weao = [[ TI Weisr. : G(Fe) = C

i€lg j€li o

telle que :
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Wa.a, est invariante a droite par K(fm,

Waae(1) =1 (et Waija, (1) =1, Vi, j),
 War,(na - ga) = Ya(ne) ™" - Wan,(92), V0o € Np(Fr), Vga € G(Fy),
e Wy, *he =SS (he)(Ne) - W,

pour toute fonction sphérique h, € H§¢.

(ii) De plus, les valeurs de cette fonction Wy x, et de ses composantes les W, ; j x, sont entiérement spécifiées
par la régle suivante :
1 0
Sim, ;= est une matrice diagonale dans GLy, (Fy; ;) avec

0 e,
v1 = vy o Nm(p1), ..., 0, = Uy 0 Nm(puy, ),

Waijae (M ;) nest non nul que si

et dans ce cas il est égal au produit de

q ' .
’ [T =)
1<k<k’<r;
et du déterminant. 1 1
V1T — v1+Ti— vi+ri—1
Al Ag ... )\ml

Uy, Vg Uy,

A Ay . Ayt

Démonstration de (ii) quand G = GLj. Rappelons une preuve de la formule de (ii) quand G = GLq
(que 'on peut déja trouver dans [Godement]).

Sim= ('%1 l? > avec vz (1) = v1, Uz (l2) = ve, il s’agit de démontrer
2

Wordm)=gq. 7 - > AR

ni+ng=vy+vy
v1>n].ng>vs

Pour démontrer cette formule, on part de la fonction ¢, », sur G(F») = GLa(F,) qui vérifie :

e clle est invariante & droite par GLy(O,) = K§,,

e clle est invariante & gauche par Npgop (Fy),
e sim= (%1 5) avec vy (1) = v1, Vz(2) = v2, On a
2

v] —vg

Pz, Ne (m) =AT" AP qu ?

On sait déja que pour toute fonction sphérique h, € 'ng on a

Pare *hy = S5 (hy)(Ne) - @an, -
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Il en résulte que la fonction cherchée W, , est égale a une constante multiplicative pres a la fonction

Gz — dng wx(na:) *Px e (nx 'g)
NB(Fa:)

des que cette intégrale converge.

Calculons donc 'intégrale

/Fm duy - P(Res(ug - wx)) - Pz a, ((é ulx) (%1 1?2>>
_ /Fm dug - h(Res(ug - wx)) - Qa,x, ((%1 A?2> <(1) ﬁl%)) '

Comme la forme différentielle wx est réguliere en z, cette intégrale vaut 0 si v, (%) > 1, soit vy > vy, car

1251 0 1 g2 Uy . . . _1
alors u, — g, 0 4 Lo K1 1 est invariante par le groupe additif 7" - O,.
2

Au contraire, si v; > vy, cette intégrale vaut

vy —vgy ) 1 . . vi—vy .
CTOR AT + Y ;wﬂ.(l_).(Agw.Agw-W )

0<i<v; —v2 x

_ </\11)21 ) )\12)1+1 .q;;ir“;” 1)

v —vy -1, . .
= ¢ 2 - (1 - )‘1’\2) . Z AV N2t

G 0<i<v] —v2

-1
On obtient la fonction cherchée W, 5, en divisant cette expression par la constante (1 — %) O

x

Puis on a un énoncé de décomposition spectrale locale pour les fonctions non ramifiées :

—1

Proposition IV.4. — Dans la situation du Théoréeme IV.3, associons a tout polynome en les \; j i et A; ik

P )\. = ()\ihj,k;)ielg,jeliyl, — P(/\.)

1<k<r;
la fonction de Lxg . (G(F,)) définie par l'intégrale
Wep:g— Wap(g) = / dAe - Wi r,(9) -
[Xi 5, 6]=1

Alors on a :
(i) Pour P un tel polynome en les \; j 1, et )\;jl,k,

des que P s’annule sur tous les hyperplans

la fonction |W,, p| est a support compact sur Ng(F,)\G(Fy)

Nijk =i, i€lg, j€Lip, 1<k<k <r.
(ii) Si P et P' sont deux polynomes vérifiant la condition de (i), on a

<WI7P;WI7P/> = <P7 Pl>
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St on pose
a(P)(Xe) - o' (P)(Xe)
go'c [l &y

i€lg
€l 4

(P; Py = / de -
Dgl=1 IT gk = Aijwr[?

i€lg,j€l; o
1<k<k/<r;

(iii) L’homomorphisme
P W:E,P

induit donc un isomorphisme de l’espace de Hilbert des fonctions symétriques en les variables A; j i muni du
produit hermitien défini par la formule de (ii) vers Uespace de Hilbert des fonctions de Lxg . (G(Fy)) dont

le carré est intégrable.

Remarque. Pour démontrer ce théoreme, il suffit de traiter le cas o G = GL,..

La formule de (ii) résulte alors des calculs de larticle [Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika] : plus précisément,
voir le cas r = t du théoreme 2.7 (i) (ii), pages 390-391, et le calcul explicite des facteurs L locaux par
dévissage.

Démonstration dans le cas ou G = GLj. Dans ce cas, A\, ne consiste qu’en deux variables \; et Ay. Et

si P est un monodme
P, X0) = ATM 072 avee ki, ky €7,

alors on a d’apres ’expression explicite des fonctions W y :
va (o) —ve (py) .
pr 0 4z 7 s1 Vg (ppiz) = k1 + k2,
Wer {0 1))~ Uy (1) > ki, k2 > vg(p2)
0 sinon.

Si donc P est un polynéme en )xlil, )\211 qui s’annule sur la diagonale A\ = A9, la fonction |W, p| est &
support compact sur Np(Fy)\G(Fy) et a fortiori elle est de carré intégrable.

Etant donnés deux tels polyndémes P et P’ qui s’annulent sur la diagonale, nous voulons calculer le
produit hermitien

d -
<Wr,P; Wr,P’> = / di ‘ Wz,P(g) : Wz,P/ (g)
NB(FI)\G(FZ) n

v —vg 0
/ dpy - dpiy - g= ) l(“z”(Wx,P'WLP’)((% >)
F xS M2

Posons formellement

v v k k v v
D(X7, Xo; A1, M) = E E XX AT AP = g Dy 0y (A1, A2) - X7t - X2
k1,ko€Z vy >k, kg >vg v >v2
vy +vg=kq+ko

avec

)\1)1—‘,-1 . )\ o )\1}2 . )\1}1+1
1 -1 1 1 2 2
@vl,w(/\l,)o) — )\1111 ,)\1212 + )\1111 . )\1212+ + 4 )\7112 . )\7211 — )\1 — )\12

Alors le produit hermitien
(Wm,P; Wm,P’)

est égal a la somme finie
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> (// Ay - d)g - By, 0y (M1, A2) - P()q,Ag))
Ail=1=]As |

v1>v2
(//| | Idxl-dxe@m,vzw,xa)~P'<Aa,x2>).
I=1=1x,

Si V est un entier assez grand, cette somme est égale a la méme restreinte aux indices

vy > v > V.

Elle vaut
> // dhy - dAg - AN - dN, -
[X1l=1=[X2]
v12ve>—=V X [=14e=|A]
(I)vl,vz (>‘17 >‘2) ! (I)vl,vz (Xl_la /\/2—1) ! P(/\lv >‘2) . p/(Xl_lv >‘/2_1)
avec

Z (I)Ulwz (>\1’ )‘2> ! (I)U17U2( lla )‘/2)

vi2ve>—V
B Z )\11J1+1 . /\12)2 . )\11)2 ,)\12)1+1 /\/1—111—1 . /\/2—112 o )\/2—1)2 . /\/1—111—1
oy A1 — A PRV
1 <>\1 : )\2)1)2 1 41 —v—1 r—v—1
— — — . . ()\U-‘r 7/\11 )()\ v Y v )
(A= A2)- (AT =25 UZ;V YRR ; ' ’ ' ’
(A}'A/2>7V2 —1 -1 =1 -1
_ 1 ) PYEPNA ) |: )\1)\1 )\2)\2 _ )\1)\2 _ )\2)\1
A=) - (AT =2 1=3 (1A 1= 1=MAh 1=t

Par déplacement des contours d’intégration et calcul des résidus, on obtient

1
We,ps W pr) = // dA1 - dAg - 5 [P(A1, A2) + P(A2, A1)] - [P/(A1, A2) + P'(A2, A1)
IAr|=1=[As] A1 — Ao

Cela termine la preuve dans le cas ou G = GLs. ]
On déduit de la Proposition IV .4 :

Corollaire IV.5. — Soit € | X| une place ot G est non ramifié sur F et K, = Kocfx. Alors :

(i) Il existe une fonction continue (unique si on lui demande d’étre invariante par [[ &, agissant sur
iclg
J€l; x

{Ae = (ANijk) € g (C)" [ Aikl =1})
”Lefic,i

(e, 915 92) — Ki"wz (91, 92)

telle que
e cn les variables g1, 92 € G(A), Ki’w“ (91,92) est invariante a droite par K, = Kgfx,

83



e Vn, € Np(F,),

Go - Wa

K2 (02 91,92) = ta(ne) ™ - K3 (91,92).
G7 x G x

K (g1,na g2) = a(ng) - K)\.w (91, 92)

e pour toute fonction sphérique h, € ng on a

G s G tpa
KC¥= (g, gy) = / dhe - SC(he) (M) - K (g1, g2) .
A g,k |=1
(ii) Pour g1 et go fizés, cette fonction K,?jw”” (g1,92) est polynomiale en les variables (A jk)icic = Ae-
* J€L 2
1Sk§§7'i

(iii) Lorsque la forme différentielle wx est réguliére en la place x, on a

K3 (9192) = &0V (Na) - W, (91) - W, (92)

avec

[T II T ik = Aijwl?

i€lg jel; » 1<k<k'<r;

IT ()27

i€lg

£ (M) =

Démonstration. Si i, et v, sont deux caracteres de Np(F,) associés a deux formes différentielles non
nulles wx et W, il existe p € Tg(F,) tel que la translation & gauche par u

p =9 = (g o(ug))
définisse un isomorphisme de L, 4, (G(Fy)) sur Lk, 4 (G(Fy)).

11 suffit donc de prouver les différentes assertions du corollaire dans le cas ou la forme différentielle wx
est réguliere en la place x. Mais alors elles résultent de la proposition IV .4. O

3 Convolution de deux noyaux de Whittaker locaux via un homo-
morphisme de transfert

Plagons-nous maintenant dans la situation d’un homomorphisme de transfert (essentiellement injectif et
non ramifié presque partout) général entre groupes lindaires :

LG ———"——"LH

N,

Comme toujours, on considére un sous-groupe ouvert K = [[ K, de K§, une partie finie Sy de | X| en
z€|X|

dehors de laquelle G, H et p sont non ramifiés sur F' et K, = ng, puis un sous-groupe ouvert K’ = [] K.
z€|X|

de K{ tel que K/ = Koffw, Va ¢ So, et que, en chaque place x € Sy, K., soit assez petit en fonction de K,
et de la ramification de G, H et p.

Enfin, on choisit une partie finie S C |X| — Sy assez grande pour vérifier les conclusions du Lemme I1.2.
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Considérons deux fonctions de Hecke h € H% /A et ' € HIL, /Ay. Sielles sont de la forme h = & h,
z€|X]|
et W' = @ hl, on a les décompositions naturelles des “noyaux de Whittaker” des actions de h et h' sur
z€|X|

Lxys(N(F)\G(A)/Ag) et Ly, (Np (F)\H(A)/Ag) :

Ky (g1,00) = [ Ky (91,92)
z€|X|

H, o
K, wB(gp 93) H K /w (915 95) -
z€|X|

Et en toute place x € S, on peut écrire d’apres le Corollaire IV.5
Koo = [ S8 000) K 0)
ik |=1

et

K% (g), g4) = /w SO K ()
i’,j/,k’:

Souvenons-nous alors de I’énoncé du Lemme I1.1 : Par composition avec les isomorphismes de Satake

G . G -~ +1 . +1 16,
Sy Hfmﬁ ® Cl X»]J’ ’ XJ;H] ‘o
i€lg
JEL; o
r£1 1£1 S,
® XZ/]/17" X/]/T/] 'L/,
i'ely
j'el,,

iz

I’homomorphisme d’algebre induit par p en la place x € S
* H G
Pz * Hm,¢ - Hz,¢
peut s’écrire en substituant & chaque variable X/ v ik un monome de la forme

d M /k/(l]k)
evgn I Xk

i€l €l ;
1<k<r;

ou dy = ppem {[Fy i« Fyl, [Friv i Fi]} et les racines dy-iemes de 'unité €, ;7 5 ainsi que les multiplicités
my ik (1,7, k) ne dépendent que de I'image de Frob, dans n’importe quel quotient fini de Wr a travers
lequel se factorise son action sur les ensembles {¢: F; — F} et {//: E;y — F}.

Il est naturel de poser la définition suivante :
Définition IV.6. — En toute place x € S, on notera
(K™ o+ Ky ) (91, 923 91, 93)
la fonction de g1, g2 € G(Fy) et g, g5 € H(F,) qui s’obtient en appliquant l'opérateur d’intégration

/ dA.~<H( )fm>
[Xi,j,k]=1 i

el

a la fonction
S (ha)(Ne) - KV (g1,.92) - SEH (RGN - K (91, 9b)
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ot on pose les relations
1

’ o g My g ke (4,5:K)
Nogw =evgw- [T Moa :

i€lg, i€l 5
1<k<r;

Pour les fonctions globales h = @ h, et K’ = @ hl, on peut alors poser

z€e|X| ze|X|
G, H, / Gy H, Y,
(K% s Ko ) (91, 90361, 08) = [ (B 50 K ') (g1, 925 91, 95)
zes
G7 €T H7 x
H Khzw (91a92)'Kh;¢ (91, 92) -
z€|X|-S

La fonction sur G(A)? x H(A)?
G Ho g AR
(Kh *sz Kh/ )(91792791?92)
est alors définie par bilinéarité pour toutes fonctions h € H% /Ag, W' € HiL /Ay.

Lorsque H = G et que p est 'homomorphisme identique, on notera simplement

G, G,
(K32 x5 K5V (91, 923 950 95) -

4 Une conjecture vague d’interversion d’une limite et d’'une somme
Nous considérons toujours un homomorphisme de transfert
gty

qui relie les groupes duaux de deux groupes linéaires G et H, mais nous supposons dans ce paragraphe que

le groupe linéaire de départ G est abélien, c’est-a-dire de la forme [] Resg,,r GL1. Nous pouvons supposer
i€la
d’autre part que H a un seul facteur Resg//r GL,..

Dans ce cadre, le Probleme II1.16 de I'exposé précédent nous a permis de définir un certain espace affine
Fonct%?(,(p) de fonctionnelles bilinéaires en h € H% /Ag et h' € HEL, /Ay tel que :

e Tout élément de Foncti:?(, (p) est de la forme

(h,h') — > r - Trp(h) - Tra (B)
mE€aut, k (G/Ag)
7 €Maus, e (H/Am)

T'=p.
ol les ¢, sont des constantes qui valent 1 quand 7’ = p, 7 est une représentation cuspidale.

o Cet espace affine est engendré par les fonctionnelles de la forme

[
GM\G(A)/Ac

. N
<1,le)1=r£1.(1,z> 1-2)- Z Zy -vol(H(F)\H(A)/Ax) - dMoyelnil?V
7,211 NeN ego(9’)

[K(g,9) x MK (g, )((h@ 1)« AGH(2))
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ol ¢ est une constante multiplicative et Ag’H(Z) = @ ASH (e, 0,7) est un élément central de (HE ®
z€S

HIL)[Z] dont les facteurs ASH (o, 0, Z) vérifient les hypotheses du Lemme I1.3.

D’autre part, la fonctionnelle bilinéaire en h, hy € H% /Ac

(h, h1) = Diag% o (h, hy) = > Trr(h) - Trx(hy)
ﬂGHaut,K(G(A)/Ac)

admet pour expression géométrique

vol(G(F\G(A)/Ag) - > (hxhi)().

YEG(F)

Dans I’énoncé du Probléme I1.16, on a dit qu’on doit pouvoir montrer que ’espace affine Fonctf(’g,(p)
contient une fonctionnelle bilinéaire en h € H% /Ag et B € HE, /Ay égale &

(h,h) — > Trq(h) - Trp ().
TE€Maut, k (G/Ac)
7 €Mt encr (H/Am)
T =pPxT

Quoi qu’il en soit, pour montrer le principe de fonctorialité entre G et H, il suffirait de prouver que la
fonctionnelle bilinéaire
(R, h') = Diag cusp(hy p 1)

est élément de l’espace affine Fonctf(:?(, (p).

Rappelons enfin que pour tout entier IV, on a la formule de la Proposition IV.1 :

/ dg" - 1(degg(g9') = N) MAK (g, g)
Q(F)\H(A)/An

dgl : l(degQ(g/) = N) . K}{_{:wB (g/’,\/l . U};l . g/)

™ ’Y’ETL(F) ‘/NT(A)\H(A)/AH‘ZH(F)
ot T décrit ’ensemble des partitions de r, w; est la famille de matrices de permutations associée, et T,, € Ty
est le sous-tore diagonal associé.

La seule partition pour laquelle T,, = T’y est celle en intervalles de longueur 1. Il lui correspond 1’élément

wy, = wo dont toutes les composantes sont de la forme :

0 ... 0 1
0 0
1 0 ... 0

Et c’est aussi la seule partition pour laquelle le groupe unipotent associé IV, est trivial. La contribution
associée a cette partition est :

/ dg" - 1(degg(g9') = N) - K" (g' 7 - wo - g) -
’)’IETH(F) H(A)/AH'ZH(F)

Prenons le risque de proposer la conjecture suivante :
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Conjecture IV.7. - Si LG 25 LH est un homomorphisme de transfert essentiellement injectif qui relie
deux groupes algébriques linéaires G et H dont le premier est abélien et le second a un seul facteur, il existe
dans ’espace affine

Fonctf{”g, (p)

une fonctionnelle bilinéaire en h € H% /A, ' € HEL, JAn, qui a la forme suivante

/ dg- Moyenne/ dg' - q~ %) (KT %, 5 K7V (9,7 9:9',7 wo ¢)
(FI\G(A)/Ac JESE, JH@)/Zr(A)

ol :
e [a fonctionnelle d’intégration IH(A)/ZH(A) dg’' - est le produit infini sur toutes les places des mesures de
dg!

' - multipliées par des constantes de convergence c;,

Haar locales fH ) Zur (F)

e Moyenne (...) est une fonctionnelle linéaire bien définie sur un espace de fonctions continues en p € G(A)
YEG(F)
¥ €Ty (F)

et ' € Ty (A) comprenant les
_ : H
(uau’)H/ 2 )dg"q 1809 (K 5 K" ) (9, 1959 1/ wo g')
H

qui ne dépend que des valeurs de ces fonctions en les éléments rationnels v € G(F), v € Ty (F), et qui est
invariante par translation par G(F) x Ty (F).

(ii) Si G = H est un groupe linéaire arbitraire, la fonctionnelle bilinéaire en h,h' € H?(/AG

(h, hy) = Diag% cusp (b, h1) = > Trx(h) - Try(hy)
Wencusp(G/AG)

a la méme forme que dans (i), & condition de remplacer partout (Kf’w’s *p.S Kﬁ’w‘g) par (Kf’wB *g Kﬁ’wB).

Remarques.
(1) La premiere partie de la conjecture consiste & supposer que dans les moyennes formelles qu’on doit

calculer pour obtenir les fonctionnelles bilinéaires éléments de Fonctg:g, (p), toutes les sommes indexées par
les partitions r

'Y/GTL(F)
disparaissent, sauf celle qui correspond a la partition la plus fine pour laquelle T, = T}

On est amené & le penser du fait que pour les autres partitions r, les ensembles T;.(F') sur lesquels on
somme sont “beaucoup plus petits” que Ty (F).

Il est facile de montrer cette partie de la conjecture dans le cas de 'induction automorphe quadratique
de GLl a GLQ

(2) L’espace affine Fonct%f{, (p) est engendré par des fonctionnelles de la forme

Jaooins
GM\G(A)/Ac

aopm, , (1=2) > Z{ - vol(H(F)\H(A )/AH)-dll/iO}{e})lgfv
Z,Z1—1 NeN Q\9

[K%(g,9) x MM K (g, )(h@ 1)« AT (2)).
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Si, dans cette expression, on remplace
[K%(g,9) x MAK (g, g))(..)

par
[KC(g,9) x MASKH (g'K , g'K)](...)

avec k' € K, la valeur de la fonctionnelle reste inchangée. Et si on remplace plutot ce terme par

[K%(g9,9) x MM K™ (g6, 90 9)I(- )
avec g, € Q(A), la valeur de la fonctionnelle est multipliée par

qdegQ (9(/1) .

C’est pourquoi la dépendance en g’ de toutes les fonctionnelles éléments de Fonct%’}q{, (p) est nécessairement

de la forme
/ dg - q~ I8
H(A)/Znu (A)

(3) A partir du moment o1 on a conjecturé que les sommes

>

v €T (F)

ne donnent pas de contribution quand 7} # T, on peut ne retenir dans les expressions de tous les coefficients
des séries formelles

Moyenne [K(g,9) x MiA2 K" (¢, g)]((h @ ') = AG(2))

degq(9')=N

que la partie qui correspond & w, = wy, qui s’écrit comme une somme sur les 7' € Tx (F).

Alors toute fonctionnelle de Fonct?(”g,(p) s’obtient nécessairement en appliquant une fonctionnelle du
type
Moyenne
YEG(F),y' €TH(F)
& une certaine fonction de p € G(A) et ' € Ty (A).

Mais bien str il faudra définir de maniere plus précise cette fonctionnelle de moyenne sur les éléments
rationnels.

(4) Tous les éléments de Fonct?(f(, (p) sont des fonctionnelles linéaires sur H$ /Ag @ HE, /Ag. D’apres leur

expression spectrale, ces fonctionnelles s’annulent sur tous les éléments de I'algebre H% JAc @ HEL /Ay qui
contiennent en facteur un élément de

H§¢®Hfg¢ (avec x € S)
qui est annulé par I’homomorphisme

D’autre part, sih= Q hy et B’ = &Q hl, la série formelle
z€|X| z€|X|

[KC(g, ng) x K™ (g plwo )] ((h @ W)« AG (2)
s’écrit comme un produit sur les « ¢ S des

H,
Kf (9,1n9) - Kp"* (g w'wo ')
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et sur les x € S des

/ dXe - / d\, - ASHT (N, )\, Z)
[Aij1]=1 |A

/1,]'/,16/ [=1

- SS(ha)(Ne) - K5V (g, 9)
SR - K (g ) -

En passant aux limites formelles qui définissent les éléments de Foncti:?(, (p), on voit que rien ne change
en les places « ¢ S.

Et en les places z € S, le résultat ne dépend plus que des expressions
ST (ha)(Ne) - K3 (g, 9) - SE (RN - KXV (g 9)

restreintes au fermé défini par les relations

) -
/ . E'ml,j’,k’(la]vl)
Maw =cigw - 1 Ay '

i€lg,j€l; »

Le probleme est de déterminer quelle mesure intervient sur le produit en les places € S des produits de
cercles

{Xe = (Nijdicrcjen.  Aijal =1, Vi, j}.
Ces mesures en les places x € S dépendent nécessairement de 1’élément de Fonct%f(, (p) considéré (puisque
tout le reste n’en dépend pas).

La partie principale de la conjecture consiste a supposer qu’il existe dans Fonct?(’,g, (p) un élément pour
lequel la mesure associée est le produit sur les places z € S des mesures de Haar d),. O

Si la conjecture était vraie, ’étape suivante consisterait bien str a essayer de calculer les moyennes sur
les éléments rationnels de nos tores maximaux puis de démontrer ’égalité des deux fonctionnelles

G(F)\G(A)/Ac YEG(F) H(A)/Zu (A)

v €Ty (F)

et

VOl(G(F\G(A)/Ag) - > (hxhi)(7)

YEG(F)

lorsque hy = p*h/.
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Exposé V :
Des calculs géométriques et une conjecture

dans le cas de l'induction automorphe
de GL; a GLy ou GL,

Dans les six premiers paragraphes du présent exposé, on se place dans le cas non abélien le plus simple
de la fonctorialité de Langlands entre groupes linéaires : I'induction automorphe quadratique de GL; a GLs.

On calcule completement dans ce cas les “noyaux locaux convolés”
G H s
K, %o Ky,

qui ont été définis dans le précédent Exposé IV, puis les intégrales locales

_ dog (o e 0\ [0 1
L, (6, (m,7)) =/ dg, - g~ B9 - (K «, K;7¥") <571; (71 ) : (1 0) ~gm,gx>

GLa(Fy)/ FY 0 72

comme fonctions de § € EX et (v1,72) € (F,X)?, puis les coefficients de Fourier de ces fonctions.

Il apparait que les coeflicients de Fourier qui correspondent & des caracteres invariants par le plongement
FX — (F)})? v (y,771) vérifient de remarquables propriétés d’annulation (et de non annulation pour
certaines fonctions h, et h/, bien particulieres).

Cela conduit a formuler dans le dernier paragraphe une conjecture qui compléte la Conjecture IV.7 de
I'Exposé IV dans le cas de I'induction automorphe de G = Resg,r GL1 & H = GL, via une extension F
de F' de degré r partout non ramifiée (ou plus généralement dans le cas de tout transfert automorphe d’un
groupe linéaire abélien partout non ramifi¢ G = [] Resg,;r GL1 & un groupe H = GL,).

ic€lg
Cette conjecture propose une formule explicite pour le calcul de la fonctionnelle

Z Try (k) - Trr(R)
XEHwt,Kg;(G(A)/AG)
TEIL ¢, izt (H(A)/Amr)
T=paX
du coté géométrique.
Si cette conjecture était vraie, elle réduirait la vérification du transfert automorphe non ramifié de G a
H a la vérification d’une famille d’identités locales indexées par toutes les places.

Dans un prochain travail, nous généraliserons cette conjecture au cadre de la fonctorialité de Langlands
entre deux groupes algébriques linéaires arbitraires sur un corps de fonctions.

Cela nous ameénera a reprendre partiellement ’étude que nous avons déja faite du coté spectral, pour
développer une variante de notre premiere approche.
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1 Le cas de ’induction automorphe quadratique de GL; a GL,

Nous nous plagons dans la continuation de I'Exposé IV, dont nous allons utiliser les notations. Notre
but est de calculer dans le cas le plus simple de transfert automorphe non abélien les différentes expressions
générales qui ont été introduites dans 'Exposé IV.

Considérons donc le cas de I'induction automorphe de GL; a GL3 via une extension quadratique séparée
FE de F, avec
G:RGSE/FGLl et H:GL2

En toute place x € |X|, I'isomorphisme de Satake pour H s’écrit
S HE s CIX], X5

Notons |X|; 'ensemble des places x ou l'extension F de F est scindée et |X|_ celui ou l'extension E est
inerte et non ramifiée. L’isomorphisme de Satake pour G s’écrit

S¢HE , =5 C[X1, X

en les places x € | X, et
S¢:HE, = C[X?) =C[X,-X]®

en les places x € | X|_.

Dans ce paragraphe, et avec les notations de ’'Exposé IV, nous voulons calculer les fonctions locales
G Hy, _ -G H.y,
Ky, #p Ky = Ky ey *0 K,

sur G(F,)? x H(F,)?, en toute place z ott E est non ramifiée, et pour toutes fonctions sphériques h, € Hg¢
et hl, € H£¢. 11 suffit de le faire dans le cas ou h/; est I'unité 1, de Hg(b.

On commence par le cas ou la place x est décomposée dans F :

Proposition V.1. - Soit x € | X |4 une place ou E est scindée et ou, de plus, la forme différentielle wx est
réguliere.
Soit h, € Hg¢ une fonction sphérique dont la transformée de Satake est de la forme
SC(hy) = X, k2. x k2
Alors la fonction

(KE %, KiY)((¢,1): (9, 9))

des éléments t = (t1,t2), t' = (t},t5) de EX = FX X FX et g = R P -k,

/ !
g = (1 u) . (Ml 0,) k' de GLo(F,) ne prend des valeurs non nulles que dans la zone définie par

0 1 0 s
tlt/ li !
%( 1 2>+Uz <M1'u2>k1+k2,
tits M1 2

Uz (1) > va(p2),
vﬂ(,ull) > Um(NIQ) :

Et dans cette zone, elle vaut suivant les cas

[N

® Vo (u) Y (u) 7 gn (#> si



et
t/ / t/ /
(i) e () =m (= e (B)+e () =2)
ty 2 to 1

1 “<u2 u2>
2 Y N 1,/
o Lop(u) he(u) oqe N si lune de ces deux égalités est vérifiée et pas lautre,

ou bien u , " ,

(5 ()50 (o () (8)1-w).

tq M1 t2 2
e 0 dans tous les autres cas.
Démonstration. L’intégrale qui définit la fonction
H,,
(K5 0 Kin¥=) (' 1); (g, 9))

est égale a

A — X2 _ - o
/IA i |d)\1 ~dAs - % A k1 A5 k2 Wi, (t’) W (£) - W;7/\. (¢') - W;’)\. @),

avec ( /) ( /)
/ vy (T Ve (T
W:v,A.<t ) = AT
vz (t1) vg (t2)
Wa (t) = A “Ag" )
, , N1 va (ph) —va (1)) ! n
_ - 2 1 2
x,)\.(g)_w(u) *qx . Z )\1 ')\2 s
nf +nh=ve (1) nh)
ve (]) 20 by >ve (uh)

v (pg)—va(ny)
Wir (g =vw™ @ 7 > SRR

nitno=vy(L1pg)
vz (p1)2ng,ng>vg (k2)

Enfin, comme |A\1| =1 = |A2|, on a

A=l (= 22) - (A =AY 2= gt et

2 2 2

’

1 B2 Mo
SV 7
nwinh

Par conséquent, notre intégrale est égale au produit de

1 _
L))
et de
n1 +ng = v (k1 p2)
(n1,mn2) ve(t)) —vg(t1) +n) —ny =k
Uz (p1) > na1, N > ve ()
2-#
et
ny + nhy = vy (ph ps)
(n1,n5) Uz (ty) — vz (t2) +nh —no = ko
v () = mh,nh > v ()




Ces trois cardinaux ne peuvent étre non nuls que si

th th
Ve <t1 1, ) Tl

(n1,n2)
—#

(nf,nj)

(n1,m2)
—#

(nf, nj)

n1 +ng = vg(p1 p2)

Uz (1) > n1,me > vy ()

ni + ng = vy (w1 fi2)
Vg () > na, ng > vy (pe)
ny +nh = vg(p py)

v () >, nhy > v (ps)

et

et

A 145
M1 2

() —vp(t1) +nf —n1 =k +1

Ve (th) —vp(t2) + b —ng = ko — 1

v () —vp(t1) +n) —n1 =k — 1

Ve (th) —vp(ta) + b —ng = ko + 1

>k1+k27

et sous cette condition, le premier des trois par exemple est égal a

ny (vg(p1) > 11 > vg(pe)

#

i fo () = 74 > (1)

Vg () — vz (1) + 1) —n1 =k

On conclut la démonstration en invoquant le lemme élémentaire suivant :

Lemme V.2. — Pour tous entiers my, ma, my, mb, la différence des cardinaux

2-#neZ

—#LnezZ

—H#Lnez

mp > n > ms

my >n>mh

mp 2> n = me

my—1>n>mh—1

mip 2 n = msg

mi+1>n>mh+1

ne peut étre non nulle que si my > mo et my > mj. Dans ce cas, elle vaut

. o, o,
2 simyp =mj et mg = my,

: ! /
1 simy =m) et ma # mj,

- A A
1 simy # m) et ma = mh,

. /
—1sim; =mg—1,

—1 sim; =mfhH—1,
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e 0 dans tous les autres cas.

Passons maintenant aux places x ou ’extension E est inerte et non ramifiée :

Proposition V.3. — Soit x € |X|_ une place ot E est inerte et non ramifiée, et ou, de plus, la forme
différentielle wx est réguliére.
Soit h, € Hf,(b une fonction sphérique dont la transformée de Satake est de la forme

S5 (he) = X2k,

x

Alors la fonction
(K, KP)(): (0 9))

.y 1 u w0 1 o /|
/ X . . /I . 1 k!
des éléments t,t" de B et g = (O 1) < 0 ,uz) k, g (0 1) ( 0 k" de GLa(F,) ne prend

des valeurs non nulles que dans la zone définie par

/ / /

v, o Nm (t> + Uy <M> = 2ko,
13 H fh2

g (k1) — va(p2) € 2N,

v (1) — v () € 2N,

et dans cette zone elle vaut

7
1 H2 Ho

P(u) - Ppu)~ - o <“1 “/1) (1))

Démonstration. L’intégrale qui définit la fonction
(KL K1) ((#,1); (6,.9))
est égale a
/A B Ao - Mg 2RO Waag (1) - Wi, (1) - W, (ro—20)(d) m
avec o
W (#) = Ay,
Waro(t) = Ag "

v () —va () o ,
Wa,(no—20) (@) = 0(W) " ge 2 : > Aot (=X0)"2,

nfFnh=vz (u]uh)
ve (p])2nf nh>vg (uh)

Wa:,()\o,—/\o)(g/) = q/)(u)71 “Qz 2 . Z /\gl . (,)\O)rm )

nytng=vg(nipg)
vg (p1)2ny,ng2ve (k2)

Par conséquent, notre intégrale est égale au produit de

A
lv K2 Ko
270\ py el

P(u) - Pu) g
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et de

Sy

(n17n2),(n/17n/2)

ou les (ny,ny) et (n},n,) sont soumis aux conditions

n1 4+ ng = vy ([ p2) ,
V(1) > na,ng > vg(pa),

ny + ny = v (1 p5)
) = i > 1),
et
vy o Nm(t') — vy o Nm(t) + (n] +nb) — (n1 +na) = 2k .

On en déduit I’énoncé de la proposition. O

2 Préparation au calcul des intégrales locales

Nous nous plagons toujours dans le méme cadre : celui de I'induction automorphe de G = Resg,r GL1 &
H = GL;y via une extension quadratique séparée F de F.

Nous allons continuer les calculs locaux en une place € | X| ot E est non ramifiée sur F' et ou la forme

) . On consideére

différentielle wx est réguliere. On rappelle que wy désigne la matrice de transposition ((1) 0

une fonction sphérique
he € HS 4,

et on s’intéresse aux intégrales locales
- H e
/ dg - q~ 8@ (K «, K{""*)(8,1;vwo g, 9)
H(Fm)/ZH(Fm)

comme fonction de § € EX et de v = (m1,72) € Tu(Fy) = F x FX.

On a d’abord le lemme général suivant :

Lemme V.4. — Dans les conditions ci-dessus, on a :

(i) Pour tous 6 € E et v= (v1,72) € Tu(Fy) = F) x F}, Uintégrale

/ dg - g~ 5@ (K x, K{"Y*)(5,1;7 w0 g, 9)
H(F,) /21 (F)

est €gale a

/ dg - g~ %) (K +, K{)(1,1;7w0 g, 9)
H(Fy)/Z1(F2) /

si hS it hy(8-t) désigne la fonction sphérique déduite de h, par translation par 6.
(ii) Pour tous 6 € EX, v = (y1,72) € Tu(Fy) = E X F} et v € Zy(Fy) = F), Uintégrale
/ dg - g5 (K x, K{"Y*)(8,1;70 ywo 9, 9)

est €gale a

/ dg - q~ 49 - (KT x, Ki¥)(06,1;7wo g, 9) -
H(F,) /21 (Fy)
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Démonstration. C’est immédiat sur la formule de définition de wa *, K i %= dans la Définition IV.6. O

Ce lemme permettra de limiter les calculs au cas ou 6 = 1 et ou le support de h, est contenu dans
{t e EX | v,(Nm(t)) =0 ou 1}.
Examinons maintenant 1'intégrale locale associée ci-dessus a hy, d et 7.

Les éléments g € H(F,)/Zy(F,) s'écrivent sous la forme
_ (o O) (1 w)
9= <0 1) (0 1) K
dg =dp - du - dk,

GYED-E6Y

d(p) = || - du = g*BW) - du = '@ . du,,

avec k € GLo(Oy), u € Fy, p € EY,

si bien que notre intégrale locale est égale a

) (G Habse .’le_.lu.,uO lu.,uO
/F;d“ /Fldu (K. #p K, ><5’1’<0 72) o (0 1) (0 1)’(0 1) \o 1))"

Comme wg = <(1) (1)

’le_w.lu.uO'w_%().lO_”le
072001 010072 U You py2)

C’est encore égal a

) € GL2(0O,,), on calcule

et donc, si v, (u) > v, (1), on a

Hpo Nk 0 1 u w0 1 wu w0
ozt (o3 2 )G 96 )G )
e S AN )

qui, d’apres les Propositions V.1 et V.3, ne peut étre non nul que si v, () > 0 et v(71) > v(7y2). On
remarque que si v;(u) > vy(p) > 0, on a nécessairement ¢5(u) = 1 puisque la forme différentielle wx est
réguliére en x.

Si v, (1) < v (u), on éerit au contraire

(=606 620

% 1 0 ﬁ 1 & 0 1 0 % 1k

d’ou
LU D T - O o I - Y (e C L D
You  fLy2 0 1 0 &-p 1 & 0 1 0 1u 1 &)



si bien qu’on obtient dans ce cas

G H., A 0N (1 w) (fp O\ (1 w) (p 0

(B, * K, )<5’1’<0 72) o (0 1 (0 1)’(0 1) \o 1
— e N SR e Hp, (Em 0 w0
- 7/%(“) 1/% (72,”) (KhT *P le ) <57 ]-7 ( O Yo u) 9 (O 1

qui ne peut étre non nul que si

Vg (1) = 0
et
Vg (% 'yl) > vp(y2u), soit 2v,(u) < v, (u- %) )

En résumé, on a prouvé :

Proposition V.5. — Dans le contezte de ce paragraphe et du précédent, on a pour tout 6 € E et tout
v=(1,7v) € Tu(F,)=F} X F) :

(i) L’intégrale locale

/ dg - g~ d°8a(9) . (K,f’; % Ki’w’)(é, 1;7wo g,9)
H(Fw)/ZH(Fw)

est égale a

. (KG H,3o (m 0N (1 w) (p O L w) (p O
/F;dﬂ /Fwdu (K} %p K1 )<5,1,<0 72) wo (O 1> <0 1o 1 0 1))

(ii) Pour tous pn € FX et u € Fy, la fonction a intégrer

G H g v O (1 w) (p O L w) (O
(B, *0 K, )<5’1’<0 72> o (0 1) (0 1>’<0 1) \o 1

vaut suivant les cas :

o $i vy (u) > vi ()

(KhGm % K{i%) (5,1; (%1 H(’)Y2) , </g ?)) st vy () >0,

et Uz('}’l) > 'U-T(N’Y2)7
0 sinon,

o si vy (u) <wvp(p)

dalw) -7t (325) - (RS *pK{i’“)(é,l; (50”1 0 )(g ?)) si o) >0,

Y2 u
et 2v,(u) < v, (/r %) ,

0 sinon.

]

Le facteur b, (u) - ¢! (ﬂgﬂi) qui apparait dans la derniere partie de la proposition ci-dessus conduit &

calculer :
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Lemme V.6. — Soient m et v deux entiers.
(i) Pour tout élément v € F* de valuation v, () = v, lintégrale

/FI du - 1(vg(u) = m) - g (u) - 1, (1)

u

vaut suivant les cas :

e —lssim=—-1etv—m2>0,
—(m+1) . o
° —qy stm>0etv—m=-—1,
m < —2
e 0sim#v—m et ou
v—m< =2

e [a somme de Kloosterman

Ki() = [

Fo

du-1 (vow) = 5 ) - vow) 05" (1)

u
stv=2m etm < —1.

(ii) De plus, sim =v—m < —1 et x : F* — C* est un caractére, l'intégrale

dA - X(N) - L(va(A) = v) - Kl(, )

FX
vaut suivant les cas :
—1
. % sim=v—m=—1 et x est non ramifié,
x

e 0 sim=v—m< =2 et x est non ramifie,
1_1¢ (e, x) (W, X) si X est ramifié de conducteur —m, et £(1)., x) désigne le facteur ¢ de module
q

-
1 associé a x et Y.,

e 0 si x est ramifié de conducteur # —m.

Démonstration. Ce sont des calculs faciles. On rappelle que si x est ramifié de conducteur —m > 1,
o) = o - [ due1oa() = m) b () x(a)

est nécessairement de module 1. O

Nous voulons calculer les intégrales locales

/ dg-q~ degq(9) | (K}i %, Kﬁ’wm)(é, Ly wo g, 9)
H(Fy)/Zu(Fy)

— ) (G Hy om0 (1 w\ (fp O L w) (p 0
= [ [ e K ey ) w (o 5) (69656 Y):

D’aprés le Lemme V.4, il suffit de traiter le cas ot § = 1 et oli la transformée de Satake S&(h,) a I'une des
forme suivantes :

[ ]
X7P xR avee ki +ke=0 et k>0,
ou ki+ko=1 et ki1 >1,
quand la place z est scindée dans F,

e 1 quand la place x est inerte et non ramifiée dans FE.
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3 Le cas ou zx est scindée et k; + ko =0

On suppose donc que E, = F, x F,, et on cherche a calculer les intégrales

. (G H s (m 0N (1 w\ (p O L w) (p O
/med“ /Fmd“ (K, *p K1, )<1’1’(0 72) wo (0 1) (0 1)’(0 1) \o 1

lorsque S (h,) = X, - X;7%2 avec ky + ko =0 et k; > 0.
Nous allons prouver :
Proposition V.7. — Lorsque SS(h,) = Xl_k1 ~X2_k2 avec k1 + ko = 0 et ky > 0, Uintégrale ci-dessus ne

peut-étre non nulle que si
Vg (1) +0z(72) = 0.
Si cette condition est vérifiée, et en posant v = v, (v1) = —v.(V2), elle vaut suivant les cas :
° 3 (”q%) @+t siv >k,
o 5 (@M ™) siv=k -1,
dx
e 0siv<k —1.
(i) Si ki =0
. (1+é) o siv >0,

« LK (wI%) siv < 0.

dx

Démonstration. La premiere assertion résulte de la Proposition V.1.

Si v, (1) = v = —v,(y2), notre intégrale est égale d’apres les Propositions V.1 et V.5 & la somme de

[ [ du1oa) 2 0(0) 10 < ) £ 20) 7 [10a0) = v = ) 1w () = 0+ )]
Fy F,

et de
e [ 1) < w0) - 1000) > 0 1C0w) < w00 + 20

() -7 (ju) gm0 L u 0) = 0 — k) L) =0+ ).

Comme k; > 0, 'encadrement 0 < v, (u) < 2v équivaut & v > ky si v(p) =v — ki ou si v () = v+ ky.
Donc la premiere intégrale ci-dessus vaut
o ¢ 5 (g g M) siv >k,
e 0siv<k.

Voyons maintenant la seconde intégrale. Si v, (u) = v — k1, les encadrements
vm(u) < Uﬂ:(u) ) ’Uw(ﬂ) Z 07 QUZE(U) S U$(:u’) + 2v

équivalent a
ve(p) >v—k1 et wvy(u)>0.

Et si vy (u) = v + kq, ils équivalent &

Vp(p) > v+ ki, ve(p) > 2k
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Supposons d’abord que k; > 1.

D’apres le Lemme V.6, 'intégrale ne peut étre non nulle que si

’U—]{ilz—l.

Si v > kq, 'intégrale devient

1
7,/ d,u~/ du - 1(vg(u) = v —kq)
2 FZX '
1
+ f/ d,u-/ du - L(vg(u) =v+ k) -
2 Jrx F,
= 1. 1_ i .qiv+k1 . q;vil
2 4) " 1-
1 1 o qfvfl
Zol1—- =) .gvR 22
* 2 < qgc) e 1_qi
1
2

Et si v = k1 — 1, elle devient

/FTX d/,L-/Fw du - 1(v,(u)

N = N =

1, 1
'%1'71
-

2

—2k
Q!

1—- 1L
9o

—2k1

k
qw 1

.q$ .

1
2
1 1

5 o (@ ™).

qax

Enfin, supposons que k; = 0.

Alors notre seconde intégrale s’écrit

= —1) Lvg(n) 2 0) - g =00 g (u) -t (71)

S [ de ) = 20 - 1) 200 2 200) g (1)
F Fo

(g (p) > v — ki) - gy FrTue ()

1(va(p) > v+ ky) - gFr o= ()

Yo u

Y2 U

/F,; dp - /Fx du - 1(vg(u) = v) - L(vg (1) > max{v + 1,0}) - g7 =W - p, (u) - 15t (&) .

Si v > 0, on obtient

1 —v—1
(1 — ) . q;v . qmil
dx 1-— o

et si v < —1, on obtient
1- L1
Gz

Cela termine la démonstration de la proposition.

On déduit de cette proposition et du Lemme V.6(ii) :
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Corollaire V.8. — Lorsque SS(h,) = Xl_k1 ~X2_k2 avec k1 + ko =0 et k1 >0, et si x1,x2 : FX — C* sont
deuzx caracteres multiplicatifs, l’intégrale

/d%'m(%)-/ d“YQ'XQ(’Yz)-/ dy - du -
Fyf F FX FJ

a Ha A 0N (1 w\ (p O I w) (p O
(K, K, )(1’1’(0 72> wo (0 1> (0 1)°\o 1) \o 1

vaut suivant les cas :
(i) Si k1 > 1 et x1,x2 sont non ramifiés :

-1
_ X1
L@ +a) <><1>k1 ! Z‘”(Xz)

2 1-L Xz

qz

(ii) Si ky > 1 et x1 ou x2 est ramifié :

(iii) Si k1 =0 et x1, x2 sont non ramifiés :

—1
— X1

1— L ZI(X2> 1

e qi

(1-2) (e = (g))

(iv) Si k1 =0, x1x2 est non ramifié et x1,x2 sont ramifiés :

@) e @xa )
(1-2)

(v) Si k1 =0 et x1x2 est ramifié :

Remarque. On note que si % est le caractere trivial, 'expression de (i) s’annule et celle de (iii) devient

Démonstration du corollaire.

(i) Si x1,x2 sont non ramifiés, posons z = z, (ﬁ) D’apres le Proposition V.7(i), notre intégrale est la

X2
somme de ( ) )k
1 1 q,” - z)"
S (N (R I /;14_ ;kl LM )
2 ( z) T
et de L .
5o @ T e A
qx

En mettant en facteur . .
(' +4a.")

1
? (l_i)'(l—q;Q%)’

Qe

102



on obtient

= q
= g MM (-2,

(ii) est une conséquence immédiate de la Proposition V.7(i).

(iii) Si x1, x2 sont non ramifiés, z, (%) = z et k1 = 0, notre intégrale est égale, d’apres la Proposition V.7(ii)

et le Lemme V.6(ii), & la somme

En mettant en facteur

on obtient

1 1 1 1 1 1 1 1 1—271) 1
(1—2>-(1—>+ (l—g?2)=1——— =+ =+ P k)
a

2 Q) oz 0z @ gz @ s @2’

(iv) Si x1x2 est non ramifié et x1, x2 sont ramifiés de conducteur N, il résulte de la Proposition V.7(ii) que
notre intégrale locale est égale a

J

x

1
1-— L

dz x

/ du’ - 1(vy(u') = =N) - / A7z L(vz(72) = N) -
F, Fy

Cdnxan) - L(vz(n) = =N) - / A2 x2(72) - 1(vz(72) = N)

Fe

/ du - 1(vp(u) = =N) - o (u) - <%>

Yo u

N
o (72 w) - xole) - — T / du - 10 () = —N) - () - 9 (u)
(1) 7=

= % .E('(/)waX1) '5(E7X1> Zw(Xl XQ)N

(1-3)

= % (¥, x1) €W, X3 )

(1-3)

C’est ce qu’on voulait. O

4 Le cas ou x est scindée et k; + ko =1

On suppose toujours que E, = F, x F,, et on cherche a calculer les intégrales

. (G H g ,710..1u'u0 1u_,u0
/F;du /Fl.du (B % Ko, )<1’1’<0 72) o <o 1> (0 1)’<0 1)°\0 1
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lorsque S& (hy) = Xl_k1 -X;k"’ avec k1 + ko =1et kg > 1.

Nous allons prouver :

Proposition V.9. — Lorsque SC(hy) = X7 ™ - X% avec k1 + ko = 1 et ki > 1, Uintégrale ci-dessus ne
peut étre non nulle que si

ve(m1) +va(y2) = 1.
Si cette condition est vérifiée, et en posant vz(v1) = v, vo(72) =1 — v, elle vaut

-4k ik _ .
. %~(1+i)'(q12 g2 ) gk siv > Ky,

1 1
1 — 54k =—k1 _ .
1 (@? +a ) qlm siv =k — 1,
qx

e 0siv<k —1.

1
e —5-

Démonstration. La premiére assertion résulte de la Proposition V.1. Si v,(y1) = v et vz(y2) = 1 — v, notre
intégrale est égale d’apres les Propositions V.1 et V.5 a la somme de

—v

e [ au 100 > 0,00) 10 < 000 < 20-1) -0 0000 = v ) +1(0s(1) = ~150+k)]
et de

e [ 1) < val) - 10200 2 0 120,(0) < )+ 20— 1)

O (7> L L ) = 0= ) L) = —1 4 0 )]
Yo u 2

Comme k7 > 1, 'encadrement 0 < v, (u) < 2v—1 équivaut a v > ky si v, (u) = v—ky ousiv,(pu) =v+k —1.
Donc la premiere intégrale ci-dessus vaut
- _ o —34k 35—k _ .
o @ oy (M) =5 (@ T e ) g sie 2k
e Osiv<k.

Voyons maintenant la seconde intégrale. Si v,(u) = v — ky, les encadrements v, (u) < vg(p), vy(p) > 0,
205 (u) < vy (p) + 2v — 1 équivalent a

v () > max{v — k1 + 1,0} .
Et si v,(u) = v+ k1 — 1, ils équivalent a
vy (@) > max{v + k1,2k; — 1}.
D’apres le Lemme V.6, U'intégrale ne peut étre non nulle que si
v—Fk >—1.

Si v > kq, lintégrale devient

0a

1 1 g
7./ d,u-/ du-1(vg(u) =v—ky) - L(vg(p) > v—ky +1)-q2 Fa—va(s)
2 Jrx F,
1 k=% —va (k)
+ o5 dpe | du-(ve(u) = vtk —1) - 1ve(p) 20+ k) g
wa F,
1 1 1 —v+ki1—1
= — .qé k1 . 1— — .q;UJ’_kl . qa:i]
2 qx 1— =
0o
1 14k 1 v @G VTR
g 1= =) glmvh 1z
* 2 4 ( qw) ’ 1_L
1
2

—Llik 1k _
PR P

x
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Et si v = k1 — 1, elle devient

1 b —v L
3 [ e [ a0 =<0 300 2 0)-aF T ) it (2
FY F, Y2 u
1 —i v (u _
" *'/ "“'/ du (v, () = 21— 2) - (v () > 2k1 — 1) "7 g (u) 97! (w)
2 Jpx ; Yo u
1 1 1
= _§.q§ T
q(E
'qi_%l_l .qil—%—2k1+1. 1 i
-2
Lo d—ki | —d+kiy | 1-2k
= -z (¢ + Gz ® cqy T .
(g q )4 T
Cela termine la démonstration. O

On déduit de cette proposition :

Corollaire V.10. — Lorsque Sf(hm) = Xl_k1 ~X2_k2 avec k1 + ke =1 et ky > 1, et si x1,x2 : F — C*
sont deux caractéres multiplicatifs, l’intégrale

/ d’)’l'X1(71)'/ d72-X2(72)-/ du-/ du -
X F X FX

x

G Hs A 0N (1 w\ (pn O I w) (p O
(Khm *P Klz ) <13 1’ (0 72) ’ZUO (0 1> (O 1) ) <0 1 O 1

est nulle si x1 ou x2 est ramifié.

Et si x1 et xo sont non ramifiés, elle vaut

—1
i 1tk k 1— (&>
el e, (1) S
1

1
— . I - -
2 1—q7 X2 _qai2

Remarque. On note que si % est le caractere trivial, 'expression du corollaire s’annule.

Démonstration du corollaire.

La premiere assertion est conséquence immédiate de la Proposition V.9.

Si x1 et x2 sont non ramifiés, et si on pose z = z, (%), notre intégrale est la somme de

1 1 —i4k i- _
5 . (1 + ) ,(q:C 5 +k1 2 Z ql 2v Xl) 'Zx(XQ)l v
9z o>k
1 1 Lk, ky q—2k1 .ok
= (1= (g2 ) e 2
2 ( + qm> ( qx +q$ ) dz Z:I:(X2) 1 _qu >
et de 1 1
Ltk —k1 _ _
3T (e’ g e z(e) A

qx
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En mettant en facteur

1 Gy 2k 1
5 e ’ZI(X2)'1_q;2'Za
on obtient
<1ql%)zl~(1q$2 2)=1-2""1
C’est ce qu’on voulait. O

5 Le cas ou z est inerte et non ramifiée et ou h, =1,

On suppose maintenant que F, est une extension non ramifiée de F, et on cherche a calculer les intégrales

) (KG Ha A 0N (1 w\ (p O L w) (p O
o fe s Qon () (1) 5 0)- 60 1) (6

lorsque S& (h,) = 1 c’est-a-dire que h, est la fonction caractéristique de Ogm dans E}.

Nous allons prouver :
Proposition V.11. - Lorsque SS(h,) = 1, lintégrale ci-dessus ne peut étre non nulle que si

Uz('yl) +v(72) =0.

Si cette condition est vérifiée, et en posant v = v;(y1) = —v4(y2), elle vaut :
o i (-1)"q;" siv=0,

1 Jr ; _
« K (wx, v2) siv< 1.
Démonstration. La premiere assertion résulte de la Proposition V.3.

Si v, (1) = v = —v,(y2), notre intégrale est égale d’apres les Propositions V.3 et V.5 a la somme de

/ L / du - 1(0, (1) > v, (1)) - Lo () € 2N) - L(vg () < 20) - g; " - (—1)"= ()
% Fy

et de
[ odne [ e 100 < ) - 10 () € 280 120+ 02 (1) 2 200(w)
Fy F,

() - =] <71) e s ) | (_pyve)—y

Y2 u
Voyons d’abord la premiere intégrale.

En notant 2v’ = v, (p), elle s’écrit

/Fdu.l(vz(u)z2v’)-q;”-(fl)“ R Y

0<v’'<v 0<v’'<v

(1) -q;"- L P
= x 1—qz 2 =
0 si v<-—1.

Passons a la seconde intégrale.
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En notant toujours 20" = v, (p), elle s’écrit

S [ due 1) <200 dosl) S0 o) vl (2L ) g o

v’ >0 Y2 U

avec Uy (%) = 0.

Si v < —1, on trouve d’apres le Lemme V.6(i)

Z/Fwdu-uvx(u)=v>-wm<u>-w;1 <%>.q;w:1 LK (wz)

/>0 T2 U — qz

C’est la derniere partie de I’énoncé de la proposition.
Voyons enfin ce qui se passe quand v > 0.

Notre seconde intégrale s’écrit, en posant v, (u) = v”,

> /ﬂ du - 1(vg(u) = u") - by (u) - 7 <71> gt vy

v’ >0 T2t
v <20 —1
v"§v+v’

et d’apres le Lemme V.6(i), il n’y a de contributions non nulles que pour
—-1<v" <20+1.

On remarque que les deux inégalités
v <2 -1,
v <20+1,
entrainent automatiquement la troisieme
v <wv4+.

Donc notre seconde intégrale s’écrit encore comme la somme de

1" . . ! 1 _ 1

S g [ du-l(m(u)=v“>-wx<u>-w;(7)
0<v! <v F, Yo u
—1<o/ <20’ —1

et de

Z (_1)v+v// ) qm—v—Qv/+ylz / du - 1(%(“) — v”) wm(u) _wI_1 (’71) .
v/ >v+1 Fy Y2 U
—1<v/ <2v+1

Or l'intégrale

[ 1oty =) -5 ()

T2 U

vaut d’apres le Lemme V.6(i) :

e —1siv'=-1,
. (1—(%) oq;”” si 0 <" < 2v,

o —¢; 2 siv =20+ 1.
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Donc notre seconde intégrale est la somme des quatre termes suivants :

1
1—q;?

. Z (_l)v—l . q;v—2v’—1 . (_1) _ (_1)11 ) q;"_l )

v’ >0

" ’ " 1 "
Cr e (1) g

0<v/ <w qx
0<v// <2v/ —1

= <1—1)- Nyt Y () =0

e 0<v’<v 0<v" <20’ —1

7 Cv—20 4" 1 "
. Do (g ‘<1—>‘qx

o/ >l Gz
0<v’/ <2v
1 — _ ’ 1"
S (B HCILTSTD SR ) S S
x v >v+1 0<v" <20
1-— (f1 i
S
xT
° Z (_1)31)—4-1 .qg+1—21;/ . (—q;2”_2)
v/ >v+1
—2v—2
—v—1 4
= (=1)W.gvl. 42z
( ) qx 1— q;z
1
_ —1). —3v—3 | .
( ) [F% 1_ q;Q

Calculons la somme de ces quatre termes. En mettant en facteur

(=1)"-q;"
1—gq3°

)

on obtient

_ 1 9 9y _ 9
qzl—’_(l_Q)qIZU 2+q$2v3:qzl+Qx2v 27
x

si bien que, pour v > 0, notre seconde intégrale est égale a
. gv G T4
(_ ) Yy 1 ) .
—qx

En lui ajoutant la valeur de la premiere intégrale pour v > 0, qui est

1— q727172
_1 v . —v . X ,
( ) 4y 1_ q;Q
on obtient la formule annoncée
L, 1+qgt 1 _
(_1)U xv 1 912 - 1— 1 (_1)’0 qzv
TGz 0a
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On déduit de cette proposition :

Corollaire V.12. — Lorsque x est inerte et non ramifiée dans E sur F et que S&(h,) = 1, et si x1,Xz2 :
EFYX — C* sont deux caracteres, l'intégrale

/ d%')ﬁ(%)'/ sz-X2(72)-/ du-/ du -
FX FL>'< Fa:X E"c

T

G H,by '710._1u_u0 lu_uO
(Khz *PKII )<1a1a<0 72) Wo (0 1) (O 1>7<0 1 0 1

vaut suivant les cas :

(i) Si x1 x2 est ramifié :
0.

(ii) Si x1 x2 est non ramifié mais que x1, X2 sont ramifiés :

(1 - L) 1( 1 ) ey x1) (X2 )

@

x

(iii) Si x1 et x2 sont non ramifiés :

-1
1 1+q;12z(—i)
X .

. X
1 1 —1
(-a) () 1rete ()
1

Remarque. Si x; x2 est non ramifié et % est le caractere trivial, on trouve simplement )—
1—-L -(17 2)
q

qx z

Démonstration.
(i) est une conséquence immédiate de la Proposition V.11.

(ii) se déduit de la Proposition V.11 de la méme fagon que le Corollaire V.8(iv) se déduit de la Proposi-
tion V.7(ii).

(iii) D’apres la Proposition V.11 et le Lemme V.6(ii), on obtient dans ce cas, en notant z = z, (%),
1 1 —1 1 v —v v
1—qz Gz — 1 >0 1- .
1 o 1 1
— . q -z —|— T . -] .
R
En mettant en facteur 1
(VNN
on obtient ,
(4" 2)g 27" + (1_ q?) =1+q " 2!
x
comime annonce. O
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6 Calcul des coefficients de Fourier locaux

Considérons d’abord une place « € |X| ol E, est scindée sur F}, et la forme différentielle wx est réguliére.

En une telle place, on dispose des intégrales

G,H
Ly 3, (172371, 72) = / dp - / du -

G H, A 0N (1 u) [ O L ow\ (p 0
(K K, )(’V”?’(o ’yé) o (o 1) (0 1)\ 1) \o 1))

On sait que chaque fonction I }? ’IZ}‘) b, SUT wa x FX x FY x FY est invariante par F* plongé par 7o —
-1 -
(0,703 7% 570 ), et quelle est égale & T h e (h,) e

IGHp

Les coefficients de Fourier des fonctions Ty, sont donnés par :

Proposition V.13. — Soit h,, une fonction sphérique sur EX = F)* x F* dont la transformée de Satake est
SC(hy) = X[k - x5k,

Si X1, X25 X1, X5 sont quatre caractéres de F)* tels que x1 x2 = X} X4, Uintégrale
G,H,
// dyr - dryg - dyy - dyy - xa () - xe(v2) - XA () - xa (1) - I3y (v, 723715 72)
2% (F)2/FY o

vaut suivant les cas :

(i) Si x1 ou x2 est ramifié :
0.

(i) Si x1, x2 sont non ramifiés, mais X, X5 sont ramifiés :

2o () - 2 (x2)™ - (e X)) - (B ks -

(1-3)

(iil) S x1, X2, X1, Xb sont non ramifiés :

zw(Xl>k1 ) zw(X2>k2

o [ 6 o B (e G e M (et O R B (e C
1

Démonstration.
(i) résulte de ce que Ih ’ 1;%1 (71,72; 71, 74) ne dépend de 1 et 2 que via leurs valuations.

(i) et (iii) Pour tous entiers vy, vs, notons 1,(v1,vs) la fonction sphérique sur EX = F x F) dont la
transformée de Satake est X; " - X572, avec donc hy = 15(k1, k2). Si v1 = vy(71) et va = vy(72), on a

G,H G,H,
Ihw,lw,wr (’71’727’717’72) I I(klp v11k27v2)711’¢x(17 1;71’75)
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et donc l'intégrale de ’énoncé est égale a

Yz la) Tz () //

G.H,
B dy XA X2 (02) - 1 ) 1, (1 1715 72)
VEZL Fo xFg
- _ G,H,
+ Y )M T ) 1// dyy - dry - X1 () - Xa(ve) - Iy Y
vET FX <y

1, (v,1=v),1,,95 (17 17 ’Yia ’Yé) .

Si x} et x4 sont ramifiés, on conclut d’apres le Corollaire V.8(ii) et (iv), et le Corollaire V.10.

Il reste le cas ol x1, X2, X1, X5 sont tous non ramifiés.
Si v > 1, 'intégrale

G.H,
/ dyy - dyy - X1 () - xa(ve) - 170"
FX X Fy

1I(v,7v),1x,¢z(1v 137177&)
est égale d’apres le Corollaire V.8(i) a

7\ —1
X1
Xi/l v 1 qw—v + q;SU 1-— Zy (Xi)
ZI 7 . 1 — L . 2 . X
X2 4o

Si v < —1, elle est égale par symétrie & la méme formule ol on remplace v par |v] = —v
Si v =0, elle est égale d’apres le Corollaire V.8(iii) a

Puis, si v > 1, 'intégrale

G,H,
/ dyy - dvyy - X1 () - xa () - Iy 0
FXxFZ

1m(v,1—v),1m,wm(1’ L71,73)
est égale d’apres le Corollaire V.10 a

s\ —1
1_ 3 _ X
(xa>“ L g 1-m (M)
Zr 7/ . 1 . .
X2 1-

X
1 9 2z (X2) - S
Qx

1—2, (%)'q;g

Enfin, si v <0, elle est égale par symétrie a la méme formule ot on remplace v par 1 — v.

En faisant la somme de tous ces termes et en mettant partout en facteur

1 1
ZI(Xl)kl 'ZI(XQ)k2 11

- X4 -2’
qz 1- Zx (7}) *qz
2
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on obtient

+ 14
1-— 1L
q(L‘
Xl - ! %v 3 —3v 7\ Y v
+ (1-z (2 (X2} St X4 o
/ z 5 2z ! N
2 X2 et 3 1
7\ —1 1 3
+ L=z s z X—é . g v+q£ v. Xill ° X1 !
!/ T 2 ZI ; 'Zl. Al
2 X1/ = : 2
-1 [ xixz) . -1 X B -
= [(1-2 ié 1 Zz(x'xl) “ zz(xiigj).qmi%
S 2 X/X 1 7 -
) s () e s () e
-1 [ xix1) -1 X B
+ 1— 2, Xijl 1 R (X’xz) 9 N Zg (X’IX; a3
2 _

A (%) 0t () gt ]
+ 1—2, X*/l % z 3 ) 4= N Ze (37 ) e
) )il i e
o (o ()Y =G et () et
) s (B et s () e
_ (i (a -1 .1_zw(’%)-q;l/l(14—21();—2).(1;1/2)+2m<>}%).q;3/2.(1_’_%(%).(1;3/2)_
i i - 1729”(2??) ¢ 1- 2, (2;&) o
(i Xiil 1 % _Z;c<>)§i>-Qz1/2.(1+zw<2>.qzl/2)+Zl_<);';)'q$3/2_(1+2£<2)'q$3/2):
2 I 1_Z$(X}X1) ¢t . (22) g -

En utilisant I’égalité I I AR . X! ,
- ul 1) = X2 X1\ )
& X1 X2 = X1 X2 qui equivaut a 2, ( 7 zZo (57 ) OU 2z (X—;) = 2 (%)’ notre expression
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se simplifie en

o)) e e
1_Z$</> Yy ’ _ ’ _
2 2 _l—zm(%) g 1—%(%) g
Y (T T
+ 129“(/1> 9 ’ 1/2 : 3/2
) e T e
L X2 X2 _
N\ =1
Y, -1 Y, Zx<x,1)
o)) o)) 2
2 X2 1=
N2
_ —2
= (12 (X/1> 1).1[ 1_%(%) I
- z / _ ’ _
) )l ()
X

I\ —1
X1
X1 _2 ZI(X5>
bo(1ma (ML) )
( x(X/z) q"‘) 1-L

En multipliant par le facteur

on obtient la formule de (iii). O

Considérons maintenant une place = € |X| ot E, est une extension non ramifiée de F, et ou la forme
différentielle wx est réguliere.

En une telle place, on dispose cette fois des intégrales

G,H,
fhl,h{ﬁwz(v;%mé)=/ﬁ du~/F du -

G Hyor (o (71 O\ (1 w\ (u O L u\ (p O
(B #0 Ky )(V’(o %) o (0 1) \o 1)°\0o 1) o 1
qui sont des fonctions de (v;7},7%) € EX x (FX)?. On sait que chaque I,if}{;p% est invariante par F,¢ plongé
G,H,p
Ty o (b)) 1 e

. . . G.H, )
Les coefficients de Fourier des fonctions I,”7;* 4, sont donnés par :

dans EX x (FX)? par v0 — (70;79 570 ) et quelle est égale &

Proposition V.14. — Soit h, une fonction sphérigue sur E dont la transformée de Satake est de la forme
55 (he) = X ~2ko,
Six By — C* et Xy, x5 )+ C* sont trois caracteéres unitaires tels que X |px= X1 X5, l'intégrale

G.H,
/// dy - dvy - dyy - x () - X1 () - Xa () - 1w (i ve)
BXx(FX)2 )X
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vaut suivant les cas :

(i) Si x est ramifié :

0.
(ii) Si x est non ramifié, mais X}, x5 sont ramifiés :
ko 1 / o1
ZJ:(X) : '5(7,%79(1) '5(7/):57962 )
1—L). (14
( e ) ( a3 )
(iil) Si x, xi et xb sont non ramifiés :
AN 1
. 8 )

TN X
=
N—
=
g
AR

ZI(X)kO' 1 1
(kE).(le) 1+ 2,

X5

Démonstration. Pour tout entier v, notons 1,(v) la fonction sphérique sur EX dont la transformée de
Satake est X 2, avec donc h, = 1, (ko). Si v = v.(7), on a

G,H, . _ 7G,H, .
Ihx71£’l/1m (’Y?Viv’yé) - Ilm(kop—v),lm,d)w(177177&) .

Ainsi, I}iipwt (7;71, %) ne dépend de v que via sa valuation, ce qui prouve (i).

Si x est non ramifié, I'intégrale de 1’énoncé est égale a
ko . d/~d/-/ A /-IG’H’p 1./ /
22 (X) V1 G7Y2 X1(’71) X2('Y2) 1z(0),1m,¢m( 771772)-
FXxFY

Alors, les assertions (ii) et (iii) apparaissent comme équivalentes au Corollaire V.12(ii) et (iii). O

Enfin, on est amené & considérer en presque toutes les places x € | X| (celles qui ne sont pas dans S, avec
nos notations habituelles), le produit de la fonction de v € EX

IY (v) = K () = ha (),

et de la fonction de 1,75 € FS

L7 0, (V1575) =/
GL2(Oy)

96T 606 Y

Les coefficients de Fourier d’une telle fonction produit sont des produits de coefficients de Fourier, donc il
suffit de calculer ceux des fonctions I ,ﬁ ., (71:72)- Quand h7, est sphérique, ils sont donnés par la proposition
suivante :

dk - d,u-/ duy - dug - Yy (ug — up)
FX Fox F,

Proposition V.15. — Supposons qu’en la place z, la fonction h!, sur H(F,) = GLa(F,) soit sphérique et
que la forme différentielle wx s’annule a l’ordre N, € Z.

FEtant donnés deux caractéres multiplicatifs X', x5 : F) — C*, lintégrale

. a0 60 T (h)
z Xl
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vaut suivant les cas :

kEyv—k v—k yk
(i) Si SH(h.) = (X1 Xy)ko- M avec k > 1, elle n’est non nulle que si x| et x4 sont non ramifiés,
et alors elle est égale a

7N\ —1
1\ —No k. -3k NFE o 1—z (ﬁ)
]. xr ’
Nz <X1> “ze (X x2)™ L T, (Xl) : =

7 1 7 . o
X2 1= 2 X2 17%(% gz 2

k 1—-k 1—-k k
(i) Si SH(R) = (X1 Xo)ko . 21Xz ;Xl X2 aec k > 1, elle nest non nulle que si X, et x sont non
ramifiés, et alors elle est égale a

7\ —1
N, g 3.3k _ X1
2N, Xill 1 \ko 1 9z +qz / I\1—k -2 (Xé)
dy 2 ’ : Zw(Xl XQ) ' 1— 1 2 ' : ) : X! o’
X2 4 1— 2z, (7; "o

(iii) Si SH(hL) = (X1 X2)*, elle est égale

e 0 si X} xb est ramifié,
o 2Ne 2 () X))o - (1,1¢) (Ve X)) - €(Wa,s X/{l), st X X5 est non ramifié mais X, X5 sont ramifiés,
az

1\ —Na A ANt/
2N, X1 AN 4o 4o a2
qy " 2 (,> 2o (X1 X2)™ 2 , .
X
N / ey
st X, et x5 sont non ramifiés.

Démonstration. L’hypothese sur wy signifie que le caractére additif 1, en la place x est trivial sur 7, V= -0,
mais non trivial sur 77 N+=1. O,.

Lorsque N, =0 et kg = 0, les formules de (i), (ii) et (iii) sont celles des Corollaires V.8 et V.10.

Les formules pour N, = 0 et k¢ arbitraire s’en déduisent en observant que pour tout v € F*
H H
T, (VY17 72) = Ly (01572)

ou hlY : g — hl.(vg) désigne la fonction sphérique déduite de h!, par translation par 7, ce qui revient a
multiplier sa transformée de Satake par (X; Xo)~v=(7).
Enfin, les formules pour N, arbitraire se déduisent de celles pour N, = 0, en observant que pour tout

n € F), on a les égalités

) D6 )6 e )6 Y)
dps - duy - dusg -y “hy, . . Swp - .
/ET,XH/F‘szQEle(n)((OlOl 0 ) °\o 1) {0 1
d,u~/ duy - dug - Yy (ug — uq)
FX FoxFy
pmto

(o )G ) (o ) e (6 E) (6 Y)-

= |n*
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7 Une conjecture pour le calcul de la moyenne sur les éléments
rationnels, dans le cas de 'induction automorphe de GL; a GL,

Nous considérons maintenant le cas de l'induction automorphe de GL; a GL, via une extension F
de F' de degré r, ou plus généralement le cas d’'un transfert automorphe d'un groupe de la forme G =

II Resg,/r GL1 a un groupe H = GL,. Nous supposons que I'homomorphisme Zg = G,, — ][] Gn
i€l i€lg
induit par 'homomorphisme de transfert p est le plongement diagonal, et que les extensions F; de F sont

non ramifiées en toutes les places.

On considére encore deux fonctions sphériques h = @ h, et i’ = @ h/, dans les algebres de Hecke
z€|X| z€|X|
sphériques HY = @ HS, et HS = @ HE, de G(A) et H(A).
z€|X| z€|X]|

En toute place z € | X|, on dispose du noyau local de l’action de h, par convolution,

K;i : Eg XE:;:( — C
(t',t) — hy(t71t),

du noyau local de laction de b/, sur I’espace Lxp . (H(Fy))

K% . GL.(F,) x GL,(F,)
gag g / nrw’t(n’t)hfr(gilnrg/)a
puis du noyau convolé
K s, K™ 0 G(F)? x GL(F,)* — C

défini dans la Définition IV.6 de I’Exposé IV. On rappelle que cette définition consiste a :

e décomposer spectralement K ,? en 'écrivant comme une intégrale sur les parametres de Hecke )\,
décrivant un produit de cercles unités indexés par les composantes des E; , = F; Qp Fy, sur Iy,

e décomposer spectralement K, Hvz on écrivant comme une intégrale sur les parametres de Hecke A,
décrivant un produit de r cerclLes unités,

e dans le produit {Ae} x {A,} des deux espaces d’intégration, se restreindre au graphe d’un homomor-

phisme
{Xe} = {2}
qui releve le morphisme p}, entre les algebres de Hecke a la facon du Lemme II.1 de ’'Exposé II,

e intégrer enfin sur {\,} pour obtenir le produit contracté K¢ e *p K A% comme fonction définie sur

G(F,)? x GL,.(F,)?.
Bien str, K ,E’; *, K f,wf est défini de telle sorte qu’est toujours vérifiée I'identité
Ky Ky = Koy 0 K07
On a pour tout g € G(F,)

x H7 x
(K5 #p K ) (7 7:99) = (KR % K ") (007,70 73 9',.9)

et
(Kf *, K, ’w“)(VOV’m;g’,g):(K;?o *p K, ’%)(7 v;9'59)

ot h)° : v — h,(y0 ) désigne la fonction sphérique déduite de h, par translation par ~o.
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Enfin, on a pour tout yg € F* = Zy(Fy)
Hb, H. b,
(K5 % K ") (07 7959) = (KE % K ™) (v, 73%9',9)
Hjp, —
(KK 0 Kp ") (Vv 6% 1 9) -

Maintenant, on peut introduire l'intégrale suivante
G.H, - P Hy .
L il (8:7) :/ dg, - q~ 4B W) (KT %, KpP) (6,1 - wo - ga 9)
/ H(Fy)/Zn(Fz)

comme fonction de § € G(F,) et de v = (y1,...,7%) € Tr(Fy) = (F))", ou T, = Ty désigne le tore diagonal
de H = GL, et wg la matrice de permutation complete

0 ... 0 1
0 0
1 0 ... 0

On a les identités qui se déduisent des précédentes

G,H, _ 1G,H,
Ly, (6 ) = 1yt 2,5, (557

Ly (0,7) = Lghr, (1,7),
et
Loy, (08,7) = 1757 (6,70)
pour tout vy € FX = Zy(F,).
Nous pouvons maintenant proposer la conjecture suivante qui, dans le situation ol nous sommes d’un

transfert automorphe de G = [] Resg,/r GL1 & H = GL,, complete la Conjecture IV.7 du Chapitre IV :
i€l

Conjecture V.16. — (i) En toute place x € | X|, l'expression I&ﬁ}’f% (0,7) devient une constante non nulle

Ci si on pose hy = 1., hl, = 1, et si on impose que toutes les valuations des composantes de 8 et de vy valent

(ii) En posant

G,H, G,H,
By 5, (8,7) = H Ca 'Ihw,hf,ww(csxwx)
z€|X|

qui est désormais une fonction bien définie de § = (0z)ze)x) € G(A) = ] Af, et de vy = (V2)aex| €
i€l
T.(A) = (A7), la fonctionnelle bilinéaire

> Try (h) - Trx(h)
X€ML, 6 (G/Ac)
TN, ctt (H/Am)

T=pP*X

enh= @ hg, eth' = @ h! se calcule comme une moyenne
ze|X| ze|X|

Moyenne Z I,f;f,{’gr (ad, )

S€G(F)=TIE aCAg
YETr (F)=(FX)T
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(au sens de la Conjecture IV.7 de I’Exposé 1V ).

(iii) Cette moyenne est égale

VOl(GIP\G(A)/Ag) - Y > Jiii, (8,7)
a€Ag ~EFX

SEG(F)/FX

ot, pour un certain choix de constantes non nulles c.,, la fonction Jg;ﬁ% (6,7) de 6 = (02)ze x| € G(A) =

11 Agi et de v = (Vo )we|x| € Ap est le produit sur toutes les places x € | X| des
iclg

Jhcig,lp% (0, Vz) = CI./(FX) dyy...dvye-L(vg(y1 - v) +v,(Nmd,) = vm(%))higf% (0 (Y15 -5 70)) -

Cette intégrale de définition de J}i’_’z}pwz (0z,vz) nest pas absolument convergente, mais on peut la définir
comme la valeur en s = 0 de la fonction rationnelle en g

‘/( ) dvyi...dv, - pB(’Vla cee 777“)8 ’ 1(“06(’71 .- -'Yr) +'Uz(Nm(Sz) = UI(’yi)) I}i,]}{;p,wx((sm (717 ce ”77”))
FX)r “

(qui converge pour s < 0 assez proche de 0), ou encore comme la série convergente

Z /( ) d’)/l-”d%"'l(vx(%):Ulv---vvx(%"):Uv")'I&ﬁ;élpm(dw('}/la---v’Yr))-
FX)r *

V1 yeens A
Vit o= (va) —va (Nm 65)

O

Si cette conjecture était vraie, I'existence du transfert automorphe de G = [] Resg,,p GL1 a GL, serait
i€l
équivalente & ce qu’on puisse choisir les constantes ¢/, de telle sorte qu’on ait toujours

(hg * pi(h2))(8L) il existe 8, € G(F}) tel que

JG’H)P 6;; : 690_1 € Fa:X et UI(Nméé) = vm(’)/z)a

B b, 4y (5:1:, 'Yz) =

0 sinon.

Dans le cas de I'induction automorphe quadratique de GL; a GLo, cette propriété est vérifiée, comme il
résulte des remarques qui suivent les énoncés des Corollaires V.8, V.10 et V.12. C’est bien stir la raison pour
laquelle on propose la conjecture ci-dessus.

Toujours dans le cas r = 2, on doit prendre en les places x € |X| ou la forme différentielle wx est
réguliere :

e, = H% si la place = est scindée dans F, d’apres la Proposition V.7(ii),

dx

e c,=1-— qi si la place x est inerte dans E, d’apres la Proposition V.11,

o ¢ = (1 — %) . (1 - q%) si la place x est scindée dans E, d’apres le Corollaire V.8(iii) et la remarque

qui le suit,

o (¢, = (1 - q%) si la place x est inerte dans E, d’apres le Corollaire V.12(iii) et la remarque qui le suit.
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Remarques de conclusion

e Dans le cas de I'induction automorphe non ramifiée de GL; a GLo, il reste donc a prouver la Conjecture
V.16 pour démontrer ’existence du transfert par la voie proposée dans le présent travail.

e Cette conjecture de réduction du global au local est difficile car elle vise a proposer une formule
“géométrique” de calcul d’une mesure “limite” définie formellement a partir des coefficients d’une série
génératrice ; or, si ces coeflicients ont des expressions “géométriques” explicites, on ne sait prouver I’existence
de leur limite formelle qu’en les réécrivant en termes spectraux.

e Il s’ajoute a cela la difficulté supplémentaire que, comme il est résumé au paragraphe IV.4, la mesure
cherchée n’apparait pas de maniére isolée mais seulement comme élément d’un espace affine de dimension
finie dont les points se distinguent mal les uns des autres.

e [’auteur ne pense pas qu'’il soit possible de calculer directement les mesures “limites” qui sont éléments
de cet espace affine. Il espere seulement que leur définition comme “limites” induit suffisamment de symétries

pour permettre d’identifier ’espace affine qu’elles constituent.

Mais nous ne sommes pas parvenus jusqu’a présent a réaliser ce programme . ..
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