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Introduction

Ce texte fait suite à l’article [Lafforgue, 2008] qui construisait des noyaux de la fonctorialité dans le cas
de l’induction automorphe sans ramification de GL1 à GL2 via une extension quadratique d’un corps de
fonctions.

Cette fois, nous considérons le transfert automorphe général d’un groupe réductif G vers un groupe
linéaire GLr, induit par un homomorphisme ρ qui va du L-groupe de G vers le dual GLr(C) de GLr.

Comme dans l’article précédent, nous nous cantonnons au cas des corps de fonctions ; le cas des corps de
nombres demanderait un travail supplémentaire aux places infinies.

Dans cet article, nous proposons d’abord une notion générale de “noyaux de la fonctorialité”. En notant
A l’anneau des adèles du corps de fonctions F sur lequel on travaille, ce sont des fonctions sur G(A)×G(A)×
GLr(A) qui sont invariantes à gauche par le sous-groupe discret G(F )×G(F )×GLr(F ) et qui vérifient en
toute place sans ramification une certaine condition de compatibilité avec les homomorphismes entre algèbres
de Hecke sphériques locales induits par ρ.

Nous proposons également une construction générale conjecturale de tels “noyaux de la fonctorialité”, ou
plutôt de leurs coefficients de Fourier définis par intégration sur le radical unipotent Nr du sous-groupe de
Borel Br de GLr constitué des matrices triangulaires supérieures. Comme dans l’article précédent consacré à
l’induction automorphe de GL1 à GL2, nous nous cantonnons au cas du transfert sans ramification en aucune
place. Tous les coefficients de Fourier des noyaux recherchés sont d’abord construits localement, place par
place ; leurs expressions globales sont obtenues en faisant le produit sur toutes les places des fonctions définies
localement et en sommant les fonctions produits ainsi obtenues sur des groupes discrets de points rationnels.

Les “fonctions noyaux” que nous proposons vérifient par construction même la condition locale de com-
patibilité avec les homomorphismes entre algèbres de Hecke sphériques induits par ρ, ainsi que la condition
globale d’invariance à gauche par G(F )×G(F ). Toute la difficulté du problème du transfert automorphe de
Langlands se trouve concentrée dans la propriété d’invariance à gauche par GLr(F ) qu’il s’agit de vérifier.

C’est une situation semblable à celle rencontrée dans les classiques “théorèmes réciproques” de Hecke,
Weil, Piatetski-Shapiro et autres. Cela n’a rien d’étonnant puisque la construction que nous proposons en
termes de coefficients de Fourier est calquée sur celle employée dans la preuve de ces “théorèmes réciproques”,
à commencer par le recours aux fonctions de Whittaker. La différence avec cette approche classique réside en
ceci que nous ne proposons pas une construction pour chaque représentation automorphe considérée isolément
mais une construction “en famille” qui prend en compte simultanément toutes les formes automorphes ; dans
cette approche, on n’a plus besoin de décomposer spectralement l’espace des formes automorphes et on ne
recourt jamais à la notion de représentation automorphe.

On peut dire aussi qu’il s’agit de démontrer que certaines fonctions sur G(A)×G(A)×GLr(A) construites
explicitement sont automorphes. Comme toutes ces fonctions se déduisent de l’une d’elle par simple convo-
lution par des éléments de l’algèbre de Hecke, on est même réduit à prouver qu’une fonction bien précise,
donnée par une formule explicite, est automorphe.

Nous le vérifions dans le cas (non trivial) où G = GL2 et ρ est la représentation standard de GL2(C).
Comme dans le cas de l’induction automorphe de GL1 à GL2, le résultat cherché est conséquence de la formule
de Poisson, et l’essentiel du travail se fait localement, place par place : il consiste à vérifier que certaines
fonctions sont transformées de Fourier les unes des autres et à calculer leurs limites aux bords. Cette fois,
la formule de Poisson qui s’applique est celle relative au sous-groupe discret M2(F ) du groupe adélique
M2(A) des matrices carrées de rang 2 à coefficients dans A, et les termes de bord qui donnent naissance aux
coefficients de Fourier complémentaires proviennent des matrices de M2 qui ne sont pas inversibles.

Voici le contenu des différents chapitres :

Le chapitre I est exclusivement constitué de rappels sur les groupes réductifs, considérés d’abord sur un
corps séparablement clos puis sur un corps arbitraire. Le quatrième et dernier paragraphe rappelle la construc-
tion, un peu moins universellement connue, des “complétions” des groupes réductifs due à De Concini, Procesi
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et Vinberg. Cette construction servira au chapitre VII pour définir les coefficients de Fourier complémentaires
que nous proposons pour les “noyaux du transfert” cherchés.

La plus grande partie du chapitre II est également constituée de rappels : groupe dual de Langlands et L-
groupes, double formulation des isomorphismes de Satake, homomorphismes de transfert et homomorphismes
induits entre algèbres de Hecke sphériques, conjecture de fonctorialité de Langlands. Le seul élément nouveau
de ce chapitre est la définition générale de la notion de “noyau du transfert”. Une fois cette définition donnée,
on explique rapidement pourquoi l’existence d’une famille “complète” de tels noyaux entrâıne la conjecture
de transfert automorphe de Langlands.

Comme nous nous proposons d’essayer de construire des “noyaux du transfert” par leurs coefficients de
Fourier, nous avons besoin de résultats généraux sur les coefficients de Fourier, calculés le long de Nr, des
fonctions sur GLr(A) invariantes à gauche par certains sous-groupes discrets contenant Nr(F ). C’est l’objet
du chapitre III. Son premier paragraphe définit les coefficients de Fourier calculés contre des caractères ψr
de Nr(F )\Nr(A) associés aux différentes partitions r de l’entier r. Le paragraphe 2 démontre un théorème
d’isomorphisme entre l’espace des fonctions sur GLr(A) invariantes à gauche par le sous-groupe “mirabolique”
Qr(F ) et un certain espace de coefficients de Fourier indexés par les partitions r de l’entier r. Ce théorème
généralise le “théorème d’inversion” de Shalika qui traitait le cas où le coefficient de Fourier “régulier” associé
à la partition triviale de r, notée (r), figure seul : tous les autres étaient supposés nuls.

Enfin, les deux derniers paragraphes de ce chapitre traitent des fonctions locales qui composent nécessaire-
ment les coefficients de Fourier envisagés : ce sont les fonctions de Whittaker, dont les principales propriétés
sont rappelées, et les “fonctions de Whittaker intermédiaires” qui s’en déduisent après le choix d’une partition
non triviale r de l’entier r.

Le chapitre IV propose une construction pour les coefficients de Fourier à la fois les plus importants et les
plus faciles des “noyaux du transfert” cherchés : les coefficients de Fourier “réguliers” associés à la partition
triviale (r) de l’entier r.

Afin de les définir, on doit d’abord exhiber en chaque place un homomorphisme entre tores maximaux
du dual Ĝ de G et de GLr(C) qui relève l’homomorphisme entre algèbres de Hecke sphériques locales induit
par ρ. C’est immédiat si le groupe de Galois ΓF de F agit trivialement mais demande un petit travail dans
le cas contraire. Ceci fait l’objet du paragraphe 1.

Le paragraphe 2 construit des “noyaux locaux du transfert non ramifié”, par simple intégration sur le
tore maximal de Ĝ vu comme une sorte de graphe du transfert local grâce à l’homomorphisme entre tores
introduit au paragraphe 1. On intègre les produits des fonctions de Whittaker sur GLr et des fonctions
sphériques propres de même valeur propre sur G obtenues en décomposant spectralement l’espace des fonc-
tions sphériques globales.

Le paragraphe 3 construit des coefficients de Fourier réguliers des “noyaux globaux du transfert” cherchés
en formant le produit sur toutes les places des “noyaux locaux du transfert” construits au paragraphe 2.

Puisque le transfert dans GLr d’une représentation automorphe de G n’est pas nécessairement cuspidal,
les “noyaux du transfert” que nous cherchons à construire ont nécessairement des coefficients de Fourier non
réguliers, c’est-à-dire associés aux partitions non triviales de l’entier r.

Ces coefficients de Fourier complémentaires sont déterminés en grande partie par les coefficients de Fourier
réguliers déjà construits, mais ils sont nécessairement plus subtils.

Afin d’obtenir des indications sur leur forme, il est tout indiqué de traiter d’abord le cas où G = GL2 et
ρ = Id, en plus du cas déjà étudié de l’induction automorphe de GL1 à GL2.

Ce cas fait l’objet du chapitre V.
On commence aux paragraphes 1 et 2 par des rappels sur la transformation de Fourier sur M2(A) et la

formule de Poisson pour M2(F ).
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Les paragraphes 3 et 4 rassemblent des résultats préparatoires pour le théorème d’échange par trans-
formation de Fourier locale qui occupe le paragraphe 5. Ce théorème repose sur le théorème d’équation
fonctionnelle locale pour les fonctions L locales de paires sur GL2 × GL1, sur le théorème d’équation fonc-
tionnelle locale pour les fonctions L locales simples sur GL2 et sur le fait remarquable que les fonctions L
locales de paires de GL2 ×GL1 et les fonctions L locales simples de GL2 s’identifient.

Le paragraphe 6 calcule localement les termes de bord c’est-à-dire les valeurs limites en les matrices de
rang 1 et en la matrice 0. Le fait que l’espace des matrices de rang 1 n’est pas une orbite sous l’action d’un seul
GL2 mais du produit GL2 ×GL2 est responsable de l’apparition d’un nouveau facteur GL2. C’est pourquoi
nous cherchons des “noyaux du transfert” définis sur G(A)×G(A)×GLr(A) et non pas sur G(A)×GLr(A)
comme on aurait d’abord pu penser.

Le paragraphe 7 construit des “noyaux globaux du transfert” sur GL2(A) × GL2(A) × GL2(A). Leur
propriété d’invariance à gauche par GL2(F ) × GL2(F ) × GL2(F ) découle de la formule de Poisson pour
M2(F ) plongé dans M2(A), une fois établis les résultats locaux des paragraphes 5 et 6.

Le chapitre VI est un simple addendum au chapitre V. Il consiste à exhiber des “noyaux du transfert”
dans des situations où ils se déduisent de ceux construits au chapitre V : le transfert automorphe de PGL2

vers GL2 via la représentation standard de SL2(C) et, plus généralement, le transfert automorphe d’un
groupe réductif G de rang semi-simple égal à 1 vers GL2 via une représentation de degré 2 du groupe dual
Ĝ.

Les formules explicites pour les “noyaux du transfert” de tels groupes réductifs G vers GL2 fournissent
d’autres indications susceptibles d’aider à énoncer une conjecture générale pour la construction des coeffi-
cients de Fourier complémentaires des “noyaux du transfert” vers un groupe linéaire de rang r.

Le chapitre VII a précisément pour objet de proposer une telle conjecture. Par souci de prudence, il la
formule seulement sous l’hypothèse que l’homomorphisme de transfert ρ est “minimal” en un sens défini au
paragraphe 1.

Les homomorphismes de transfert “minimaux” sont, si l’on veut, ceux qui sont les plus éloignés des
transferts “représentation par représentation”, autrement dit ceux qui correspondent le mieux à l’idée de
“transfert en famille”. Ils sont cependant assez riches puisque tout homomorphisme de transfert s’écrit comme
le quotient de deux représentations dont chacune est un composé d’homomorphismes de transfert minimaux.

Après avoir défini les homomorphismes de transfert “minimaux”, le paragraphe 1 étudie leur forme dans
le cas où le groupe de Galois ΓF de F n’agit pas.

Comme les coefficients de Fourier réguliers, nous voulons construire les coefficients de Fourier complémen-
taires des “noyaux du transfert” d’abord localement par intégration sur un tore de certaines fonctions.

Les fonctions à intégrer sont toutes trouvées : ce sont les produits de fonctions de Whittaker intermédiaires
sur GLr et de fonctions sphériques propres de même valeur propre sur G ou sur un sous-groupe parabolique
P de G.

Mais les tores sur lesquels intégrer peuvent être des sous-tores stricts du tore maximal de G, comme on
le voit déjà dans le cas de GL2, de SL2 ou de l’induction automorphe de GL1 à GL2. On est donc amené à
formuler une conjecture sur le type de sous-tores susceptibles d’apparâıtre comme domaine d’intégration. Ils
sont associés à des données combinatoires introduites au paragraphe 2 sous le nom de “paires admissibles”.

Ces paires admissibles permettent de définir non seulement des tores complexes mais aussi des variétés
toriques affines complexes et leurs variétés toriques duales sur F ou sur les localisations de F . Ceci fait l’objet
des paragraphes 2 et 3 puis, pour la construction de variétés toriques affines globales sur F , d’une partie du
paragraphe 5.

Les variétés toriques locales associées aux “paires admissibles”, combinées avec les complétions de groupes
réductifs rappelées au paragraphe I.4, permettent de définir les fonctions locales voulues par un procédé de
passage aux résidus sur les bords. C’est le contenu du paragraphe 4.
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Le paragraphe 5 et dernier forme le produit sur toutes les places des fonctions locales définies au pa-
ragraphe 4, explicite leurs propriétés de symétrie, et effectue une sommation sur des groupes de points
rationnels pour obtenir une expression conjecturale des coefficients de Fourier complémentaires des “noyaux
du transfert” recherchés.

La conjecture proposée est une simple conjecture de travail, susceptible d’être corrigée.
Pour la confirmer ou la modifier, le premier travail qui se présente à nous est d’essayer de construire des

noyaux du transfert identique de GLr, c’est-à-dire de généraliser en rang r arbitraire le résultat établi au
chapitre V dans le cas r = 2.

L’essentiel du chapitre I (moins le paragraphe 4), du chapitre II et du chapitre IV a fait l’objet d’un cours
dispensé en mai 2009 à l’Institut Isaac Newton de Cambridge, dans le cadre du programme “Algebraic Lie
theory”. Je remercie les organisateurs de ce programme, Meinholf Geck, Alexander Kleshchev et Gerhard
Röhrle, ainsi que le directeur de l’Institut Newton, Sir David Wallace, pour leur invitation.

L’essentiel du chapitre III avait été exposé à l’IHES dans un séminaire oral de juin 2008 et rendu disponible
dans un texte posté sur le site de l’auteur en septembre 2008.

Enfin, l’essentiel des chapitres IV, V et VII a fait l’objet de trois exposés donnés à l’IHES en juin 2009.
Je suis heureux de remercier chaleureusement les auditeurs de ces différents exposés.
J’exprime encore une fois toute ma reconnaissance envers Cécile Gourgues qui a assuré la frappe de tous

les manuscrits avec perfection.
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Chapitre I :

Rappels sur les groupes algébriques réductifs

1 Groupes algébriques réductifs et données radicielles

Considérons un groupe algébrique réductif connexe G sur un corps séparablement clos ks.

Si T est un sous-tore de G, on note XT le réseau des caractères

χ : T → Gm

et X∨T celui des cocaractères
µ : Gm → T .

On dispose de la forme bilinéaire
〈•, •〉 : XT ×X∨T → Z

(χ, µ) 7→ 〈χ, µ〉

où 〈χ, µ〉 désigne l’unique entier tel que le caractère composé χ ◦ µ : Gm → T → Gm soit égal à λ 7→ λ〈χ,µ〉.
Cette forme linéaire 〈•, •〉 rend les deux réseaux XT et X∨T duaux l’un de l’autre.

On note encore ΦT le sous-ensemble fini de XT − {0} constitué des “racines” de T dans G, c’est-à-dire
des caractères non triviaux de T qui apparaissent dans l’action par conjugaison de T sur Lie (G) considéré
comme un espace vectoriel.

On note enfin ST le quotient du normalisateur NG T du tore T dans G par le centralisateur ZG T de T
dans G, qui est un groupe réductif connexe. C’est un groupe fini, appelé le groupe de Weyl de T dans G. Il
agit sur les réseaux XT et X∨T en respectant la forme bilinéaire 〈•, •〉 ainsi que l’ensemble ΦT des racines de
T dans G.

Un sous-groupe de Borel B de G est un sous-groupe parabolique minimal. Il contient des tores T qui
sont maximaux dans G. Une paire de Borel de G est une paire (T,B) constituée d’un sous-tore maximal T
de G et d’un sous-groupe de Borel B de G contenant T .

Si (T,B) est une paire de Borel de G, on note ΦB le sous-ensemble de ΦT constitué des caractères non
triviaux qui apparaissent dans l’action par conjugaison de T sur le sous-espace Lie (B) de Lie (G).

On montre que l’ensemble ΦT est la réunion disjointe de ΦB et −ΦB .
On note ∆B le sous-ensemble de ΦB constitué des éléments qui ne peuvent s’écrire comme la somme de

deux éléments de ΦB ; tout élément de ΦB s’écrit de manière unique comme une somme d’éléments de ∆B .
Les éléments de ΦB sont appelés “racines positives” et ceux de ∆B “racines simples”.

Soit α : T → Gm une racine, élément de ΦT , du tore maximal T . Soit Tα la composante neutre du noyau
de α, qui est un sous-tore de T de codimension 1. Le centralisateur Gα de Tα dans G est un sous-groupe
réductif connexe de G qui admet T comme sous-tore maximal.
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Le groupe fini NGαT/ZGαT agit non trivialement sur T/Tα ∼= Gm donc il compte exactement deux
éléments. On note σα l’image dans ST = NG T/ZG T de son unique élément non trivial.

Le groupe dérivé Gder
α de Gα (c’est-à-dire la composante neutre de l’intersection des noyaux de tous les

caractères de Gα) est un groupe semi-simple de rang 1, donc isomorphe à SL2 ou PGL2. Il existe un unique
homomorphisme

∨
α : Gm → Gder

α

tel que 
Im
∨
α ⊂ T ,

T = Tα · (Im
∨
α) ,

〈α, ∨α〉 = 2 .

Lemme I.1. – Si T est un sous-tore maximal de G comme ci-dessus, on a pour toute racine α ∈ ΦT

σα(χ) = χ− 〈χ, ∨α〉 · α , ∀χ ∈ XT ,

σα(µ) = µ− 〈α, µ〉 · ∨α , ∀µ ∈ X∨T .

�

Si T est un sous-tore maximal [resp. Si (T,B) est une paire de Borel de G], l’ensemble des éléments
∨
α ∈ X∨T associés aux racines α ∈ ΦT [resp. Φ∨B , resp. ∆∨B ] est appelé l’ensemble des coracines [resp. coracines
positives, resp. coracines simples].

Le groupe de Weyl ST , que l’on peut voir comme un groupe fini d’automorphismes de XT ou X∨T , est
engendré par les réflexions σα, α ∈ ΦT (ou même : α ∈ ∆B).

Étant données deux paires de Borel (T1, B1) et (T2, B2) de G, il existe un élément g ∈ G(ks) tel que

T2 = g T1 g
−1 , B2 = g B1 g

−1 .

Les isomorphismes ou bijections induits
XT1

∼−→ XT2 ,

X∨T1

∼−→ X∨T2
,

ΦT1

∼−→ ΦT2 ,

ΦB1

∼−→ ΦB2 ,

∆B1

∼−→ ∆B2 ,

ST1

∼−→ ST2

respectent toutes les structures et ne dépendent pas de l’élément g choisi. Cela permet de noter (XG,ΦG, X∨G,Φ
∨
G),

SG et (Φ+
G,∆G,Φ+∨

G ,∆∨G) au lieu de (XT ,ΦT , X∨T ,Φ
∨
T ), ST et (ΦB ,∆B ,Φ∨B ,∆

∨
B).

Définition I.2. –
(i) On appelle “donnée radicielle” tout quadruplet (X,Φ, X∨,Φ∨) constitué de

– un réseau X (isomorphe à une puissance finie de Z),

– son réseau dual X∨,
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– deux sous-ensembles finis Φ et Φ∨ de X et X∨ reliés par une bijection

Φ ∼−→ Φ∨ ,

α 7→ ∨
α ,

tel que tout élément α ∈ Φ satisfait les deux axiomes suivants :

• 〈α, ∨α〉 = 2,
• les involutions de X et X∨ définies par

χ 7→ σα(χ) = χ− 〈χ, ∨α〉 · α ,

µ 7→ σα(µ) = µ− 〈α, µ〉 · ∨α ,

stabilisent les ensembles finis Φ et Φ∨.
(ii) Une donnée radicielle (X,Φ, X∨,Φ∨) est dite “réduite” si, pour tout élément α ∈ Φ, les seuls multiples
de α [resp.

∨
α] contenus dans Φ [resp. Φ∨] sont ±α [resp. ± ∨α]. �

Cette définition étant posée, on a :

Théorème I.3. –
(i) Pour tout groupe algébrique réductif connexe G sur un corps séparablement clos ks, le quadruplet associé
(XG,ΦG, X∨G,Φ

∨
G) est une donnée radicielle réduite.

(ii) Réciproquement, pour toute donnée radicielle réduite (X,Φ, X∨,Φ∨) et pour tout corps séparablement
clos ks, il existe un groupe algébrique réductif connexe G sur ks, unique à isomorphisme près, tel que
(XG,ΦG, X∨G,Φ

∨
G) soit isomorphe à (X,Φ, X∨,Φ∨).

(iii) Pour tout groupe réductif connexe G sur un corps séparablement clos ks, on a un homomorphisme
canonique entre groupes d’automorphismes :

Aut (G)→ Aut (XG,∆G, X
∨
G,Φ

∨
G)

Il s’inscrit dans une suite exacte

1→ Int (G)→ Aut (G)→ Aut (XG,ΦG, X∨G,Φ
∨
G)→ 1

où Int (G) désigne le sous-groupe des automorphismes intérieurs de G. �

Si G est un groupe réductif connexe sur un corps séparablement clos ks, T un tore maximal de G et
α ∈ ΦT = ΦG une racine, le sous-espace Lie (G)α de Lie (G) sur lequel le tore T agit par le caractère α est
nécessairement de dimension 1.

Définition I.4. – On appelle “épinglage” d’un groupe réductif connexe G sur un corps séparablement clos
ks tout triplet (T,B, (uα)α∈∆G

) constitué d’une paire de Borel (T,B) et d’une famille de vecteurs non nuls
uα ∈ Lie (G)α ⊂ Lie (B), α ∈ ∆G = ∆B. �

Avec cette définition, on a :

Proposition I.5. – Soit G un groupe réductif connexe sur un corps séparablement clos ks. Alors :
(i) Deux épinglages de G sont transformés l’un dans l’autre par un unique automorphisme intérieur de G.
(ii) Tout épinglage définit un scindage de la suite exacte :

1→ Int (G)→ Aut (G)→ Aut (XG,ΦG, X∨G,Φ
∨
G)→ 1

�
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2 Structures rationnelles

Considérons maintenant un corps arbitraire k et une clôture séparable ks de k. Le groupe de Galois Γk
de k est défini comme le groupe des automorphismes de ks sur k.

Un groupe algébrique connexe G sur k est dit réductif si Gks = G ×Spec(k) Spec (ks) est un groupe
algébrique réductif (connexe) sur ks.

Deux groupes réductifs connexes G et G′ sur k sont appelés des “k-formes” l’un de l’autre s’il existe un
isomorphisme c : Gks

∼−→ G′ks .
Dans ce cas, l’application

Γk → Aut (Gks)
γ 7→ c−1 ◦ γ(c) = cγ

est continue et elle satisfait la condition

cγγ′ = cγ ◦ γ(cγ′) , ∀ γ, γ′ ∈ Γk .

Réciproquement, si G est un groupe réductif connexe sur k, toute application continue

Γk → Aut (Gks) , γ 7→ cγ

qui satisfait la relation ci-dessus définit une “k-forme” de G. Cette k-forme est k-isomorphe à G si et
seulement si il existe un automorphisme c ∈ Aut (Gks) tel que

cγ = c−1 ◦ γ(c) , ∀ γ ∈ Γk .

Deux groupes réductifs connexes G et G′ sur k sont appelés des “k-formes intérieures” l’un de l’autre s’il
existe un isomorphisme c : Gks → G′ks tel que

c−1 ◦ γ(c) = cγ ∈ Int (Gks) , ∀ γ ∈ Γk .

Pour tout groupe réductif connexeG sur k, on notera simplement (XG,ΦG, X∨G,Φ
∨
G), SG et (Φ+

G,∆G,Φ+∨
G ,

∆∨G) la donnée radicielle, le groupe de Weyl et les ensembles de racines et coracines positives ou simples qui
sont associés à Gks .

Si (T,B) est une paire de Borel de Gks et γ est un élément de Γk, la transformée (γ(T ), γ(B)) de (T,B)
par γ est une autre paire de Borel et on a un isomorphisme induit par γ

(XT ,∆B , X
∨
T ,∆

∨
B) ∼−→ (Xγ(T ),∆γ(B), X

∨
γ(T ),∆

∨
γ(B)) .

Cet isomorphisme induit par γ peut être vu comme un automorphisme de (XG,∆G, X
∨
G,∆

∨
G) ; comme tel, il

ne dépend pas du choix de la paire de Borel (T,B). On a donc une application canonique

Γk → Aut (XG,∆G, X
∨
G,∆

∨
G) .

C’est un homomorphisme de groupes. Son noyau est un sous-groupe ouvert (d’indice fini), ce qui signifie
qu’il est continu.

Ainsi, le réseau XG et son dual X∨G sont canoniquement munis d’une action continue du groupe de Galois
Γk qui préserve les ensembles finis ∆G,∆∨G,ΦG,Φ

∨
G,Φ

+
G,Φ

+∨
G et induit une action sur le groupe de Weyl SG.
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Définition I.6. –
(i) Un groupe réductif connexe G sur k est dit “quasi-déployé” s’il possède un épinglage (T,B, (uα)α∈∆G

)
défini sur k.
(ii) Il est dit “déployé” si, de plus, le tore T d’un tel épinglage est déployé, c’est-à-dire isomorphe sur k à
une puissance de Gm. �

On déduit du théorème I.3 et de la proposition I.5 :

Corollaire I.7. –
(i) Deux groupes réductifs connexes G et G′ sur k sont des “k-formes” l’un de l’autre si et seulement si leurs
données radicielles (XG,ΦG, X∨G,Φ

∨
G) et (XG′ ,ΦG′ , X∨G′ ,Φ

∨
G′) sont isomorphes.

De plus, ce sont des “k-formes intérieures” l’un de l’autre si et seulement si leurs données radicielles
munies des actions naturelles du groupe de Galois Γk sont isomorphes.
(ii) Toute donnée radicielle (X,Φ, X∨,Φ∨) munie d’une action continue de Γk préservant une base (∆,∆∨)
définit un groupe réductif connexe quasi-déployé sur k. Celui-ci est unique à unique k-isomorphisme près
préservant les épinglages.
(iii) Tout groupe réductif connexe sur k possède une forme intérieure quasi-déployée. Celle-ci est unique à
unique k-isomorphisme près préservant les épinglages.
(iv) Un groupe réductif connexe G, supposé quasi-déployé sur k, est déployé sur k si et seulement si l’action
induite de Γk sur (XG,∆G, X

∨
G,∆

∨
G) est triviale. �

3 Sous-groupes paraboliques rationnels

Dans ce paragraphe, on considère un groupe réductif connexe G sur un corps k arbitraire.

On montre que les sous-tores de G qui sont définis sur k, déployés sur k et maximaux pour ces propriétés
sont conjugués les uns des autres par des éléments de G(k).

Soit Tk l’un de ces sous-tores déployés maximaux.
On note XTk le réseau des caractères Tk → Gm de Tk et X∨Tk le réseau dual de ses cocaractères Gm → XTk .
On note ΦTk l’ensemble fini des racines de Tk dans G : c’est le sous-ensemble de XTk composé des

caractères non triviaux de Tk qui apparaissent dans l’action par conjugaison de Tk sur Lie (G).
Soient ZG(Tk) et NG(Tk) le centralisateur et le normalisateur de Tk dans G. Ce sont des sous-groupes

algébriques de G rationnels sur k. Le premier, ZG(Tk), est réductif et connexe. Le quotient STk = NG(Tk)/
ZG(Tk) est un groupe fini dont les éléments peuvent être représentés par des éléments de NG(Tk) rationnels
sur k. Ce groupe fini opère naturellement sur les réseaux XTk et X∨Tk ; il préserve la forme bilinéaire naturelle
qui les relie ainsi que l’ensemble ΦTk des racines.

Lemme I.8. – Munissons l’espace vectoriel réel XTk ⊗Z R d’un produit scalaire euclidien (•, •) invariant par
l’action du groupe fini STk .

Alors, pour toute racine α ∈ ΦTk ⊂ XTk , l’image
∨
α de 2

(α,α) ·α par l’isomorphisme XTk⊗ZR ∼−→ X∨Tk⊗ZR

induit par (•, •) appartient au réseau X∨Tk . De plus, cette image
∨
α ne dépend pas du produit scalaire euclidien

invariant (•, •) choisi. �

On note Φ∨Tk ⊂ X
∨
Tk

l’ensemble fini des
∨
α, appelées “coracines”, associées aux racines α ∈ ΦTk .

Lemme I.9. – Dans la situation et avec les notations ci-dessus, le quadruplet (XTk ,ΦTk , X
∨
Tk
,Φ∨Tk) est une

“donnée radicielle” (pas nécessairement réduite) au sens de la définition I.2.
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Le groupe fini STk = NG(Tk)/ZG(Tk) s’identifie à son groupe de Weyl. �

Soit Lie (G)0 le sous-espace vectoriel de Lie (G) constitué des vecteurs fixés par l’action de Tk. Et, pour
toute racine α ∈ ΦTk , soit Lie (G)α le sous-espace des vecteurs sur lesquels le tore déployé Tk agit par le
caractère α.

On a la décomposition en somme directe canoniquement associée au tore Tk

Lie (G) = Lie (G)0 ⊕
⊕
α∈ΦTk

Lie (G)α .

Dans le cas général où le groupe réductif G n’est pas nécessairement déployé, les sous-espaces Lie (G)α
peuvent avoir une dimension plus grande que 1. Mais il existe toujours, pour toute racine α ∈ ΦTk , un unique
sous-groupe algébrique Uα de G, rationnel sur k, unipotent, normalisé par Tk et dont l’algèbre de Lie est
Lie (G)α.

Intéressons-nous maintenant aux sous-groupes paraboliques de G qui sont rationnels sur k.
Considérons d’abord les sous-groupes paraboliques rationnels sur k et minimaux pour cette propriété.

On montre qu’ils sont conjugués les uns des autres par des éléments de G(k). On peut en choisir un, Pk, qui
contienne le tore déployé maximal Tk. Alors on a la décomposition

Pk = ZG(Tk) ·Ru(Pk)

où ZG(Tk) est un sous-groupe de Levi de Pk et Ru(Pk) désigne le radical unipotent de Pk.
Les racines α ∈ ΦTk telles que Uα est contenu dans Ru(Pk) sont appelées les racines positives de ΦTk .

On note ΦPk leur ensemble et Φ∨Pk le sous-ensemble correspondant de Φ∨Tk . Puis on note ∆Pk et ∆∨Pk les
sous-ensembles associés de racines simples et de coracines simples : ce sont les éléments de ΦPk et Φ∨Pk qui
ne peuvent s’écrire comme des sommes non triviales d’éléments de ΦPk et Φ∨Pk .

Le groupe de Weyl STk agit simplement transitivement sur l’ensemble des sous-groupes paraboliques
rationnels sur k et minimaux qui contiennent Tk.

Pour tout sous-ensemble θ de ∆Pk , notons Pθ le sous-groupe algébrique de G engendré par ZG(Tk) et
par les Uα, où α décrit le sous-ensemble de ΦTk composé des racines qui s’écrivent comme des combinaisons
linéaires

α =
∑

β∈∆Pk

mβ · β

où mβ ∈ Z, ∀β ∈ ∆Pk , et mβ ≥ 0, ∀β /∈ θ.
Ainsi, on a

Pθ = G si θ = ∆Pk ,
Pθ = Pk si θ = ∅ ,
Pθ ⊆ Pθ′ si θ ⊆ θ′ ⊆ ∆Pk .

Tout sous-groupe parabolique de G qui est rationnel sur k et contient Pk est de la forme Pθ. Une fois le
choix de Pk arrêté, les Pθ sont appelés les sous-groupes paraboliques standard de G.

Lemme I.10. – Dans la situation et avec les notations ci-dessus, tout sous-groupe parabolique de G rationnel
sur k est conjugué, par des éléments de G(k), à un unique sous-groupe parabolique standard Pθ. �

Pour toute partie θ de ∆Pk , la composante neutre Tθ de l’intersection
⋂
α∈θ

Ker (α : Tk → Gm) est un

sous-tore de Tk et donc un sous-tore de G rationnel sur k et déployé. On a la décomposition en sous-groupe
de Levi et radical unipotent

Pθ = ZG(Tθ) ·Ru(Pθ) .
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Le centralisateur ZG(Tθ) = Mθ de Tθ dans G est appelé le sous-groupe de Levi standard de Pθ. Le radical
unipotent Ru(Pθ) de Pθ est engendré par les Uα, où α décrit le sous-ensemble de ΦPk composé des racines
positives qui s’écrivent comme des combinaisons linéaires

α =
∑

β∈∆Pk

mβ · β

telles que
∀β ∈ ∆Pk , mβ ∈ N ,

et
∃β0 /∈ θ , mβ0 ≥ 1 .

Dans le groupe réductif connexe Mθ = ZG(Tθ), le tore Tk est un sous-tore déployé sur k et maximal pour
cette propriété.

Le groupe de Weyl Sθ de Tk dans Mθ s’identifie au sous-groupe de STk engendré par les réflexions
associées aux racines α ∈ θ.

On dispose encore de la décomposition de Bruhat :

Proposition I.11. –
(i) Si Pk désigne comme ci-dessus un sous-groupe parabolique de G, rationnel sur k, minimal pour cette
propriété, et contenant le tore rationnel déployé maximal Tk, l’application naturelle

STk → Pk(k)\G(k)/Pk(k)

est une bijection.
(ii) Plus généralement, si θ et θ′ sont deux parties de ∆Pk , l’application naturelle

Sθ\STk/Sθ′ → Pθ(k)\G(k)/Pθ′(k)

est une bijection. �

Terminons ce paragraphe en examinant le cas particulier où le groupe réductif G est quasi-déployé c’est-
à-dire possède un épinglage (T,B, (uα)α∈∆B

) défini sur k.
On a alors pu prendre pour Tk le plus grand tore déployé contenu dans le tore rationnel T .
Le centralisateur ZG(Tk) de Tk dans G est égal à T .
Une fois choisie une clôture séparable ks de k, le réseau X∨Tk s’identifie au sous-réseau de X∨T composé

des cocaractères de T fixés par le groupe de Galois Γk = Autk(ks) de k. Son réseau dual XTk est le plus
grand sous-quotient de XT sur lequel Γk agit trivialement.

Comme ZG(Tk) = T , les images dans XTk des racines α ∈ ΦT sont toutes non triviales. Leur ensemble
est ΦTk . Deux éléments de ΦT ont la même image dans ΦTk si et seulement s’ils sont transformés l’un dans
l’autre par l’action d’éléments de Γk. Autrement dit, ΦTk s’identifie au quotient de ΦT par l’action de Γk.

Le groupe de Weyl k-rationnel STk s’identifie au sous-groupe du groupe de Weyl absolu ST constitué
des éléments fixés par l’action de Γk.

Le sous-groupe de Borel B, vu comme sous-groupe de G rationnel sur k, est évidemment minimal parmi
les sous-groupes paraboliques de G rationnels sur k. On a donc pu prendre Pk = Bk = B.

L’ensemble ΦBk des racines k-rationnelles positives s’identifie au quotient par Γk de l’ensemble ΦB des
racines positives, et l’ensemble ∆Bk des racines k-rationnelles simples s’identifie au quotient par Γk de
l’ensemble ∆B des racines simples.

Se donner un sous-groupe parabolique rationnel standard Pθ de G équivant à se donner une partie θ de
∆B stable par l’action de Γk.
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4 Complétion d’un groupe réductif connexe (d’après De Concini,
Procesi et Vinberg)

Considérons dans un premier temps un groupe réductif connexe G sur un corps séparablement clos ks,
dont le groupe dérivé Gder soit simplement connexe.

Soit (T,B) une paire de Borel de G.
Il lui est associé un ensemble ∆B = {α1, . . . , α`} ⊂ XT de racines simples. L’ensemble {−α1, . . . ,−α`}

des racines opposées définit un autre sous-groupe de Borel, Bop, appelé l’opposé de B. Les sous-groupes
paraboliques de G qui contiennent B sont appelés les sous-groupes paraboliques standard. Ils sont natu-
rellement indexés par les parties θ de ∆B et notés Pθ. Tout sous-groupe parabolique standard Pθ admet
un unique sous-groupe de Levi qui contienne T ; c’est Mθ = ZG(Tθ) où Tθ désigne le sous-tore de T défini
comme la composante neutre de

⋂
α∈θ

Ker (α : T → Gm). Le composé P op
θ = Mθ ·Bop est appelé le sous-groupe

parabolique opposé de Pθ. On note Nθ et Nop
θ les radicaux unipotents de Pθ et P op

θ . On a les décompositions
canoniques

Pθ = Nθ oMθ , P op
θ = Nop

θ oMθ .

Enfin, on sait que tout sous-groupe parabolique de G est conjugué à un unique sous-groupe parabolique
standard.

Choisissons une base ω′1, . . . , ω
′
`′ du réseau des caractères

χ : T → Gm

tels que
〈χ, ∨α〉 = 0 , ∀α ∈ ∆B = {α1, . . . , α`} .

Chaque ω′i′ : T → Gm, 1 ≤ i′ ≤ `′, se prolonge de manière unique en un caractère

ω′i′ : G→ Gm .

On appelle “poids dominant” tout caractère

χ : T → Gm

tel que
〈χ, ∨α〉 ≥ 0 , ∀α ∈ ∆B = {α1, . . . , α`} .

L’ensemble des poids dominants est stable par translation par les éléments du réseau Zω′1 + · · ·+ Zω′`′ . Son
quotient par ce réseau est un cône saturé et non dégénéré de XT /(Zω′1 + · · · + Zω′`′) qui est engendré par
les ` éléments ω̄1, . . . , ω̄` de la base duale de

∨
α1, . . . ,

∨
α`. Notons ω1, . . . , ω` une famille de caractères

T → Gm

qui relèvent ces ` éléments ω̄1, . . . , ω̄` du quotient XT /(Zω′1 + · · ·+ Zω′`′).
Ainsi, les poids dominants sont les caractères χ : T → Gm qui s’écrivent, de manière nécessairement

unique, sous la forme
χ =

∑
1≤i′≤`′

n′i′ · ω′i′ +
∑

1≤i≤`

ni · ωi

avec n′i′ ∈ Z, ∀ i′, et ni ∈ N, ∀ i.

Pour tout indice i, 1 ≤ i ≤ `, notons (ρωi , Vωi) la représentation irréductible de G de poids dominant ωi.

14



Et, pour tout indice i′, 1 ≤ i′ ≤ `′, notons par commodité Vω′
i′

un espace vectoriel de dimension 1 sur
lequel G agit par le caractère ω′i′ : G→ Gm.

Notons (T ×G)/ZG le quotient de T ×G par le centre ZG de G plongé par λ 7→ (λ−1, λ).
On dispose de l’immersion fermée

(T ×G)/ZG ↪→
∏

1≤i≤`

Aut (Vωi)×
∏

1≤i′≤`′
Aut (Vω′

i′
)×

∏
1≤i≤`

Gm ,

(λ, g) 7→
(
(ωi(λ) · ρωi(g))1≤i≤` , (ω′i′(λ g))1≤i′≤`′ , (α−1

i (λ))1≤i≤`
)
.

Or, pour tout indice i ∈ {1, . . . , `}, le facteur Aut (Vωi) s’identifie à un ouvert de End (Vωi) et le facteur Gm

image de α−1
i s’identifie à un ouvert d’une droite affine A1.

On a :

Théorème I.12. – Soit ΩG l’adhérence schématique de

(T ×G)/ZG

dans le produit ∏
1≤i≤`

(End (Vωi)− {0})×
∏

1≤i′≤`′
Aut (Vω′

i′
)×

∏
1≤i≤`

A1 .

Alors :
(i) L’action à droite de T ×G×G sur (T ×G)/ZG définie par

(λ0, g0) · (λ, g1, g2) = (λ0 λ, g
−1
1 g0 g2)

se prolonge en une action de T ×G×G sur ΩG tout entier.
(ii) Si l’on fait agir T sur

∏
1≤i≤`

A1 par les caractères α−1
i , 1 ≤ i ≤ `, et G × G par l’action triviale, la

projection
ΩG → AG =

∏
1≤i≤`

A1

est équivariante.
(iii) Ce morphisme équivariant de structure

ΩG → AG =
∏

1≤i≤`

A1

est lisse.
(iv) Si θ est une partie de ∆B = {α1, . . . , α`}, la fibre du morphisme de structure

ΩG → AG =
∏

1≤i≤`

A1

au-dessus du point base 1θ dont les coordonnées d’indices i, 1 ≤ i ≤ `, valent{
1 si αi ∈ θ ,
0 si αi /∈ θ ,

s’identifie à
Gθ = Mθ · (Nθ ×Nop

θ )\(G×G)

15



(où Mθ est plongé diagonalement dans G×G). �

Considérons maintenant un groupe réductif connexe G sur un corps k arbitraire, dont le groupe dérivé
Gder est simplement connexe.

Supposons que G est quasi-déployé sur k.
Par définition, G admet un épinglage (T,B, (uα)α∈∆G

) défini sur k. Le tore maximal T n’est pas
nécessairement déployé sur k mais il le devient sur une clôture séparable ks de k.

Le groupe de Galois Γk = Autk(ks) agit sur le réseau XT , en respectant l’ensemble fini ∆G = ∆B sur
lequel il agit donc par permutation.

L’action de Γk respecte le sous-réseau Zω′1+· · ·+Zω′`′ de XT et permute les éléments ω̄1, . . . , ω̄` de la base
deXT /(Zω′1+· · ·+Zω′`′) duale de

∨
α1, . . . ,

∨
α`. Dans la construction de la variété ΩGks de complétion du groupe

réductif Gks sur ks interviennent des éléments ω1, . . . , ω` de XT qui relèvent les éléments ω̄1, . . . , ω̄`. On voit
que Γk agit naturellement sur le produit

∏
1≤i≤`

End (Vωi)×
∏

1≤i′≤`′
End (Vω′

i′
) ainsi que sur AGks =

∏
1≤i≤`

A1,

de telle façon que l’immersion

(Tks ×Gks)/ZGks ↪→
∏

1≤i≤`

Aut (Vωi)×
∏

1≤i′≤`′
Aut (Vω′

i′
)×

∏
1≤i≤`

Gm

est respectée par l’action de Γk.
Le schéma ΩGks = ΩG sur ks se trouve muni d’une action de Γk qui prolonge celles sur Gks et Tks . On

peut donc le considérer comme un schéma sur k, de même que AGks = AG. Le morphisme de structure
ΩG → AG et l’action à droite de T ×G×G sur ΩG sont rationnelles sur k.

Soit Tk le plus grand sous-tore déployé contenu dans T . L’ensemble ∆Gk de ses racines simples s’identifie
au quotient de ∆G par l’action de Γk.

On note AGk le schéma
∏

α∈∆Gk

A1 muni de l’action de Tk définie par les caractères α−1 ∈ ∆Gk .

Le plongement Tk ↪→ T induit une immersion fermée équivariante AGk ↪→ AG.
On déduit du théorème précédent :

Corollaire I.13. – Soit G un groupe réductif connexe et quasi-déployé sur un corps k, dont le groupe dérivé
Gder est simplement connexe.

Alors le schéma sur k défini comme le produit fibré

ΩGk = ΩG ×AG AGk

vérifie les propriétés suivantes :
(i) Il contient comme ouvert dense

(Tk ×G)/(Tk ∩ ZG) ,

et l’action à droite sur cet ouvert de Tk ×G×G définie par

(λ0, g0) · (λ, g1, g2) = (λ0 λ, g
−1
1 g0 g2)

se prolonge en une action de Tk ×G×G sur ΩGk tout entier.
(ii) Le morphisme de structure

ΩGk → AGk
est équivariant et lisse.
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(iii) Si θ est une partie de ∆Gk = ∆G/Γk, la fibre du morphisme de structure

ΩGk → AGk =
∏

α∈∆Gk

A1

au-dessus du point base 1θ dont les coordonnées d’indices les α ∈ ∆Gk valent{
1 si α ∈ θ ,
0 si α /∈ θ ,

s’identifie à
Gθ = Mθ · (Nθ ×Nop

θ )\(G×G) .

�

Puis considérons un groupe réductif connexe G sur un corps k arbitraire, dont le groupe dérivé Gder est
simplement connexe mais qui n’est pas nécessairement quasi-déployé.

On sait que G possède une unique forme intérieure G′ quasi-déployée sur k. On dispose donc du schéma
ΩG′ sur k muni d’une action à droite de TG′ × G′ × G′ et d’un morphisme de structure ΩG′ → AG′ =∏
α∈∆G′=∆G

A1.

Comme forme intérieure de G′, le groupe réductif G sur k est défini par une application continue

Γk → Int (G′ks)
γ 7→ cγ

telle que, pour tous éléments γ, γ′ ∈ Γk, on ait

cγγ′ = cγ ◦ γ(cγ′) .

Les automorphismes intérieurs cγ ∈ Int (G′ks) se prolongent de manière unique en des automorphismes
de ΩG′ks qui respectent le morphisme de structure ΩG′ks → AG′ks . Ils définissent une nouvelle structure k-
rationnelle sur ΩG′ks , que l’on note ΩG. La variété ΩG sur k est munie d’une action à droite de TG′ ×G×G
et d’un morphisme de structure équivariant et lisse

ΩG → AG = AG′

vers la variété torique AG = AG′ de tore TG′/ZG′ .

Soit un tore déployé maximal Tk du groupe réductif connexe G, et soit Pk un sous-groupe parabolique
de G défini sur k, minimal pour ces propriétés et qui contient Tk. On dispose de l’ensemble ∆Pk ⊂ XTk des
racines simples déterminé par le choix de Pk.

La variété torique AGk =
∏

α∈∆Pk

A1 de tore Tk/(Tk ∩ZG) est munie d’une immersion fermée équivariante

rationnelle sur k canonique
AGk ↪→ AG = AG′ .

Le produit fibré
ΩGk = ΩG ×AG AGk

est muni d’une action à droite du groupe Tk ×G×G et d’un morphisme de structure équivariant et lisse

ΩGk → AGk .
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Pour toute partie θ de ∆Pk , la fibre de ce morphisme au-dessus du point base 1θ dont les coordonnées
d’indices les α ∈ ∆Pk valent {

1 si α ∈ θ ,
0 si α /∈ θ ,

s’identifie à
Gθ = Mθ · (Nθ ×Nop

θ )\(G×G) .

Finalement on a :

Théorème I.14. – Soit G un groupe réductif connexe sur un corps k. Alors :
(i) On peut associer à G un schéma ΩG sur k muni de :

• un ouvert dense qui s’identifie à (TG′ ×G)/(TG′ ∩ ZG) où G′ désigne l’unique forme intérieure quasi-
déployée de G et TG′ un tore maximal de G′,

• une action à droite de TG′ ×G×G qui prolonge l’action sur (TG′ ×G)/(TG′ ∩ ZG) définie par

(λ0, g0) · (λ, g1, g2) = (λ0 λ, g
−1
1 g0 g2) ,

• un morphisme de structure équivariant et lisse

ΩG → AG

vers la variété torique AG = AG′ =
∏

α∈∆G=∆G′

A1 sur laquelle le tore TG′ agit par les caractères α−1,

α ∈ ∆G = ∆G′ .

(ii) Si Tk est un sous-tore déployé maximal de G et Pk un sous-groupe parabolique de G défini sur k, minimal
et qui contient Tk, le produit fibré

ΩGk = ΩG ×AG AGk
avec la variété torique AGk =

∏
α∈∆Pk

A1 sur laquelle Tk agit par les caractères α−1, α ∈ ∆Pk , est munie de :

• un ouvert dense identifié à (Tk ×G)/(Tk ∩ ZG),

• une action à droite de Tk ×G×G,

• un morphisme de structure équivariant et lisse

ΩGk → AGk .

(iii) La fibre de ce morphisme de structure
ΩGk → AGk

au-dessus du point base 1θ associé à une partie θ de ∆Pk s’identifie à

Gθ = Mθ · (Nθ ×Nop
θ )\(G×G) .

Démonstration. Les constructions sont déjà faites si le groupe dérivé Gder de G est simplement connexe.
Sinon, il existe un groupe réductif connexe G̃ sur k (par exemple le produit du revêtement simplement

connexe de Gder et de la composante neutre du centre ZG de G) et un groupe fini Z ⊂ ZG̃ tel que

• le groupe dérivé G̃der de G̃ est simplement connexe,

• le groupe réductif G s’identifie au quotient G̃/Z de G̃ par le groupe fini central Z.

Il suffit alors de poser ΩG = ΩG̃/Z. �
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Chapitre II :

Transfert automorphe de Langlands
et notion de “noyaux du transfert”

1 Choix d’un corps global de base et notations associées

À partir de maintenant, on se placera toujours sur le corps des fonctions F d’une courbe XF projective,
lisse et géométriquement connexe sur un corps fini Fq à q éléments.

On note |F | l’ensemble infini dénombrable des places de F , identifiées aux points fermés de la courbe
XF .

Pour toute place x ∈ |F |, on note :

• deg(x) la dimension sur Fq du corps de définition κ(x) de x considérée comme un point fermé de la
courbe XF ,

• qx = qdeg(x) le cardinal du corps fini κ(x),

• vx : F× → Z la valuation définie comme l’ordre d’annulation en le point fermé x de XF des fonctions
rationnelles non nulles, et | • |x = q

−vx(•)
x : F → qZ

x ∪ {0} la norme ultra-métrique associée,

• Fx le corps local complété de F pour la norme | • |x,

• Ox = {ax ∈ Fx | vx(ax) ≥ 0} l’anneau des entiers de Fx, et mx = {ax ∈ Fx | vx(ax) ≥ 1} son idéal
maximal, avec donc Ox/mx = κ(x).

On rappelle que l’expression “pour presque toute place x” signifie “pour toutes les places x ∈ |F | sauf
un nombre fini”.

On dispose de l’anneau topologique des adèles de F

A = AF =
{

(ax)x∈|F | ∈
∏
x∈|F |

Fx

∣∣∣ ax ∈ Ox pour presque toute place x
}

et de son sous-anneau ouvert compact des entiers adéliques

OA = OAF =
∏
x∈|F |

Ox .

Le choix d’une clôture séparable Fs de F permet de définir le groupe de Galois de F comme ΓF =
AutF (Fs).

De même, pour toute place x ∈ |F |, le choix d’une clôture séparable Fx,s de Fx permet de définir le
groupe de Galois de Fx comme ΓFx = AutFx(Fx,s).
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Le choix d’une immersion
Fs ↪→ Fx,s

induit un homomorphisme injectif
ΓFx ↪→ ΓF .

On appelle groupe de Galois non ramifié de Fx le groupe Γnr
Fx

= AutFx(F nr
x,s) des automorphismes de la

plus grande extension non ramifiée F nr
x,s de Fx contenue dans Fx,s. L’inclusion

F nr
x,s ↪→ Fx,s

induit un homomorphisme surjectif canonique

ΓFx → Γnr
Fx .

Le quotient de l’anneau des entiers algébriques Ox,s de F nr
x,s par son idéal maximal est une clôture algébrique

κ(x) du corps fini κ(x). Définissant le groupe de Galois de κ(x) comme Γκ(x) = Autκ(x)(κ(x)), l’homomor-
phisme de réduction

Ox,s → κ(x)

induit un isomorphisme canonique
Γκ(x)

∼−→ Γnr
Fx .

Le groupe de Galois Γκ(x) de κ(x) admet pour générateur topologique l’élément de Frobenius σx défini
comme l’automorphisme

σx : κ(x) ∼−→ κ(x) ,
a 7→ aqx .

Plus précisément, l’homomorphisme
Z → Γκ(x)

n 7→ σnx

induit un isomorphisme de groupes topologiques

Ẑ = lim←−
n≥1

Z/nZ ∼−→ Γκ(x) .

Via l’isomorphisme Γκ(x)
∼−→ Γnr

Fx
, l’élément de Frobenius σx peut aussi être vu comme un générateur

topologique de Γnr
Fx

.

Notons F nr
s [resp. F nr,S

s si S ⊂ |F | est un ensemble fini de places] la plus grande extension de F contenue
dans Fs qui soit partout non ramifiée [resp. non ramifiée en dehors des places de S].

Le groupe Γnr
F [resp. Γnr,S

F ] des automorphismes de F nr
s [resp. F nr,S

s ] est un quotient du groupe de Galois
ΓF . On l’appelle le groupe de Galois non ramifié [resp. non ramifié en dehors de S] de F .

Pour toute place x ∈ |F | [resp. x ∈ |F | − S], le plongement choisi

Fs ↪→ Fx,s

induit un plongement
F nr
s ↪→ F nr

x,s [resp. F nr,S
s ↪→ F nr

x,s]

puis un homomorphisme injectif
Γnr
Fx ↪→ Γnr

F [resp. Γnr
Fx ↪→ F nr,S

F ]

qui permet de considérer σx comme un élément de Γnr
F [resp. Γnr,S

F ].

Enfin, si E est une extension finie galoisienne de F contenue dans Fs et S ⊂ |F | un ensemble fini de
places en dehors duquel E est non ramifiée, le groupe de Galois ΓE/F = AutF (E) s’identifie à un quotient
de ΓF et même de Γnr,S

F . Pour toute place x ∈ |F | − S, σx induit un élément du groupe fini ΓE/F que l’on
note toujours σx.
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2 Le groupe dual de Langlands

Considérons un groupe réductif connexe G sur notre corps de fonctions F .
Un quadruplet (X,Φ, X∨,Φ∨) est une donnée radicielle (réduite) au sens de la définition I.2 si et seulement

si (X∨,Φ∨, X,Φ) est une donnée radicielle (réduite). De plus, (∆,∆∨) est une base de racines et coracines
simples de (X,Φ, X∨,Φ∨) si et seulement si (∆∨,∆) est une base de (X∨,Φ∨, X,Φ).

Cette remarque, combinée avec le théorème I.3 et la proposition I.5, permet de poser la définition suivante :

Définition II.1. (Langlands) – Le dual Ĝ d’un groupe réductif connexe G sur F est le groupe réductif
connexe sur C, muni d’un épinglage, qui est associé à la donnée radicielle (X∨G,Φ

∨
G, XG,ΦG) munie de la

base (∆∨G,∆G).
Il est unique à unique isomorphisme près préservant les épinglages.
Il est canoniquement muni d’une action du groupe de Galois ΓF de F qui se factorise à travers le groupe

de Galois ΓE/F d’une extension finie galoisienne E de F . �

Rappelons les exemples de passage au groupe dual de Langlands à partir des groupes classiques déployés :

G = GLr =⇒ Ĝ = GLr(C)
G = PGLr =⇒ Ĝ = SLr(C)
G = SLr =⇒ Ĝ = PGLr(C)
G = SO2r =⇒ Ĝ = SO2r(C)
G = SO2r+1 =⇒ Ĝ = Sp2r(C)
G = Sp2r =⇒ Ĝ = SO2r+1

Si E est une extension finie séparable de F et H un groupe algébrique sur E, on appelle “groupe déduit
de H par restriction des scalaires à la Weil de E à F” et on note

G = ResE/F H

le groupe algébrique sur F qui représente le foncteur sur la catégorie des F -algèbres

A 7→ G(A) = H(A⊗F E) .

On a en particulier
G(F ) = H(E) , G(AF ) = H(AE) .

Si H est un groupe réductif connexe sur E, G = ResE/F H est un groupe réductif connexe sur F . Leurs
groupes duaux de Langlands sont reliés par l’identification

Ĝ =
∏

ι:E↪→Fs

Ĥι

où ι décrit l’ensemble des plongements de E dans la clôture séparable Fs de F et, pour tout tel plongement
ι, Hι désigne le groupe réductif connexe H vu comme groupe algébrique sur Fs via le plongement ι.

La définition du groupe dual Ĝ de G se complète de la manière suivante :

Définition II.2. (Langlands) – Pour tout groupe réductif connexe G sur F , on appelle “L-groupe” de G
le produit semi-direct

LG = Ĝo ΓF .

�
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Il existe des extensions finies galoisiennes E de F telles que l’action de ΓF sur Ĝ se factorise à travers le
groupe fini ΓE/F . Il arrivera que l’on préfère définir le L-groupe de G comme le produit semi-direct

LG = Ĝo ΓE/F

pour le choix d’une telle extension E.

Définition II.3. – Un groupe réductif connexe G sur F est dit “non ramifié” [resp. “non ramifié” en
dehors d’un sous-ensemble fini S de |F |] si, pour toute place x ∈ |F | [resp. x ∈ |F | − S], le groupe GFx est
quasi-déployé sur Fx et devient déployé sur une extension finie non ramifiée de Fx. �

On montre que tout groupe réductif connexe G sur F est non ramifié en dehors d’un ensemble fini S de
places de F .

Si G est non ramifié [resp. non ramifié en dehors de S], l’action de ΓF sur Ĝ se factorise à travers le
quotient Γnr

F [resp. Γnr,S
F ]. On peut alors préférer définir le L-groupe de G comme le produit semi-direct

LG = Ĝo Γnr
F

[resp. LG = Ĝo Γnr,S
F ]

ou même
LG = Ĝo ΓE/F

pour le choix d’une extension finie galoisienne E de F contenue dans F nr
s [resp. F nr,S

s ] et telle que l’action
de ΓF sur Ĝ se factorise à travers ΓE/F .

3 Algèbres de Hecke sphériques et isomorphismes de Satake

On considère toujours un groupe réductif connexe G sur le corps de fonctions F .
Pour toute place x ∈ |F |, le groupe topologique G(Fx) est localement compact et totalement discontinu :

son élément unité possède un système fondamental de voisinages constitués de sous-groupes ouverts compacts.
Il possède des mesures de Haar invariantes à la fois à droite et à gauche ; elles sont toutes proportionnelles.
On en choisit une, notée dgx.

On note HGx = C∞c (G(Fx)), et on appelle “algèbre de Hecke locale de G en x”, l’algèbre de convolution
des fonctions localement constantes à support compact sur G(Fx).

Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(Fx), on note HGx,K la sous-algèbre de HGx composée des
fonctions invariantes à droite et à gauche par K. Ainsi, l’algèbre de Hecke HGx est la réunion filtrante de ses
sous-algèbres HGx,K . Elle ne possède pas d’élément unité mais chaque sous-algèbre HGx,K admet pour unité
le quotient

1
vol(K)

· 1IK

de la fonction caractéristique 1IK de K par le volume de K pour la mesure dgx.
Une représentation de G(Fx) [resp. HGx ] est dite lisse lorsque chacun de ses vecteurs est fixé par un

sous-groupe ouvert compact [resp. par un élément de HGx ]. Toute représentation lisse de G(Fx) peut être vue
comme une représentation lisse de HGx , et réciproquement.

Une représentation lisse (πx, Vπx) de G(Fx) ou HGx est dite admissible si, pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G(Fx), le sous-espace V Kπx de ses vecteurs fixés par K – ou, ce qui revient au même, par l’unité

1
vol(K) · 1IK de HGx,K – est de dimension finie. Ce sous-espace V Kπx est naturellement muni d’une action de
l’algèbre HGx,K .
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Si (πx, Vπx) est une représentation lisse admissible irréductible de G(Fx) et si K est un sous-groupe ou-
vert compact de G(Fx) tel que V Kπx 6= 0, alors V Kπx muni de l’action naturelle de HGx,K est une représentation
irréductible. Réciproquement, si V K est une représentation de dimension finie et irréductible de l’algèbre
HGx,K , il existe une représentation lisse admissible irréductible (πx, Vπx) de G(Fx), unique à unique isomor-
phisme près, telle que V Kπx

∼= V K .

Supposons maintenant que, en la place x, le groupe réductif connexe GFx est non ramifié sur Fx. Cela
signifie que GFx possède un épinglage (Tx, Bx, (uα)α∈∆G

) défini sur Fx et que l’action du groupe de Galois
local ΓFx sur (XG,ΦG, X∨G,Φ

∨
G) se factorise à travers son quotient le groupe de Galois local non ramifié

Γnr
Fx
∼= Ẑ.

Notons T dx le plus grand sous-tore déployé de Tx.
Notons Λx le réseau des caractères de T dx ; il s’identifie au réseau quotient de XG = XTx par l’action de

Γnr
Fx

ou, ce qui revient au même, de l’élément de Frobenius σx.

Notons Λ∨x le réseau des cocaractères de T dx , qui est aussi le réseau dual de Λx ; c’est le sous-réseau de
X∨G = X∨Tx constitué des cocaractères fixés par l’action de σx.

On note encore ΦxG et Φx∨G les sous-ensembles finis de Λx et Λ∨x , constitués des racines et coracines Fx-
rationnelles, tels qu’ils sont définis dans le paragraphe I.3. Comme GFx est non ramifié sur Fx, l’ensemble
ΦxG s’identifie au quotient de ΦG par l’action de σx.

D’après le lemme I.9, le quadruplet (Λx,ΦxG,Λ
∨
x ,Φ

x∨
G ) est une donnée radicielle (pas nécessairement

réduite) au sens de la définition I.2. Son groupe de Weyl Sx
G s’identifie au quotient NG(T dx )/Tx du normali-

sateur de T dx dans G par son centralisateur ZG(T dx ) = Tx.

Lemme II.4. – Le groupe réductif connexe non ramifié GFx sur Fx, muni de son épinglage (Tx, Bx, (uα)α∈∆G
),

se prolonge canoniquement en un schéma en groupes lisse GOx sur l’anneau Ox des entiers de Fx, dont
la fibre sur le corps résiduel κ(x) est un groupe réductif connexe et quasi-déployé de donnée radicielle
(XG,ΦG, X∨G,Φ

∨
G).

Démonstration. Par hypothèse, le groupe réductif GFx sur Fx est non ramifié. Il existe donc une extension
finie non ramifiée F ′x de Fx telle que le groupe GF ′x soit déployé sur F ′x. Avec son épinglage déduit de
(Tx, Bx, (uα)α∈∆G

) par changement de base, GF ′x s’identifie au groupe G′F ′x déduit du groupe réductif connexe
déployé G′ sur le corps fini de base Fq dont la donnée radicielle est (XG,ΦG, X∨G,Φ

∨
G). Avec son épinglage,

GF ′x
∼= G′F ′x se prolonge donc en un schéma en groupes lisse “constant” GO′x sur l’anneau O′x des entiers de

F ′x.
Or Spec (O′x) est un revêtement fini étale galoisien de Spec (Ox) dont le groupe de Galois est engendré

par l’élément de Frobenius σx. Grâce à l’épinglage, l’action de σx sur (XG,ΦG, X∨G,Φ
∨
G) se relève en une

action de σx sur le schéma en groupes GO′x sur Spec (O′x).
Cette action de σx constitue une “donnée de descente” sur GO′x et permet de définir un schéma en groupes

lisse GOx sur Spec (Ox), muni d’un épinglage, et dont GO′x se déduit par changement de base. Ce schéma en
groupes GOx sur Spec (Ox) répond à la question posée. �

Pour simplifier, le schéma en groupes lisse GOx sur Spec (Ox) et son épinglage seront encore notés GFx
et (Tx, Bx, (uα)α∈∆G

).
On dispose maintenant du sous-groupe

Kx = GFx(Ox) de G(Fx)

ainsi que de
Tx(Ox) ⊂ Tx(Fx) ,
Bx(Ox) ⊂ Bx(Fx) ,
NBx(Ox) ⊂ NBx(Fx) (où NBx désigne le radical unipotent de Bx) .
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Lemme II.5. – En une place x ∈ |F | où le groupe GFx est non ramifié sur Fx, le sous-groupe Kx = GFx(Ox)
de G(Fx) vérifie les propriétés suivantes :

(i) C’est un sous-groupe compact ouvert maximal de G(Fx).

(ii) (Décomposition d’Iwasawa) Tout élément gx ∈ G(Fx) s’écrit sous la forme

gx = bx kx avec bx ∈ Bx(Fx) , kx ∈ Kx ,

ou, ce qui revient au même,

gx = µx nx kx avec µx ∈ Tx(Fx), nx ∈ NBx(Fx), kx ∈ Kx .

De plus, on a
Kx ∩Bx(Fx) = Bx(Ox) = Tx(Ox) ·NBx(Ox) .

(iii) L’intersection Kx ∩ Tx(Fx) = Tx(Ox) est le plus grand sous-groupe ouvert compact de Tx(Fx). C’est
aussi l’intersection de tous les homomorphismes

Tx(Fx)
χ−→ F×x

vx−→ Z

définis en composant les caractères χ : Tx → Gm rationnels sur Fx et la valuation vx : F×x → Z.

(iv) Le sous-groupe Kx ⊂ G(Fx) contient des représentants de tous les éléments du groupe de Weyl Fx-
rationnel Sx

G = NG(T dx )/Tx.

�

Si le groupe GFx est non ramifié sur Fx, on choisit pour mesure de Haar dgx sur G(Fx) celle qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal Kx. De même, on munit Tx(Fx) de la mesure de Haar
dµx qui attribue le volume 1 au plus grand sous-groupe ouvert compact Tx(Ox), et NBx(Fx) de la mesure
de Haar dnx qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact NBx(Ox).

Lemme II.6. – Avec les choix de mesures de Haar opérés ci-dessus, on dispose, pour toute fonction ϕ
localement constante à support compact sur G(Fx), de la formule d’intégration∫

G(Fx)

dgx · ϕ(gx) =
∫
Tx(Fx)

dµx ·
∫
NBx (Fx)

dnx ·
∫
Kx

dkx · ϕ(µx nx kx) .

�

Notons Λ′x le réseau des caractères
Tx

χ−→ Gm

qui sont rationnels sur Fx, et Λ′∨x le réseau dual de Λ′x. Ainsi, Λ′x est naturellement plongé dans Λx = XTdx
comme sous-réseau d’indice fini, et le dual Λ∨x = X∨Tdx

de Λx est naturellement plongé dans Λ′∨x comme
sous-réseau d’indice fini.

Lemme II.7. – Supposons toujours que, en la place x ∈ |F |, le groupe réductif connexe GFx soit non ramifié
sur Fx. Alors :
(i) Il existe un unique homomorphisme

ordx : Tx(Fx)→ Λ′∨x

tel que, pour tout caractère χ : Tx → Gm rationnel sur Fx et pour tout élément µx ∈ Tx(Fx), on ait

〈ordx (µx), χ〉 = vx (χ(µx)) .
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(ii) L’image de l’homomorphisme ordx est le sous-réseau d’indice fini Λ∨x de Λ′∨x .
(iii) On a une suite exacte canonique :

1 −−−−→ Tx(Ox) −−−−→ Tx(Fx) ordx−−−−→ Λ∨x −−−−→ 0

�

Le normalisateur NG(T dx ) de T dx dans GFx normalise aussi son centralisateur Tx. Le quotient fini NG(T dx )/
Tx = Sx

G agit par conjugaison sur Tx ainsi que sur T dx , Λx, Λ′x, Λ∨x et Λ′∨x . La suite exacte du lemme II.7(iii)
ci-dessus est respectée par l’action de Sx

G.
On notera C [Λ∨x ] l’algèbre de groupe du réseau Λ∨x . Elle s’identifie à l’algèbre de convolution des fonctions

à support compact sur Tx(Fx) qui sont invariantes par Tx(Ox). Elle est munie d’une action de Sx
G.

On note HGx,∅ = HGx,Kx , et on appelle “algèbre de Hecke sphérique (locale) de G en la place x”, la sous-
algèbre deHGx constituée des fonctions à support compact invariantes à droite et à gauche par Kx = GFx(Ox).
Son élément unité est la fonction caractéristique 1IKx = 1Ix de Kx.

Afin de définir l’isomorphisme de Satake, on a encore besoin d’introduire le caractère modulaire

ρBx : Bx(Fx)→ qZ
x .

Il est caractérisé par la propriété que, pour toute fonction ϕ localement constante à support compact sur
NBx(Fx) et tout élément bx ∈ Bx(Fx), on a∫

NBx (Fx)

dnx · ϕ(b−1
x nx bx) = ρBx(bx) ·

∫
NBx (Fx)

dnx · ϕ(nx) .

Son noyau contient le radical unipotent NBx(Fx).

Théorème II.8. (Satake) – Si le groupe réductif connexe GFx est non ramifié sur Fx, l’application linéaire

hx 7→ SGx (hx) =

(
Tx(Fx) 3 µx 7→ ρ

1/2
Bx

(µx) ·
∫
NBx (Fx)

dnx · hx(µx nx)

)

définit un isomorphisme
SGx : HGx,∅ → C [Λ∨x ]S

x
G

de l’algèbre de Hecke sphérique locale HGx,∅ vers la sous-algèbre C [Λ∨x ]S
x
G de C [Λ∨x ] constituée des éléments

invariants par l’action du groupe fini Sx
G.

Remarque. On note en particulier que l’algèbre de Hecke sphérique HGx,∅ est commutative. Ses représenta-
tions irréductibles sont de dimension 1 ; ce sont des caractères. �

Posons encore :

Définition II.9. – Si le groupe réductif GFx est non ramifié sur Fx, une représentation lisse admissible
(πx, Vπx) de G(Fx) ou HGx est dite “non ramifiée” si

dimV Kxπx = 1 .

Dans ce cas, l’algèbre de Hecke sphérique HGx,∅ ∼= C [Λ∨x ]S
x
G agit sur l’espace V Kxπx par un caractère que l’on

notera
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λ(πx) : C [Λ∨x ]S
x
G → C .

�

Si la représentation (πx, Vπx) est à la fois non ramifiée et irréductible, elle est entièrement déterminée par
la connaissance du caractère associé λ(πx) de C [Λ∨x ]S

x
G .

Réciproquement, pour tout caractère

λ : C [Λ∨x ]S
x
G → C ,

il existe une représentation lisse admissible (πx, Vπx) de HGx , non ramifiée et irréductible, unique à isomor-
phisme près, telle que

λ(πx) = λ .

Précisons d’autre part la forme des caractères

C [Λ∨x ]S
x
G → C .

Rappelons pour cela que l’algèbre C [Λ∨x ] s’identifie à l’algèbre de convolution HTxx,∅ des fonctions à support
compact sur Tx(Fx) invariantes par Tx(Ox).

Si
λ : Tx(Fx) ordx−−−−→ Λ∨x −−−−→ C×

est un caractère non ramifié de Tx(Fx), l’homomorphisme

HTxx,∅ → C

ϕ 7→
∫
Tx(Fx)

dµx · λ(µx) · ϕ(µx)

définit un caractère de l’algèbre HTxx,∅
∼−→ C [Λ∨x ] et aussi, par restriction, de la sous-algèbre C [Λ∨x ]S

x
G .

De plus, tout caractère de C [Λ∨x ]S
x
G s’obtient de cette façon, et deux caractères non ramifiés du tore

Tx(Fx) induisent le même caractère de l’algèbre C [Λ∨x ]S
x
G si et seulement s’ils sont images l’un de l’autre

par un élément du groupe de Weyl Fx-rationnel Sx
G.

En résumé :

Corollaire II.10. – Supposons toujours que le groupe réductif GFx est non ramifié sur Fx.
Alors, se donner une représentation lisse admissible, non ramifiée et irréductible (πx, Vπx) de HGx ou

G(Fx) équivaut à se donner un caractère de l’algèbre commutative C [Λ∨x ]S
x
G ou, ce qui revient au même, un

caractère non ramifié du tore Tx(Fx), modulo l’action du groupe de Weyl Fx-rationnel Sx
G. �

Pour toute telle représentation (πx, Vπx), la notation λ(πx) pourra désigner le caractère

C [Λ∨x ]S
x
G → C

ou bien un caractère non ramifié
Tx(Fx)/Tx(Ox)→ C

(bien déterminé à action près de Sx
G) qui lui correspondent.
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4 Reformulation de l’isomorphisme de Satake en les termes du
groupe dual de Langlands

On considère toujours un groupe réductif connexe G sur le corps global F .
Son dual de Langlands, noté Ĝ, est un groupe réductif connexe sur C. Il est muni d’un épinglage qui

comprend un tore maximal T̂ et un sous-groupe de Borel B̂ contenant T̂ . Son groupe de Weyl s’identifie à
celui de G, noté SG.

Il existe un sous-ensemble fini S de |F | tel que, pour toute place x ∈ |F | − S, le groupe GFx est non
ramifié sur Fx. L’action sur Ĝ du groupe de Galois ΓF se factorise à travers son quotient Γnr,S

F et on peut
définir le L-groupe de G comme le produit semi-direct

LG = Ĝo Γnr,S
F .

En toute place x ∈ |F | −S, on a choisi une paire de Borel (Tx, Bx) du groupe réductif GFx quasi-déployé
sur Fx. On a noté T dx le plus grand sous-tore déployé de Tx, Λx le réseau des caractères de T dx et Λ∨x le
réseau dual de ses cocaractères. L’action sur Ĝ du groupe de Galois local ΓFx se factorise à travers son
quotient Γnr

Fx
∼= Γκ(x)

∼= Ẑ qui admet pour générateur topologique l’élément de Frobenius σx. On a encore
noté ΦxG = ΦG/σx l’ensemble des racines de T dx et Φx∨G l’ensemble de ses coracines. Le groupe de Weyl
Fx-rationnel associé Sx

G s’identifie au sous-groupe de SG constitué des éléments fixés par σx.

Définition II.11. – Pour toute place x ∈ |F | telle que le groupe réductif connexe G sur F devienne non
ramifié sur Fx, on appelle “groupe dual de Langlands local de G en x” le produit semi-direct

LGx = Ĝo Γnr
Fx .

On note Ĝx sa fibre au-dessus de l’élément de Frobenius σx, munie de l’action par conjugaison de Ĝ. �

On a le résultat suivant qui permet de réinterpréter en les termes du groupe dual de Langlands l’isomor-
phisme de Satake

SGx : HGx,∅
∼−→ C [Λ∨x ]S

x
G .

Proposition II.12. – En toute place x ∈ |F | où le groupe GFx est non ramifié sur Fx, il existe un isomor-
phisme canonique

C [Λ∨x ]S
x
G
∼−→ C [Ĝx]Ĝ

où :

• C [Ĝx] désigne l’algèbre des fonctions polynomiales sur Ĝx vu comme schéma affine sur C,

• C [Ĝx]Ĝ désigne sa sous-algèbre des fonctions polynomiales invariantes par conjugaison par les éléments
de Ĝ.

Remarque. Lorsque le groupe réductif GFx est déployé sur Fx, Γnr
Fx

agit trivialement sur Ĝ, LGx est le
simple produit direct Ĝ× Γnr

Fx
et C [Ĝx]Ĝ est l’algèbre des polynômes invariants sur Ĝ. Elle est isomorphe à

C [T̂ ]SG .

Démonstration. Par définition, Λ∨x est le réseau des cocaractères Gm → T dx ; il s’identifie au sous-réseau
de X∨Tx = X∨G constitué des cocaractères Gm → Tx fixés par l’élément de Frobenius σx.

Comme on a, par construction du groupe dual Ĝ,

X∨G = XT̂ ,

27



Λ∨x s’identifie encore au sous-réseau de XT̂ constitué des caractères T̂ → C× fixés par l’action de σx. C’est
aussi le réseau des caractères complexes du tore T̂ dx défini comme le conoyau de l’homomorphisme

T̂ → T̂ ,
λ 7→ σx(λ) · λ−1 .

On a donc un isomorphisme canonique

C [Λ∨x ] ∼−→ C [T̂ dx ] ∼−→ C [T̂x]T̂

où :

• C [T̂ dx ] désigne l’algèbre des fonctions polynomiales sur le tore complexe T̂ dx ,

• C [T̂x] désigne l’algèbre des fonctions polynomiales sur la fibre T̂x de LTx = T̂ o Γnr
Fx

au-dessus de
l’élément de Frobenius σx,

• C [T̂x]T̂ désigne sa sous-algèbre des fonctions polynomiales invariantes par conjugaison par les éléments
de T̂ , vu comme la fibre de LTx au-dessus de l’élément unité de Γnr

Fx
.

Soit NĜ(T̂ ) le normalisateur de T̂ dans Ĝ.

Soit Nx
Ĝ

(T̂ ) le sous-groupe de NĜ(T̂ ) défini comme l’image réciproque de Sx
G (identifié au sous-groupe

de SG constitué des éléments fixés par σx) dans la suite exacte

1→ T̂ → NĜ(T̂ )→ SG → 1 .

L’homomorphisme naturel de restriction

C [Ĝx]Ĝ → C [T̂x]N
x
Ĝ

(T̂ )

est un isomorphisme d’algèbres. En effet, il est injectif parce que le morphisme

Ĝ× T̂ → Ĝ
(g, λ) 7→ g−1 λσx(g)

a une image dense. Il est surjectif parce que les fibres de ce morphisme au-dessus d’un ouvert dense de Ĝ
sont isomorphes à Nx

Ĝ
(T̂ ).

Pour conclure, il suffit de composer les isomorphismes

C [Λ∨x ]S
x
G
∼−→ (C [T̂x]T̂ )Sx

G = C [T̂x]N
x
Ĝ

(T̂ ) ∼−→ C [Ĝx]Ĝ .

�

5 Représentations automorphes et transfert de Langlands vers un
groupe linéaire

On considère toujours un groupe réductif connexe G sur le corps global F .
Comme dans le paragraphe précédent, S désigne un sous-ensemble fini de |F | tel que, pour toute place

x ∈ |F | − S, le groupe GFx soit non ramifié sur Fx.
En toute place x ∈ |F |, on a muni G(Fx) d’une mesure de Haar dgx. Si x /∈ S, dgx est la mesure de Haar

qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal Kx = GFx(Ox).
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Le groupe adélique

G(A) =
{

(gx)x∈|F | ∈
∏
x∈|F |

G(Fx)
∣∣∣ gx ∈ Kx en presque toute place x ∈ |F | − S

}

est muni de la topologie produit, pour laquelle il est localement compact, et de la mesure de Haar produit
dg =

⊗
x∈|F |

dgx.

On note HG = C∞x (G(A)), et on appelle “algèbre de Hecke globale de G”, l’algèbre de convolution des
fonctions localement constantes à support compact sur G(A). Elle s’écrit naturellement comme le produit
tensoriel HG =

⊗
x∈|F |

HGx des algèbres de Hecke locales de G.

Une représentation de G(A) [resp. HG] est dite lisse quand chacun de ses vecteurs est fixé par un sous-
groupe ouvert compact [resp. par un élément de l’algèbre]. Une représentation lisse de G(A) peut être vue
comme une représentation lisse de HG, et réciproquement.

Une représentation lisse (π, Vπ) de G(A) ou HG est dite admissible si, pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G(A), le sous-espace V Kπ de ses vecteurs fixés par K est de dimension finie. Ce sous-espace
V Kπ est naturellement muni d’une action de la sous-algèbre HGK de HG constituée des fonctions invariantes
à droite et à gauche par K.

On appelle représentations lisses admissibles factorisables de HG celles de la forme

π ∼=
⊗
x∈|F |

πx

où les πx sont des représentations lisses admissibles des algèbres locales HGx , non ramifiées en presque toute
place x ∈ |F | − S.

Les représentations lisses admissibles irréductibles de HG sont les représentations lisses admissibles fac-
torisables dont tous les facteurs locaux πx sont des représentations lisses admissibles irréductibles.

Connâıtre une représentation lisse admissible irréductible π de HG revient à connâıtre tous ses facteurs
locaux πx, x ∈ |F |. Or, en toute place x ∈ |F | − S où πx est non ramifié, connâıtre πx revient à connâıtre
λ(πx) comme caractère

C [Λ∨x ]S
x
G → C

ou, ce qui revient au même, comme élément du quotient par Sx
G de l’ensemble des caractères complexes de

Λ∨x ∼= Tx(Fx)/Tx(Ox).

Lorsque G = GLr, Tx s’identifie en toute place x ∈ |F | au tore maximal Tr = Gr
m, Tx(Fx) s’iden-

tifie à (F×x )r, Tx(Fx)/Tx(Ox) s’identifie par la valuation vx à Zr et l’ensemble de ses caractères, c’est-à-
dire des caractères non ramifiés de Tx(Fx), s’identifie à (C×)r. En outre, Sx

G = SG s’identifie au groupe
symétrique Sr agissant sur (C×)r par permutation des coordonnées. Se donner une représentation lisse
admissible irréductible et non ramifiée πx de GLr(Fx) équivaut donc à se donner une famille λ(πx) =
(λ1(πx), . . . , λr(πx)) de r nombres complexes non nuls, à l’ordre près de ses composantes.

Revenons au cas général où G est un groupe réductif connexe sur F arbitraire.

Proposition II.13. – Quel que soit le groupe réductif connexe G sur le corps global F , le sous-groupe G(F )
du groupe topologique localement compact G(A) est discret. �

Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(A), l’espace CK(G(F )\G(A)) des fonctions

G(A)→ C
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invariantes à gauche par le sous-groupe discret G(F ) et invariantes à droite par K est muni d’une action de
l’algèbre HGK par convolution à droite.

Alors la réunion filtrante C∞(G(F )\G(A)) de ces espaces CK(G(F )\G(A)) est une représentation lisse de
HG ou G(A). Les éléments de C∞(G(F )\G(A)), c’est-à-dire les fonctions

G(F )\G(A)→ C

invariantes à droite par un sous-groupe ouvert compact de G(A), sont appelées les “formes automorphes de
G”.

Définition II.14. – Une représentation lisse admissible irréductible π de G(A) est dite “automorphe” s’il
est possible de la réaliser dans l’espace des formes automorphes de G, c’est-à-dire si l’espace

HomHG(π, C∞(G(F )\G(A)))

est non nul. �

Lorsque G = GLr, on dispose du théorème suivant de Piatetski-Shapiro :

Théorème II.15. –
(i) (Multiplicité 1) Si π est une représentation automorphe de GLr(A), l’espace des homomorphismes

π → C∞(GLr(F )\GLr(A))

équivariants relativement aux actions de Hr = HGLr est de dimension 1.
(ii) (Rigidité) Soient π et π′ deux représentations automorphes de GLr(A) telles que, en presque toute place
x ∈ |F | où πx et π′x sont non ramifiés, on ait

λ(πx) = λ(π′x) .

Alors π et π′ sont isomorphes. �

Considérons maintenant un homomorphisme continu de groupes

ρ : LG = Ĝo Γnr,S
F → GLr(C) .

En notant LGLr = GLr(C)× Γnr,S
F , on peut tout aussi bien voir ρ comme un homomorphisme qui s’inscrit

dans un triangle commutatif :
LG //

!!CC
CC

CC
CC

LGLr

{{xxxxxxxx

Γnr,S
F

Un tel homomorphisme ρ : LG→ GLr(C) est appelé “homomorphisme de transfert”. Comme il est continu,
son noyau contient un sous-groupe ouvert d’indice fini de Γnr,S

F . Autrement dit, il existe une extension finie
galoisienne E de F , non ramifiée en dehors de S et contenue dans F nr,S

s , telle que ρ se factorise en

Ĝo ΓE/F → GLr(C) .

En toute place x ∈ |F | − S, ρ induit un homomorphisme de groupes

ρx : LGx = Ĝo Γnr
Fx → GLr(C)
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et donc un homomorphisme d’algèbres

ρ∗x : C [GLr(C)]GLr(C) → C [Ĝx]Ĝ .

Définition II.16. – Étant donnés un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo Γnr,S
F → GLr(C)

et un place sans ramification x ∈ |F | − S, on note encore

ρ∗x : Hrx,∅ → H
G
x,∅

l’homomorphisme de l’algèbre de Hecke sphérique locale Hrx,∅ = HGLr
x,φ de GLr(Fx) vers celle de G(Fx) qui

s’obtient en combinant
• l’homomorphisme d’algèbres

ρ∗x : C [GLr(C)]GLr(C) → C [Ĝx]Ĝ

induit par l’homomorphisme de groupes

ρx : Ĝo Γnr
Fx → GLr(C) ,

• les isomorphismes de Satake du théorème II.8,
• et les isomorphismes de la proposition II.12.

�

Par simple composition, l’homomorphisme d’algèbres ρ∗x : Hrx,∅ → H
G
x,∅ induit une application

(ρx)∗ : {caractères de HGx,∅} → {caractères de Hrx,∅} .

Le principe de fonctorialité de Langlands pour un tel homomorphisme de transfert

ρ : LG = Ĝo Γnr,S
F → GLr(C)

s’exprime de la manière suivante :

Conjecture II.17. – Soit ρ : LG = Ĝo Γnr,S
F → GLr(C) un homomorphisme de transfert.

Alors, pour toute représentation automorphe π de G(A), il existe une représentation automorphe π′ de
GLr(A) telle que, en toute place x ∈ |F | − S où π est non ramifiée, π′ est également non ramifiée et

λ(π′x) = (ρx)∗(λ(πx)) .

Remarque. D’après le théorème II.15(ii) de rigidité de Piatetski-Shapiro, π′ est unique à isomorphisme
près, si elle existe. Et d’après le théorème II.15(i) de multiplicité 1, π′ se réalise de manière unique comme
une sous-représentation de C∞(GLr(F )\GLr(A)). On note ρ∗(π) cette sous-représentation de l’espace des
formes automorphes de GLr ; on l’appelle le transfert de π par ρ. �

Comme F est un corps de fonctions, la conjecture est connue dès que G est un groupe linéaire de la forme

G =
∏
ι

ResEι/F GLrι

où ι décrit un ensemble fini d’indices, les rι sont des rangs ≥ 1 et les Eι sont des extensions finies de F non
ramifiées en dehors de S.
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6 Une notion de “noyaux du transfert”

On considère toujours un groupe réductif connexe G sur F et un sous-ensemble fini S de |F | tel que, en
toute place x ∈ |F | − S, le groupe GFx est non ramifié sur le corps local Fx.

En toute place x ∈ |F |, G(Fx) est muni d’une mesure de Haar dgx qui définit le produit de convolution
de l’algèbre de Hecke locale HGx . Si x /∈ S, dgx est la mesure de Haar qui attribue le volume 1 au sous-groupe
ouvert compact maximal Kx = GFx(Ox) et HGx contient la sous-algèbre de Hecke sphérique HGx,∅ constituée
des fonctions invariantes à droite et à gauche par Kx.

On considère encore un homomorphisme de transfert

ρ : LG = Ĝo Γnr,S
F → GLr(C) .

Il existe une extension finie galoisienne E de F , contenue dans F nr,S
s donc non ramifiée en toute place

x ∈ |F | − S, telle que l’homomorphisme ρ se factorise en

Ĝo ΓE/F → GLr(C) .

Dans la définition II.16, nous avons défini en chaque place sans ramification x ∈ |F | − S un homomor-
phisme d’algèbres induit par ρ

ρ∗x : Hrx,∅ → H
G
x,∅ .

Nous proposons la définition suivante :

Définition II.18. – Soit G un groupe réductif connexe sur F , non ramifié en dehors d’une partie finie S de
|F |, et

ρ : LG = Ĝo Γnr,S
F → GLr(C)

un homomorphisme de transfert.
Si K =

∏
x∈|F |

Kx est un sous-groupe ouvert compact de G(A) tel que Kx = GFx(Ox), ∀x ∈ |F | − S, on

appelle “K-noyau du transfert par ρ” toute fonction

KG,ρ : G(A)×G(A)×GLr(A)→ C

qui vérifie les propriétés suivantes :
(0) En les deux premières variables, KG,ρ est invariante à droite par K et, en la troisième variable, elle est
invariante à droite par un sous-groupe ouvert compact K ′ =

∏
x∈|F |

K ′x de GLr(A) tel que K ′x = Kr
x = GLr(Ox),

∀x ∈ |F | − S.
(1) En toute place x ∈ |F | − S, on a

KG,ρ ∗3 ϕ′x = KG,ρ ∗2 ρ∗x(ϕ′x) , ∀ϕ′x ∈ Hrx,∅ ,

KG,ρ ∗2 ϕx = KG,ρ ∗1 ϕ∨x , ∀ϕx ∈ HGx,∅ ,

où :

• les signes ∗1 et ∗2 désignent le produit de convolution sur G(Fx) par rapport aux deux premières
variables de KG,ρ(•, •, •),

• le signe ∗3 désigne le produit de convolution sur GLr(Fx) par rapport à la troisième variable de
KG,ρ(•, •, •),

• pour toute fonction ϕx sur G(Fx), la notation ϕ∨x désigne la fonction déduite de ϕx par le changement
de variable gx 7→ g−1

x .

32



(2) En les deux premières variables, la fonction KG,ρ est invariante à gauche par

G(F )×G(F ) .

(3) En la troisième variable, la fonction KG,ρ est invariante à gauche par

GLr(F ) .

Remarques.

• Les propriétés (0) et (1) sont locales tandis que les propriétés (2) et (3) sont globales.
• Dans nos tentatives pour construire des “K-noyaux du transfert par ρ”, la propriété (2) sera automa-

tiquement vérifiée par construction.
• En revanche, toute la difficulté du problème de transfert se trouvera concentrée dans la propriété

cruciale (3) qu’il s’agira d’essayer de démontrer.

�
Nous complétons la définition des “noyaux du transfert” de la manière suivante :

Définition II.19. – Dans la situation et avec les notations de la définition précédente, une famille {KG,ρ}
de “K-noyaux du transfert par ρ” est dite “complète” si elle vérifie la propriété suivante :
(4) Pour toute fonction à support compact

h : G(A)/K → C

telle que la fonction
G(A) → C

g 7→
∑

γ∈G(F )

h(γ g)

ne soit pas nulle, il existe un élément KG,ρ de la famille {KG,ρ} tel que la fonction intégrale

G(A)×GLr(A) → C

(g2, g
′) 7→

∫
G(A)

dg · h(g)KG,ρ(g, g2, g
′)

ne soit pas nulle. �

On a :

Proposition II.20. – Dans la situation des deux définitions précédentes, l’existence d’une famille “complète”
{KG,ρ} de “K-noyaux du tranfert par ρ : ĜoΓnr,S

F → GLr(C)” implique que toute représentation automorphe
(π, Vπ) de G(A) telle que V Kπ 6= 0 admet un transfert automorphe ρ∗(π), c’est-à-dire une représentation lisse
admissible irréductible π′ =

⊗
x∈|X|

π′x de GLr(A), réalisée comme sous-représentation de l’espace des fonctions

GLr(F )\GLr(A)→ C

et telle que
λπ′x = (ρx)∗ (λπx) , ∀x ∈ |F | − S .

Démonstration sous des hypothèses légèrement plus fortes. Supposons que la famille {KG,ρ} vérifie
les deux propriétés supplémentaires suivantes, dont la seconde renforce légèrement la propriété (4) de la
définition II.19 :
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• Pour tout élément KG,ρ de {KG,ρ} et tous éléments g2 ∈ G(A), g′ ∈ GLr(A), la fonction

G(F )\G(A) → C
g 7→ KG,ρ(g, g2, g

′)

a un support compact.

• Pour toute forme automorphe
h : G(F )\G(A)→ C

invariante à droite par K, il existe un élément KG,ρ de la famille {KG,ρ} tel que la fonction intégrale

(g2, g
′) 7→

∫
G(F )\G(A)

dg · h(g) ·KG,ρ(g, g2, g
′)

ne soit pas uniformément nulle.

Sous ces hypothèses, considérons une représentation automorphe (π, Vπ) de G(A) dont l’espace Vπ
contienne une forme automorphe non nulle

hπ : G(F )\G(A)→ C

invariante à droite par K.
En toute place x ∈ |F |−S, l’algèbre de Hecke sphérique HGx,∅ agit par convolution sur hπ par le caractère

λ(πx). Cela signifie
hπ ∗ ϕx = SGx (ϕx)(λ(πx)) · hπ , ∀ϕx ∈ HGx,∅ .

Choisissons un élément KG,ρ de la famille {KG,ρ} et un élément g2 ∈ G(A) tels que la fonction

h′π : GLr(F )\GLr(A) → C

g′ 7→
∫
G(F )\G(A)

dg · hπ(g) ·KG,ρ(g, g2, g
′)

ne soit pas nulle
D’après la propriété (0) de la définition II.18, cette fonction h′π est invariante à droite par un sous-groupe

K ′ =
∏

x∈|F |
K ′x de GLr(A) tel que, en toute place x ∈ |F | − S, K ′x = Kr

x = GLr(Ox).

D’après la propriété (1) et le choix de hπ, l’algèbre de Hecke sphérique Hrx,φ de GLr(Fx) en toute

place x ∈ |F | − S agit par convolution sur h′π par le caractère (ρx)∗ (λ(πx)) composé de Hrx,∅
ρ∗x−→ HGx,∅ et

λ(πx) : HGx,∅ → C. Cela signifie

h′π ∗ ϕ′x = Srx(ϕ′x)((ρx)∗ (λ(πx)) · h′π , ∀ϕ′x ∈ Hrx,∅ .

D’après le théorème II.15 de multiplicité 1 et de rigidité de Piatetski-Shapiro, la forme automorphe

h′π : GLr(F )\GLr(A)/K ′ → C

engendre une représentation de l’algèbre de Hecke Hr de GLr(A) qui est nécessairement irréductible. C’est
le transfert automorphe ρ∗(π) de π par ρ.

Dans le cas général, la démonstration de la proposition repose sur la classification de Langlands des
représentations automorphes de G(A) et sur son théorème de décomposition spectrale de l’espace des formes
automorphes. �
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Chapitre III :

Développement de Fourier sur GLr

et fonctions de Whittaker

1 Définition des coefficients de Fourier sur GLr

Choisissons un caractère continu non trivial

ψ : F\A→ C×

du quotient compact F\A du groupe adélique additif A par son sous-groupe discret F .
Pour toute place x ∈ |F |, notons

ψx : Fx → C×

le caractère continu non trivial de Fx qui se déduit de ψ par l’immersion Fx ↪→ A. Le conducteur de ψx est
l’unique entier Nψx ∈ Z tel que la restriction de ψx au sous-groupe additif {ax ∈ Fx | vx(ax) ≥ Nψx} soit
triviale et que sa restriction au sous-groupe {ax ∈ Fx | vx(ax) ≥ Nψx − 1} soit non triviale. On sait que le
caractère ψx est “régulier”, c’est-à-dire vérifie Nψx = 0, en presque toute place x ∈ |F |.

En toute place x ∈ |F |, on munit Fx de la mesure additive dax qui est “autoduale” relativement au
caractère ψx : c’est l’unique mesure invariante qui attribue au sous-groupe ouvert compact Ox de Fx le
volume qNψx/2x .

Puis on munit A de la mesure produit da =
⊗
x∈|F |

dax. On sait que, pour ce choix de mesure, le volume

du quotient compact F\A est égal à 1.

On note Nr le radical unipotent du sous-groupe de Borel Br de GLr constitué des matrices triangu-
laires supérieures. Le groupe algébrique Nr admet une filtration dont tous les sous-quotients successifs sont
isomorphes au groupe additif Ga.

En toute place x ∈ |F |, Nr(Fx) admet une filtration induite dont tous les sous-quotients successifs
s’identifient à Fx. Par conséquent, la mesure dax de Fx induit une mesure dux de Nr(Fx) : c’est l’unique

mesure invariante qui attribue au sous-groupe ouvert compact Nr(Ox) de Nr(Fx) le volume q
Nψx

2 ·
r(r−1)

2
x .

Puis on munit le groupe adélique Nr(A) de la mesure produit du =
⊗
x∈|F |

dux. Pour ce choix de mesure,

le volume du quotient compact Nr(F )\Nr(A) est égal à 1.

Le caractère ψ : F\A→ C× induit sur le radical unipotent Nr(A) le caractère

ψ(r) : Nr(A)→ C×
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u =


1 u1,2 . . . u1,r

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . ur−1,r

0 . . . 0 1

 7→ ψ(r)(u) = ψ

 ∑
1≤s<r

us,s+1

 .

Ce caractère ψ(r) est invariant par le sous-groupe discret Nr(F ).
Plus généralement, on introduit :

Définition III.1. – Si r = r1 + · · · + rk est une partition de l’entier r, désignée par le sous-ensemble
r = {r1, r1 + r2, . . . , r1 + · · ·+ rk−1, r1 + · · ·+ rk = r} de l’ensemble {1, 2, . . . , r}, on lui associe le caractère
invariant par le sous-groupe Nr(F ) des points rationnels

ψr : Nr(A)→ C×

u =


1 u1,2 . . . u1,r

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . ur−1,r

0 . . . 0 1

 7→ ψr(u) = ψ

 ∑
1≤s<r
s/∈r

us,s+1

 .

�

On note Zr = Gm le centre de GLr et Tr = Gr
m son tore maximal constitué des matrices diagonales.

Pour toute partition r = {r1, r1 + r2, . . . , r1 + · · · + rk = r} de l’entier r, on note Zr le sous-tore de
Tr = Gr

m défini par les équations

µs = µs+1 , ∀ s ∈ {1, 2, . . . , r} − r .

C’est aussi le centre du sous-groupe de Levi standard Mr = GLr1 ×GLr2 ×· · ·×GLrk de GLr qui est associé
à la partition r.

Si l’on fait agir Tr(A) sur l’ensemble des caractères continus

θ : Nr(A)→ C×

par conjugaison
(µ, θ) 7→ θµ = (Nr(A) 3 u 7→ θ(µuµ−1)) ,

on remarque que le fixateur du caractère ψ(r) est Zr(A) et que, plus généralement, le fixateur de chaque
caractère ψr est Zr(A).

Nous pouvons maintenant définir les ψ-coefficients de Fourier d’une fonction sur Nr(F )\GLr(A) :

Définition III.2. – Pour toute fonction

h : Nr(F )\GLr(A)→ C

invariante à droite par un sous-groupe ouvert K de Kr = GLr(OA), on appelle “ψ-coefficient de Fourier
régulier de h”, et on note W(r)h, la fonction

Nr(F )\GLr(A)/K → C

g 7→W(r) h (g) =
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψ(r)(u) · h(ug) .
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Plus généralement, si r est une partition de l’entier r, on appelle “ψr-coefficient de Fourier de h” (ou
“ψ-coefficient de Fourier de type r de h”), et on note Wr h, la fonction

Nr(F )\GLr(A)/K → C

g 7→Wr h (g) =
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψr(u) · h(ug) .

�

Les ψ-coefficients de Fourier d’une fonction

h : Nr(F )\GLr(A)→ C

satisfont les règles de transformation suivantes par le sous-groupe Nr(A)

Wr h(ug) = ψr(u)−1 ·Wr h(g) , ∀u ∈ Nr(A) , ∀ g ∈ GLr(A) .

Si h : GLr(A) → C est une fonction invariante à droite par un sous-groupe ouvert K et invariante à
gauche par le groupe Q(F ) des points F -rationnels d’un sous-groupe algébrique Q de GLr qui contient Nr,
on peut parler des ψ-coefficients de Fourier de h.

Le coefficient de Fourier régulier W(r) h est invariant à gauche par Nr(F ) · (Q ∩ Zr)(F ) et, plus généra-
lement, chaque Wr h est invariant à gauche par Nr(F ) · (Q ∩ Zr)(F ).

2 La formule d’inversion de Shalika revisitée

On notera

Q′r =



∗ . . . ∗ ∗
...

...
...

∗ . . . ∗ ∗
0 . . . 0 ∗




le sous-groupe parabolique standard de GLr associé à la partition r = (r − 1) + 1, et

Qr =



∗ . . . ∗ ∗
...

...
...

∗ . . . ∗ ∗
0 . . . 0 1




son sous-groupe “mirabolique” défini en imposant la valeur 1 au dernier coefficient diagonal.

Une fonction
h : Qr(F )\GLr(A)→ C ,

invariante à droite par un sous-groupe ouvert K de GLr(OA), est dite “cuspidale” si elle vérifie

Wr h = 0

pour toute partition non triviale r 6= (r) de l’entier r.
Rappelons l’énoncé du théorème d’inversion de Shalika :

Théorème III.3. – Pour tout sous-groupe ouvert K de GLr(OA), on a :
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(i) Toute fonction
h : Qr(F )\GLr(A)/K → C

qui est cuspidale se déduit de son coefficient de Fourier régulier W(r) h par la formule

h(g) =
∑

δ∈Nr(F )\Qr(F )

W(r) h (δg) .

(ii) Réciproquement, pour toute fonction

h(r) : Nr(F )\GLr(A)/K → C

qui satisfait la règle de transformation

h(r)(ug) = ψ(r)(u)−1 · h(r)(g) , ∀u ∈ Nr(A) , ∀ g ∈ GLr(A) ,

la somme
g 7→ h(g) =

∑
δ∈Nr(F )\Qr(F )

h(r) (δg)

est localement finie et définit une fonction

h : Qr(F )\GLr(A)/K → C

qui est cuspidale et dont le coefficient de Fourier régulier est

W(r) h = h(r) .

�

La formule de (i) s’applique en particulier aux formes automorphes GLr(F )\GLr(A) → C qui sont
cuspidales, mais elle ne s’applique pas aux séries d’Eisenstein.

Le but du présent paragraphe est de généraliser la formule de (i) – ainsi que sa réciproque (ii) – à toutes
les fonctions

h : Qr(F )\GLr(A)→ C

invariantes à droite par un sous-groupe ouvert.
Commençons par poser la définition suivante :

Définition III.4. – On considère une famille de fonctions

hr : Nr(F ) · (Qr ∩ Zr)(F )\GLr(A)→ C

indexées par les partitions r de l’entier r. On suppose qu’elles sont invariantes à droite par un sous-groupe
ouvert K de GLr(OA) et satisfont les règles de transformation

hr(ug) = ψr(u)−1 · hr(g) , ∀u ∈ Nr(A) , ∀ g ∈ GLr(A) .

Une telle famille sera dite “sommable sur Qr(F )” si, pour tout rang r′ = 1, 2, . . . , r − 1, elle satisfait la
condition suivante :

(∗)r′ Pour toute partition de l’intervalle [r′, r] notée comme une partie r′ de l’ensemble {r′+1, r′+2, . . . , r},
la somme localement finie

Psr′,r′(h•)(g) =

 ∑
δ∈Qr′ (F )\GLr′ (F )

Psr′−1,r′(h•)(δg)

+ Psr′−1,{r′}∪r′(h•)(g)
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(en notant Ps0,r′(h•)(g) = hr′(g), ∀ g, ∀ r′, si r′ − 1 = 0) est invariante à gauche par GLr′(F ) et donc par
Qr′+1(F ).

Remarques.
• Dans cet énoncé, tous les groupes linéaires GLr′ , 1 ≤ r′ < r, sont naturellement plongés dans GLr par

g′ 7→
(
g′ 0
0 Ir−r′

)
.

• Pour tout r′ ≥ 2, les sommes introduites dans l’énoncé de la condition (∗)r′ sont bien définies dès lors que
les conditions (∗)1, (∗)2, . . . , (∗)r′−1 sont déjà satisfaites. �

Lorsque r′ = r − 1 et, nécessairement, r′ = (r), on écrira simplement

Psr−1,(r)(h•) = Psr−1(h•) .

Si une famille h• comme ci-dessus est “sommable sur Qr(F )”, la fonction Psr−1(h•) est bien définie et
invariante à gauche par Qr(F ).

Le théorème III.3 de Shalika se généralise de la manière suivante :

Théorème III.5. – Soit K un sous-groupe ouvert de GLr(OA).
(i) Pour toute fonction

h : Qr(F )\GLr(A)/K → C ,

la famille W• h de ses ψ-coefficients de Fourier

Wr h : g 7→
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψr(u) · h(ug)

indexés par les partitions r de l’entier r, est “sommable sur Qr(F )” au sens de la définition précédente.
De plus, la fonction h s’exprime à partir de ses ψ-coefficients de Fourier par la formule

h = Psr−1(W• h) .

(ii) Réciproquement, considérons une famille h• de fonctions

hr : Nr(F ) · (Qr ∩ Zr)(F )\GLr(A)/K → C

telles que
hr(ug) = ψr(u)−1 · hr(g) , ∀ r , ∀u ∈ Nr(A) , ∀ g ∈ GLr(A) .

Supposons de plus que la famille h• est “sommable sur Qr(F )” au sens de la définition précédente.
Alors la somme

Psr−1(h•) = h

définit une fonction
h : Qr(F )\GLr(A)/K → C

telle que, pour toute partition r de l’entier r, on ait

Wr h = hr .

Remarque. La partie (i) du théorème signifie en particulier que toute fonction h : Qr(F )\GLr(F )/K → C
est entièrement déterminée par ses ψ-coefficients de Fourier Wr h.
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Démonstration.

(i) Si r = 1, il n’y a rien à démontrer.
Raisonnant par récurrence, supposons donc que r ≥ 2 et que l’assertion soit déjà connue en rang r − 1.
On note

Vr =





1 0 . . . 0 ∗

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 ∗

...
. . . 1 ∗

0 . . . . . . 0 1




le radical unipotent du sous-groupe parabolique Q′r. C’est un groupe additif isomorphe à Gr−1

a .
Les caractères périodiques du groupe adélique Vr(A) sont donnés par le lemme suivant :

Lemme III.6. – La correspondance
δ 7→ (v 7→ ψ(r)(δ v δ−1))

définit une bijection de Qr−1(F )\GLr−1(F ) sur l’ensemble des caractères non triviaux de Vr(F )\Vr(A).

Démonstration du lemme. Il résulte de ce que la correspondance

γ 7→ (a 7→ ψ(γa))

définit une bijection de F sur l’ensemble des caractères de F\A. �

Suite de la démonstration du théorème III.5. La fonction sur GLr(A)

g 7→ h(g)

est invariante à gauche par Qr(F ) et, a fortiori, par Vr(F ).
Munissant le groupe adélique Vr(A) de la mesure additive dv qui attribue le volume 1 au quotient compact

Vr(F )\Vr(A), la formule de Poisson relative au sous-groupe discret Vr(F ) de Vr(A) et le lemme III.6 ci-dessus
impliquent le développement en somme localement finie

h(g) =

 ∑
δ∈Qr−1(F )\GLr−1(F )

∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · ψ(r)(δ v δ−1) · h(vg)

+
∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · h(vg) .

Or on a, pour tout élément δ ∈ Qr−1(F )\GLr−1(F ),∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · ψ(r)(δ v δ−1) · h(vg) =
∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · ψ(r)(v) · h(δ−1v δ g)

=
∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · ψ(r)(v) · h(v δ g) .

Cela implique en particulier que, pour tout élément g ∈ GLr(A) et tout δ ∈ Qr−1(F )\GLr−1(F ), la
fonction

hg,δ : GLr−1(A) → C
g′ 7→ hg,δ(g′) =

∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · ψ(r)(v) · h(v δ g′g)

est invariante à gauche par δ−1 ·Qr−1(F ) · δ.
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D’autre part, la fonction

hg,0 : GLr−1(A) → C
g′ 7→ hg,0(g′) =

∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · h(v g′g)

est invariante à gauche par GLr−1(F ), et on a

h(g′g) =

 ∑
δ∈Qr−1(F )\GLr−1(F )

hg,δ(g′)

+ hg,0(g′) .

En appliquant l’hypothèse de récurrence aux fonctions

g′ 7→ hg,δ(g′) , δ ∈ Qr−1(F )\GLr−1(F ) ,

et g′ 7→ hg,0(g′)

de la variable g′ ∈ GLr−1(A), on obtient

hg,δ(g′) = Psr−2,(r−1)(W• hg,δ(δ •))(g′)
= Psr−2,(r)(W• h)(δ g′g)

et

hg,0(g′) = Psr−2,(r−1)(W• hg,0)(g′)
= Psr−2,(r−1,r)(W• h)(g′g) .

Le développement annoncé en rang r résulte alors de la formule de définition

Psr−1(W• h)(g) = Psr−1,(r)(W• h)(g)

=

 ∑
δ∈Qr−1(F )\GLr−1(F )

Psr−2,(r)(W• h)(δ g)

+ Psr−2,(r−1,r)(W• h)(g) .

(ii) Ayant défini la fonction h comme

g 7→ h(g) = Psr−1(h•)(g) ,

nous devons prouver que, pour toute partition r de l’entier r, on a

Wr h = hr .

Une fois encore, nous raisonnons par récurrence et supposons le résultat déjà connu en rang r − 1.
Pour toute partition r de l’entier r et tout élément δ ∈ GLr−1(F ), on a d’après le lemme III.6∫

Vr(F )\Vr(A)

dv · ψ(r)(v) · hr(δ v g) =
{
hr(δ g) si r − 1 /∈ r et δ ∈ Qr−1(F ) ,
0 si r − 1 ∈ r ou δ /∈ Qr−1(F ) ,

et ∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · hr(δ v g) =
{

0 si r − 1 /∈ r ,
hr(δ g) si r − 1 ∈ r .
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Comme

h(g) = Psr−1,(r)(h•)(g)

=

 ∑
δ∈Qr−1(F )\GLr−1(F )

Psr−2,(r)(h•)(δ g)

+ Psr−2,(r−1,r)(h•)(g) ,

on obtient ∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · ψ(r)(v) · h(vg) = Psr−2,(r)(h•)(g)

et ∫
Vr(F )\Vr(A)

dv · h(vg) = Psr−2,(r−1,r)(h•)(g) .

On conclut en appliquant le résultat en rang r−1, déjà connu par hypothèse de récurrence, aux fonctions
sur GLr−1(A)

g′ 7→ Psr−2,(r)(h•)(g′g) ,

g′ 7→ Psr−2,(r−1,r)(h•)(g′g) .

On a fini de démontrer le théorème III.5. �

3 Modèles et fonctions de Whittaker

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux représentations lisses admissibles (πx, Vπx) de GLr(Fx)
ou, ce qui revient au même, de l’algèbre de Hecke locale Hrx de GLr en une place x ∈ |F |.

Rappelons qu’une telle représentation (πx, Vπx) est dite “non ramifiée” si le sous-espace V K
r
x

πx des vecteurs
de l’espace Vπx invariants par Kr

x = GLr(Ox) est de dimension 1.

Si (πx, Vπx) est une représentation lisse admissible irréductible de Hrx telle que le sous-espace V K
r
x

πx ne soit
pas nul, ce sous-espace muni de l’action de l’algèbre de Hecke sphériqueHrx,∅ est irréductible ; commeHrx,∅ est
commutative, il est de dimension 1 et la représentation (πx, Vπx) est non ramifiée. Enfin, la classe d’isomorphie
de la représentation irréductible (πx, Vπx) est entièrement déterminée par le caractère de l’algèbre sphérique
Hrx,∅ qui agit sur la droite V K

r
x

πx .

Rappelons encore que le choix d’un caractère continu non trivial

ψ : F\A→ C×

a permis de définir le caractère “régulier”

ψ(r) : Nr(F )\Nr(A)→ C× .

On dispose de ses facteurs locaux
ψ(r) : Nr(Fx)→ C× ,

u =


1 u1,2 . . . u1,r

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . ur−1,r

0 . . . 0 1

 7→ ψ(r)(u) = ψx

 ∑
1≤s<r

us,s+1

 .
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Si (πx, Vπx) est une représentation lisse admissible de GLr(Fx), on note V ∗ψ(r)
πx l’espace des “fonctionnelles

de Whittaker” sur Vπx c’est-à-dire des fonctionnelles linéaires

λx : Vπx → C

telles que
λx(πx(u) · ξ) = ψ−1

(r)(u) · λx(ξ) , ∀u ∈ Nr(Fx) , ∀ ξ ∈ Vπx .

On connâıt le résultat suivant :

Théorème III.7. – Pour toute représentation lisse admissible (πx, Vπx), l’espace V ∗ψ(r)
πx de ses fonctionnelles

de Whittaker est de dimension finie.
Si πx est irréductible, il est de dimension 0 ou 1. �

Puis on a la définition :

Définition III.8. – Une représentation lisse admissible (πx, Vπx) de GLr(Fx) est dite “de type de Whittaker”
si

dim (V ∗ψ(r)
πx ) = 1 .

Dans ce cas, on appelle “modèle de Whittaker” de πx l’image

W
ψ(r)
πx = {Wξx(•) | ξx ∈ Vπx}

de l’homomorphisme équivariant associé à n’importe quelle fonctionnelle de Whittaker λx ∈ V
∗ψ(r)
πx

Vπx → indGLr(Fx)
Nr(Fx) (ψ−1

(r))
ξx 7→ Wξx

où Wξx(g) = λx(πx(g) · ξx), ∀ g ∈ GLr(Fx). �

Une représentation lisse admissible de GLr(Fx) qui est à la fois irréductible et “de type de Whittaker”
est appelée “générique”. Elle est alors isomorphe à son modèle de Whittaker.

Présentons une manière particulière de construire des représentations de type de Whittaker : c’est par
induction unitaire de Br(Fx) à GLr(Bx) d’un caractère de Br(Fx).

Afin de définir l’induction unitaire, nous avons besoin du caractère modulaire

ρBr : Br(Fx)→ Br(Fx)/Nr(Fx) = (F×x )r → qZ
x

(µ1, . . . , µr) 7→
∏

1≤i<j≤r

∣∣∣∣µiµj
∣∣∣∣
x

.

Définition III.9. – Si χ : Br(Fx)→ C× est un caractère continu, nécessairement de la forme

χ : Br(Fx)→ Br(Fx)/Nr(Fx) = (F×x )r → qZ
x ,

(µ1, . . . , µr) 7→
∏

1≤i≤r

χi(µi) ,

on appelle “induite unitaire” de χ =
⊗

1≤i≤r
χi à GLr(Fx) et on note

IndGLr(Fx)
Br(Fx)

 ⊗
1≤i≤r

χi


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l’espace des fonctions
h : GLr(Fx)→ C

telles que {• h est invariante à droite par un sous-groupe ouvert de Kr
x = GLr(Ox),

• h(bx gx) = ρ
1/2
Bx

(bx) · χ(bx) · h(gx) , ∀ bx ∈ Br(Fx) , ∀ gx ∈ GLr(Fx) ,

muni de l’action de Hrx [ou de GLr(Fx)] par convolution [resp. translation] à droite. �

Un caractère continu χ =
⊗

1≤i≤r
χi : Br(Fx) → C× est non ramifié, c’est-à-dire trivial sur Br(Ox), si et

seulement si ses composantes χi : F×x → C×, 1 ≤ i ≤ r, sont non ramifiées, c’est-à-dire de la forme

χi : µ 7→ λ
vx(µ)
i

pour une unique famille λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r.
On peut alors noter χ = χλ =

⊗
1≤i≤r

χλi .

On a :

Théorème III.10. –
(i) Pour tout caractère continu χ =

⊗
1≤i≤r

χi : Br(Fx)→ C×, l’induite unitaire

πx = IndGLr(Fx)
Br(Fx) (χ)

est une représentation lisse admissible de type de Whittaker de Hrx ou GLr(Fx).
Elle n’est pas nécessairement irréductible mais admet pour caractère central

ωπx : Zr(Fx) = F×x → C
µ 7→

∏
1≤i≤r

χi(µ) .

(ii) Une telle induite unitaire πx = IndGLr(Fx)
Br(Fx) (χ) est non ramifiée si et seulement si le caractère χ est non

ramifié, c’est-à-dire de la forme χ = χλ pour une famille λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r.
Dans ce cas, la représentation πx admet un unique sous-quotient irréductible non ramifié : c’est la sous-

représentation engendrée par la fonction sphérique

V rx,λ : Nr(Fx)\GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

dont la restriction à Tr(Fx) = (F×x )r est

µ = (µ1, . . . , µr) 7→ ρ
1/2
Bx

(µ) · λvx(µ1)
1 . . . λvx(µr)

r .

Enfin, l’algèbre de Hecke sphérique Hrx,∅
Srx
∼−→ C[T̂r]Sr agit sur le vecteur V rx,λ par le caractère

Hrx,∅ → C ,
ϕx 7→ Srx(ϕx)(λ1, . . . , λr) .

(iii) Si χ = χλ : Br(Fx)→ C× est le caractère non ramifié associé à une famille λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r =
T̂r, l’induite unitaire πx = IndGLr(Fx)

Br(Fx) (χ) est irréductible si et seulement si sa sous-représentation engendrée
par le vecteur sphérique V rx,λ : GLr(Fx)→ C est de type de Whittaker.
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C’est le cas en particulier si |λ1| = · · · = |λr|.
(iv) Réciproquement, toute représentation lisse admissible irréductible et non ramifiée πx de GLr(Fx) est
isomorphe à la représentation engendrée par le vecteur sphérique

V rx,λ : GLr(Fx)→ C

associé à une certaine famille λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r.
Cette famille λ est déterminée par πx à l’ordre près de ses composantes λ1, . . . , λr. �

La partie (i) du théorème ci-dessus dit en particulier que si λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r est une famille
de r nombres complexes non nuls, l’induite unitaire IndGLr(Fx)

Br(Fx) (χλ) est de type de Whittaker. Elle admet
donc un modèle de Whittaker, lequel consiste en une représentation irréductible de GLr(Fx) composée de
fonctions GLr(Fx)→ C.

Nous allons maintenant définir des fonctions particulières GLr(Fx) → C, les “fonctions de Whittaker”,
qui engendrent les modèles de Whittaker des induites unitaires IndGLr(Fx)

Br(Fx) (χλ) :

Définition III.11. – Soit λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r une famille de r nombres complexes non nuls.
On appelle “fonction de Whittaker associée à λ et au caractère non trivial ψx : Fx → C×” la fonction

W r,ψx
x,λ = GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

définie de la manière suivante :
(i) Si le caractère ψx est régulier et si un élément

g ∈ GLr(Fx)

est écrit sous la forme d’Iwasawa
g = uµk

avec
µ = (µ1, . . . , µr) ∈ (F×x )r = Tr(Fx) ,
u ∈ Nr(Fx) ,
k ∈ Kr

x = GLr(Ox) ,
on pose

W r,ψx
x,λ (g) =


ψ−1

(r)(u) · q

 P
1≤i≤r

2i−1−r
2 ·vx(µi)

!
x ·

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨

λ
vx(µ1)+r−1
1 . . . λ

vx(µ1)+r−1
r

...
...

λ
vx(µr−1)+1
1 . . . λ

vx(µr−1)+1
r

λ
vx(µr)
1 . . . λ

vx(µr)
r

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨

si vx(µ1) ≥ vx(µ2) ≥ · · · ≥ vx(µr) ,

0 sinon.

(ii) Si le caractère ψx n’est pas nécessairement régulier, on l’écrit sous la forme

ψx(ax) = ψ′x(γ−1
x ax) , ∀ ax ∈ Fx ,
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où γx est n’importe quel élément de F×x de valuation vx(γx) = Nψx et ψ′x : Fx → C× est donc un caractère
régulier, et on pose pour tout élément g ∈ GLr(Fx)

W r,ψx
x,λ (g) = W

r,ψ′x
x,λ



γ−r+1
x 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . γ−1
x 0

0 . . . 0 1

 · g


= W
r,ψ′x
x,λ




1 0 . . . 0

0 γx
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 γr−1

x

 · g
 · (λ1 . . . λr)−(r−1)Nψx .

Remarque. La fonction de Whittaker W r,ψx
x,λ ne dépend pas de l’ordre des composantes λ1, . . . , λr de la

famille λ. �

Maintenant, on a :

Proposition III.12. – Soit λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r.
(i) Le sous-espace des fonctions

W : GLr(Fx)→ C

telles que

• W est invariante à droite par Kr
x = GLr(Ox),

• W (ug) = ψ−1
(r)(u) ·W (g) , ∀u ∈ Nr(Fx) , ∀ g ∈ GLr(Fx) ,

• en notant ∗ le produit de convolution des fonctions sur GLr(Fx) et Srx : Hrx,∅
∼−→ C[T̂r]Sr

l’isomorphisme de Satake, on a

W ∗ ϕx = Srx(ϕx)(λ) ·W , ∀ϕx ∈ Hrx,∅ ,

est de dimension 1.
(ii) Ce sous-espace est engendré par la fonction de Whittaker

W r,ψx
x,λ : GLr(Fx)→ C .

Plus précisément, cette fonction est l’unique élément de ce sous-espace tel que

W r,ψx
x,λ



γr−1
x 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . γx 0
0 . . . 0 1


 = 1

pour n’importe quel élément γx ∈ F×x de valuation vx(γx) = Nψx .

(iii) Les transformées de la fonction de Whittaker W r,ψx
x,λ sous l’action de Hrx [ou GLr(Fx)] par convolution

[resp. translation] à droite composent le modèle de Whittaker de l’induite unitaire IndGLr(Fx)
Br(Fx) (χλ). �
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Considérons un instant une fonction globale

h : Qr(F )\GLr(A)→ C

invariante à droite par un sous-groupe ouvert K de GLr(OA) et telle que, en une certaine place x ∈ |F |, on
ait {

• h est invariante à droite par Kr
x = GLr(Ox) ,

• h ∗ ϕx = Srx(ϕx)(λ) · h , ∀ϕx ∈ Hrx,∅ ,

pour une certaine famille λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r.
Alors, d’après la proposition III.12 ci-dessus, les composantes locales en x du ψ-coefficient de Fourier

régulier W(r) h sont toutes des multiples de la fonction de Whittaker W r,ψx
x,λ .

4 Fonctions de Whittaker intermédiaires

Dans ce paragraphe, considérons une partition r = {r1, r1 + r2, . . . , r1 + · · ·+ rk = r} de l’entier r.
Elle induit un sous-groupe parabolique standard Pr de GLr, son radical unipotent Nr et son sous-groupe

de Levi standard Mr = GLr1 × · · · ×GLrk .
On note encore Sr le sous-groupe du groupe symétrique Sr constitué des permutations de {1, . . . , r} qui

respectent la partition en intervalles

{1, . . . , r} =
∐

1≤i≤k

{r1 + · · ·+ ri−1 + 1, . . . , r1 + · · ·+ ri} .

Travaillant en une place x ∈ |F |, on dispose encore du caractère modulaire de Pr(Fx)

ρr : Pr(Fx)/Nr(Fx) ∼= Mr(Fx) = GLr1(Fx)× · · · ×GLrk(Fx)→ qZ
x ,

(g1, . . . , gk) 7→
∏

1≤i<j≤k

|det(gi)|
rj
x

|det(gj)|rix
.

Posons :

Définition III.13. – Considérons une famille λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r de r nombres complexes non
nuls et ses sous-familles λi = (λr1+···+ri−1+1, . . . , λr1+···+ri), 1 ≤ i ≤ k, induites par la partition r de l’entier
r.

On appelle “fonction de Whittaker de type r associée à λ et ψx” la fonction

W
r,ψx
x,λ : Nr(Fx)\GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

définie de la manière suivante :
(i) Si le caractère ψx est régulier et si un élément

g ∈ GLr(Fx)

est écrit sous la forme d’Iwasawa
g = u gr k

avec
gr = (g1, . . . , gk) ∈Mr(Fx) = GLr1(Fx)× · · · ×GLrk(Fx) ,
u ∈ Nr(Fx) ,
k ∈ GLr(Ox) ,
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on pose
W

r,ψx
x,λ (g) = ρ1/2

r (gr) ·
∏

1≤i≤k

W ri,ψx
x,λi (gi) .

(ii) Si le caractère ψx n’est pas nécessairement régulier, on l’écrit sous la forme

ψx(ax) = ψ′x(γ−1
x ax) , ∀ ax ∈ Fx ,

où γx est n’importe quel élément de F×x de valuation vx(γx) = Nψx et ψ′x : Fx → C× est donc un caractère
régulier, et on pose pour tout élément g ∈ GLr(Fx)

W
r,ψx
x,λ (g) = W

r,ψ′x
x,λ



γ−r+1
x 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . γ−1
x 0

0 . . . 0 1

 · g


= W
r,ψ′x
x,λ




1 0 . . . 0

0 γx
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 γr−1

x

 · g
 · (λ1 . . . λr)−(r−1)Nψx .

Remarques.

• Deux fonctions de Whittaker de type r, W r,ψx
x,λ et W r,ψx

x,λ′ , associées à deux familles λ = (λ1, . . . , λr) et
λ′ = (λ′1, . . . , λ

′
r) de r nombres complexes non nuls, sont égales si et seulement si ces deux familles ne

diffèrent que par une permutation de leurs composantes qui respecte la partition r de l’entier r, c’est-à-dire
par un élément de Sr.
• Si r est la partition la plus fine {1, 2, . . . , r} de l’entier r, avec donc k = r et r1 = r2 = · · · = rk = 1, et si
le caractère ψx est régulier, la fonction

W
r,ψx
x,λ : Nr(Fx)\GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

se confond avec la fonction
V rx,λ : Nr(Fx)\GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

déjà introduite dans l’énoncé du théorème III.10(ii).
• Quelles que soient la partition r et la famille λ, on a

W
r,ψx
x,λ



γr−1
x 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . γx 0
0 . . . 0 1


 = 1

pour n’importe quel élément γx ∈ F×x de valuation vx(γx) = Nψx . �

On a maintenant la généralisation partielle suivante de la proposition III.12 :

Proposition III.14. – Soit λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r.
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(i) Le sous-espace des fonctions
W : GLr(Fx)→ C

telles que 
• W est invariante à droite par GLr(Ox) ,
• W (ug) = ψ−1

r (u) ·W (g) , ∀u ∈ Nr(Fx) , ∀ g ∈ GLr(Fx) ,
• W ∗ ϕx = Srx(ϕx)(λ) ·W , ∀ϕx ∈ Hrx,∅ ,

est de dimension finie.
(ii) Ce sous-espace est engendré par les fonctions de Whittaker de type r

W
r,ψx
x,σ(λ) : GLr(Fx)→ C

associées aux familles σ(λ) = (λσ(1), . . . , λσ(r)) déduites de λ = (λ1, . . . , λr) par les classes de permutations
σ ∈ Sr/Sr. �

Considérons un instant une fonction globale

h : Qr(F )\GLr(A)→ C

invariante à droite par un sous-groupe ouvert de GLr(OA) et telle que, en une certaine place x ∈ |F |, on ait{
• h est invariante à droite par GLr(Ox) ,
• h ∗ ϕx = Srx(ϕx)(λ) · h , ∀ϕx ∈ Hrx,∅ ,

pour une certaine famille λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C×)r = T̂r.
Alors les composantes locales en x du ψ-coefficient de Fourier Wr h de type r de h sont des éléments du

sous-espace introduit dans la proposition III.14 ci-dessus. Autrement dit, ce sont des combinaisons linéaires
des fonctions de Whittaker de type r

W
r,ψx
x,σ(λ) : GLr(Fx)→ C

indexées par les classes σ ∈ Sr/Sr. �
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Chapitre IV :

Termes principaux pour la construction
de noyaux du transfert

1 Relèvement des homomorphismes de transfert entre algèbres de
Hecke sphériques locales

Nous revenons à la situation et aux notations du chapitre II.
Nous considérons donc un groupe réductif connexe G sur le corps de fonctions F , non ramifié en dehors

d’un sous-ensemble fini S de |F |, et un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo Γnr,S
F → GLr(C) .

Il existe une extension finie galoisienne E de F , contenue dans F nr,S
s donc non ramifiée en dehors de

S, telle que l’action de Γnr,S
F sur la donnée radicielle (XG,ΦG, X∨G,Φ

∨
G), le groupe de Weyl SG et le dual

de Langlands Ĝ de G se factorise à travers son quotient fini ΓE/F et que l’homomorphisme de transfert
ρ : Ĝo Γnr,S

F → GLr(C) se factorise en

Ĝo ΓE/F → GLr(C) .

Pour toute place x ∈ |F | − S, σx désigne l’image dans le groupe fini ΓE/F de l’élément de Frobenius en
x, générateur topologique de Γnr

Fx
∼= Γκ(x)

∼= Ẑ.
On notera ex l’ordre de l’élément σx dans le groupe fini ΓE/F .
On rappelle que le groupe de Weyl Fx-rationnel Sx

G s’identifie au sous-groupe de SG constitué des
éléments fixés par σx.

L’isomorphisme de Satake pour l’algèbre de Hecke sphérique HGx,∅ de G en la place x ∈ |F | − S s’écrit

SGx : HGx,∅
∼−→ C[Λ∨x ]S

x
G ,

où Λ∨x s’identifie au réseau des caractères complexes

T̂ → C×

qui sont fixés par l’action de σx sur T̂ , c’est-à-dire au réseau des caractères complexes du tore T̂ dx , conoyau
de l’homomorphisme

T̂ → T̂ ,
λ 7→ σx(λ) · λ−1 .
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Tout caractère de l’algèbre C[Λ∨x ]S
x
G est défini par l’évaluation en un élément de T̂ dx , bien déterminé à

action près du groupe fini Sx
G.

De même, l’isomorphisme de Satake pour l’algèbre de Hecke sphérique Hrx,∅ de GLr(Fx) s’écrit

Hrx,∅
∼−→ C[Λ∨r ]Sr ,

où Λ∨r s’identifie au réseau des caractères complexes T̂r → C× du tore T̂r = (C×)r.
Tout caractère de l’algèbre C[Λ∨r ]Sr est défini par l’évaluation en un élément de T̂r = (C×)r, bien

déterminé à action près du groupe symétrique Sr.

Rappelons encore qu’en toute place x ∈ |F | − S, Ĝx désigne la fibre de Ĝo ΓE/F au-dessus de l’élément
de Frobenius σx.

L’homomorphisme de transfert entre algèbres de Hecke sphériques locales

ρ∗x : Hrx,∅ → H
G
x,∅

induit par ρ : Ĝo ΓE/F → GLr(C) est défini par le diagramme commutatif :

Hrx,∅

o
��

ρ∗x // HGx,∅

o
��

C[Λ∨r ]Sr

o
��

C[Λ∨x ]S
x
G

o
��

C[GLr(C)]GLr(C) // C[Ĝx]Ĝ

Les homomorphismes ρ∗x, x ∈ |F |−S, ne changent pas si l’on remplace ρ par son conjugué par un élément
de GLr(C). On peut donc supposer que ρ envoie le tore maximal T̂ de Ĝ dans le tore maximal T̂r = (C×)r

de GLr(C). On note
ρT : T̂ → T̂r = (C×)r

l’homomorphisme induit entre ces tores complexes.
En toute place x ∈ |F | − S, on note encore T̂x la fibre de T̂ o ΓE/F au-dessus de l’élément σx de ΓE/F .

Les éléments de T̂x sont de la forme (λ, σx) avec λ ∈ T̂ . Deux éléments λ et λ′ du tore T̂ ont même image
dans le tore quotient T̂ dx si et seulement si les éléments (λ, σx) et (λ′, σx) de T̂x se déduisent l’un de l’autre
par conjugaison par un élément de T̂ .

Lemme IV.1. – En toute place x ∈ |F | − S, il existe un unique homomorphisme de tores

ρT,x : T̂ dx → T̂r = (C×)r

tel que, pour tout élément λ ∈ T̂ d’image λ̄ dans T̂ dx , on ait

ρ(λ, σx)ex = ρT,x(λ̄) .

Tout comme le tore quotient T̂ dx , cet homomorphisme ρT,x ne dépend de la place x ∈ |F | −S qu’à travers
l’élément σx du groupe fini ΓE/F .

Démonstration. Comme σexx = 1, (λ, σx)ex appartient à la fibre T̂ de T̂ o ΓE/F au-dessus de l’unité de
ΓE/F et vaut

λ · σx(λ) · σ2
x(λ) . . . σex−1

x (λ) .
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Comme ρ envoie T̂ dans T̂r, λ 7→ ρ(λ, σx)ex définit un homomorphisme de tores

T̂ → T̂r .

Il se factorise à travers le quotient T̂ dx de T̂ puisque, si (λ, σx) et (λ′, σx) sont conjugués par un élément
de T̂ , il en est de même de (λ, σx)ex et (λ′, σx)ex qui sont alors égaux. �

Via les isomorphismes de Satake, les homomorphismes induits par ρ entre algèbres de Hecke sphériques
locales

ρ∗x : Hrx,∅ → H
G
x,∅

s’identifient à des homomorphismes
ρ∗x : C[T̂r]Sr → C[T̂ dx ]S

x
G .

Proposition IV.2. – En toute place x ∈ |F | − S, il existe un élément εx = (ε1
x, . . . , ε

r
x) ∈ T̂r = (C×)r tel

que
• εexx = 1 (c’est-à-dire (ε1

x)ex = · · · = (εrx)ex = 1),
• pour tout polynôme symétrique p ∈ C[T̂r]Sr et pour tout élément λ ∈ T̂ dx , on a

ρ∗x(p)(λex) = p(εx · ρT,x(λ)) .

Cet élément εx peut être choisi de façon à ne dépendre de la place x qu’à travers l’élément σx du groupe
fini ΓE/F .

Démonstration. Le polynôme symétrique p peut aussi être vu comme une fonction invariante sur GLr(C) :
on associe à toute matrice inversible la valeur prise par le polynôme p en la famille de ses r valeurs propres.

Prenons pour λ le point générique du tore T̂ dx .
Par définition de l’homomorphisme ρ∗x, ρ∗x(p)(λex) est la valeur prise par p en la matrice ρ(λex , σx),

élément de GLr(C). Or on a
ρ(λex , σx)ex = ρT,x(λex) = (ρT,x(λ))ex .

La matrice ρ(λex , σx) est donc annulée par un polynôme scindé. Elle est triangulable et la famille de ses
valeurs propres est de la forme

εx · ρT,x(λ)

pour un certain élément εx = (ε1
x, . . . , ε

r
x) ∈ T̂r = (C×)r tel que εexx = 1. �

À titre d’exemple, considérons le cas de l’induction automorphe de GL1 à GLr.
Dans ce cas, G = ResE0/F GL1 est le groupe réductif déduit de GL1 par restriction des scalaires à la Weil

d’une extension E0 de F de degré r, non ramifiée en dehors d’une partie finie S de |F |.
Si E désigne une extension finie galoisienne de F , non ramifiée en dehors de S et dans laquelle E0 se

plonge, le groupe dual Ĝ de G s’écrit
Ĝ =

∏
ι:E0↪→E

C×

où ι décrit l’ensemble à r éléments des plongements possibles E0 ↪→ E.
L’homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo ΓE/F → GLr(C)

est le composé de l’immersion naturelle
(C×)r ↪→ GLr(C)
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et de l’homomorphisme
ΓE/F → GLr(C)

qui consiste à associer à tout automorphisme de E sur F la matrice de permutation correspondante de
l’ensemble à r éléments {ι : E0 ↪→ E}.

Alors, pour toute place x ∈ |F |−S, l’élément εx ∈ T̂r = (C×)r consiste en la famille des r valeurs propres
de la matrice de permutation obtenue comme image de l’élément σx ∈ ΓE/F d’ordre ex.

2 Construction de noyaux locaux du transfert non ramifié

Considérons une place x ∈ |F | − S.
Le groupe réductif connexe GFx est non ramifié sur Fx et on dispose de l’algèbre de Hecke sphérique

locale HGx,∅ constituée des fonctions à support compact sur G(Fx) qui sont invariantes à droite et à gauche
par Kx = GFx(Ox).

Nous voulons d’abord rappeler l’énoncé du théorème de décomposition spectrale pour cette algèbre.

L’isomorphisme de Satake
SGx : HGx,∅

∼−→ C[Λ∨x ]S
x
G

implique que se donner un caractère de l’algèbre commutative HGx,∅ équivaut à se donner un caractère du
réseau Λ∨x modulo l’action du groupe de Weyl Fx-rationnel Sx

G.

Or le groupe des caractères complexes du réseau Λ∨x s’identifie au tore complexe T̂ dx .
On note Im T̂ dx le sous-groupe de T̂ dx constitué des caractères unitaires de Λ∨x . C’est le plus grand sous-

groupe compact de T̂ dx . Il est isomorphe à un produit de copies du cercle unité de C×.
Ainsi, se donner un caractère [resp. un caractère unitaire] de l’algèbre sphérique HGx,∅ équivaut à se donner

un élément de T̂ dx [resp. Im T̂ dx ] modulo l’action du groupe fini Sx
G.

L’isomorphisme de Satake s’écrit encore

SGx : HGx,∅
∼−→ C[T̂ dx ]S

x
G .

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de décomposition spectrale des algèbres de Hecke sphériques
locales en les places sans ramification :

Théorème IV.3. – Soit x ∈ |F | − S une place sans ramification.
(i) Pour tout élément λ ∈ T̂ dx , il existe une unique fonction sphérique

ϕGx,λ : Kx\G(Fx)/Kx → C

telle que
• ϕGx,λ ∗ ϕx = ϕx ∗ ϕGx,λ = SGx (ϕx)(λ) · ϕGx,λ, ∀ϕx ∈ HGx,∅,
• ϕGx,λ(1) = 1.

(ii) Pour tout élément g ∈ G(Fx), la fonction

T̂ dx → C
λ 7→ ϕGx,λ(g)

est une fonction polynomiale invariante par Sx
G.
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(iii) Il existe sur le tore réel compact Im T̂ dx une unique mesure dλ invariante par Sx
G et telle que, pour toute

fonction ϕx ∈ HGx,∅, on ait

ϕx(g) =
∫

Im T̂dx

dλ · SGx (ϕx)(λ) · ϕGx,λ(g) , ∀ g ∈ G(Fx) .

On l’appelle la mesure de Plancherel. �

Considérons maintenant un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo Γnr,S
F → GLr(C) .

Comme dans le paragraphe précédent, on choisit une extension finie galoisienne E de F , non ramifiée en
dehors de S, telle que ρ se factorise en

Ĝo ΓE/F → GLr(C) .

Pour toute place x ∈ |F | − S, σx désigne l’image dans ΓE/F de l’élément de Frobenius en x, et ex son ordre
comme élément du groupe fini ΓE/F .

En toute telle place, on dispose de l’homomorphisme ρ∗x entre algèbres de Hecke sphériques locales induit
par ρ. On peut aussi le voir comme un homomorphisme entre deux algèbres de polynômes symétriques :

Hrx,∅

oSrx
��

ρ∗x // HGx,∅

oSGx
��

C[T̂r]Sr
ρ∗x // C[T̂ dx ]S

x
G

Quitte à remplacer ρ par son conjugé par un élément de GLr(C), on a pu supposer que ρ envoie le tore
maximal T̂ de Ĝ dans le tore maximal T̂r = (C×)r de GLr(C) et induit ainsi un homomorphisme de tores

ρT : T̂ → T̂r .

Le lemme IV.1 et la proposition IV.2 ont alors permis de définir, en chaque place x ∈ |F | − S,• un homomorphisme canonique ρT,x : T̂ dx → T̂r,

• un élément εx ∈ T̂r = (C×)r vérifiant εexx = 1,

tels que
ρ∗x(p)(λex) = p(εx · ρT,x(λ)) , ∀ p ∈ C[T̂r]Sr , ∀λ ∈ T̂ dx .

La paire (ρT,x, εx) ne dépend de la place x ∈ |F | − S qu’à travers l’élément σx ∈ ΓE/F .
Choisissons maintenant un caractère additif continu non trivial

ψ : F\A→ C

comme dans le chapitre III. Ses composantes en les différentes places x ∈ |F | sont notées

ψx : Fx → C× .

Dans la définition III.11, nous avons rappelé la formation explicite, pour tout paramètre λ′ ∈ (C×)r = T̂r,
de la fonction de Whittaker

W r,ψx
x,λ′ : GLr(Fx)→ C .
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Les fonctions de Whittaker W r,ψx
x,λ′ , λ′ ∈ (C×)r = T̂r, vérifient les propriétés suivantes :

• Elles sont invariantes à droite par Kr
x = GLr(Ox).

• W r,ψx
x,λ′ (ug) = ψ−1

(r)(u) ·W r,ψx
x,λ′ (g), ∀u ∈ Nr(Fx), ∀ g ∈ GLr(Fx), ∀λ′.

• W r,ψx
x,λ′ ∗ ϕ′x = Srx(ϕ′x)(λ′) ·W r,ψx

x,λ′ , ∀ϕ′x ∈ Hrx,∅, ∀λ
′.

• Pour tout élément g ∈ GLr(Fx), la fonction

(C×)r = T̂r → C
λ′ 7→ W r,ψx

x,λ′ (g)

est un polynôme symétrique, c’est-à-dire invariant par l’action de Sr.

Notons dλex la mesure sur Im T̂ dx qui se déduit de la mesure de Plancherel dλ par l’homomorphisme

Im T̂ dx → Im T̂ dx ,
λ 7→ λex .

Ainsi, on a pour toute fonction continue p sur Im T̂ dx la formule d’intégration∫
Im T̂dx

dλex · p(λ) =
∫

Im T̂dx

dλ · pex(λ)

où
pex(λ) =

1
#{λ1 ∈ Im T̂ dx | λ

ex
1 = 1}

·
∑

λ1∈Im T̂ dx
λ
ex
1 =λ

p(λ1) .

Tout comme la mesure de Plancherel dλ, la mesure dλex est invariante par l’action du groupe fini Sx
G.

Nous pouvons maintenant construire des fonctions que nous appellerons “noyaux locaux du transfert non
ramifié” en une place x :

Définition IV.4. – Soit x ∈ |F | − S une place sans ramification.
Pour tout polynôme symétrique px ∈ C[T̂ dx ]S

x
G , on note

KG,ρ,ψx
x,px : Kx\G(Fx)/Kx ×GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

la fonction définie par la formule intégrale

(g, g′) 7→
∫

Im T̂dx

dλex · px(λex) · ϕGx,λex (g) ·W r,ψx
x,εx·ρT,x(λ)(g

′) .

�

Énonçons les principales propriétés de ces fonctions :

Proposition IV.5. – Soit x ∈ |F | − S une place sans ramification.
(i) Pour tout polynôme symétrique px ∈ C[T̂ dx ]S

x
G , la fonction

KG,ρ,ψx
x,px (•, •) : G(Fx)×GLr(Fx)→ C

possède les propriétés suivantes :
(0) En la première variable, elle est invariante à droite et à gauche par Kx = GFx(Ox) et, en la seconde

variable, elle est invariante à droite par Kr
x = GLr(Ox).
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(1) On a
KG,ρ,ψx
x,px ∗2 ϕ′x = KG,ρ,ψx

x,px ∗1 ρ∗x(ϕ′x) , ∀ϕ′x ∈ Hrx,∅ .

(2) Pour tout élément g′ ∈ GLr(Fx), la fonction

G(Fx) → C
g 7→ KG,ρ,ψx

x,px (g, g′)

est à support compact (dépendant de g′).
(3) Pour tous éléments g ∈ G(Fx), g′ ∈ GLr(Fx) et u ∈ Nr(Fx), on a

KG,ρ,ψx
x,px (g, ug′) = ψ−1

(r)(u) ·KG,ρ,ψx
x,px (g, g′) .

(ii) Réciproquement, toute fonction
G(Fx)×GLr(Fx)→ C

qui possède les propriétés (0), (1), (2) et (3) ci-dessus est de la forme

KG,ρ,ψx
x,px

pour un certain polynôme symétrique px ∈ C[T̂ dx ]S
x
G .

Remarques.
• C’est à cause de cette proposition, et tout particulièrement de la propriété (1), que les fonctions KG,ρ,ψx

x,px
sont appelées des “noyaux locaux du tranfert non ramifié par ρ” en la place x ∈ |F | − S.
• Dans une large mesure, les propriétés de cette proposition sont des analogues locales des propriétés de la
définition II.18, c’est-à-dire des propriétés qui définissent la notion de “noyaux globaux du transfert par ρ”.

�

3 Construction explicite de termes principaux pour les noyaux
globaux du transfert non ramifié

Dans ce paragraphe, on suppose S = ∅.
Ainsi, le groupe réductif connexe G sur F est non ramifié sur Fx en toute place x ∈ |F |. On dispose donc

en toute place x du sous-groupe ouvert compact maximal Kx = GFx(Ox) et de l’algèbre de Hecke sphérique
locale HGx,∅.

Globalement, on dispose du sous-groupe ouvert compact maximal KG =
∏

x∈|F |
Kx de G(A) et de l’algèbre

de Hecke sphérique globale
HG∅ =

⊗
x∈|F |

HGx,∅ .

Elle est constituée des fonctions à support compact sur G(A) qui sont invariantes à droite et à gauche par
KG.

Une représentation lisse admissible irréductible de G(A) ou, plus généralement, une représentation lisse
admissible factorisable (π, Vπ) ∼=

⊗
x∈|F |

(πx, Vπx) de G(A) est dite non ramifiée si

dimV K
G

π = 1

ou, ce qui est équivalent, si
dimV Kxπx = 1 , ∀x ∈ |F | .
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On considère un homomorphisme de transfert ρ qui est lui-même partout non ramifié. Cela signifie qu’il
s’écrit

ρ : Ĝo Γnr
F → GLr(C) .

On peut choisir une extension finie galoisienne E de F , contenue dans F nr
x donc partout non ramifiée, telle

que ρ se factorise en un homomorphisme

Ĝo ΓE/F → GLr(C) .

Notre but serait de réaliser le transfert par ρ des représentations automorphes partout non ramifiées de
G(A).

Pour cela, nous cherchons à construire des “noyaux globaux du transfert non ramifié par ρ” au sens de la
définition II.18. Au paragraphe précédent, nous avons déjà construit en chaque place x ∈ |F | des fonctions

KG,ρ,ψx
x,px : G(Fx)×GLr(Fx)→ C

qui sont des “noyaux locaux du transfert non ramifié par ρ”.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques notations du chapitre III relatives à certains sous-groupes de
GLr.

Pour tout entier r′ < r, on considère GLr′ comme plongé dans GLr par

g′ 7→
(
g′ 0
0 Ir−r′

)
.

Tout sous-groupe d’un GLr′ , r′ < r, peut être considéré comme un sous-groupe de GLr via ce plongement.
On a noté Q′r le sous-groupe parabolique standard de GLr associé à la partition r = (r − 1) + 1, et Qr

son sous-groupe “mirabolique”.
On a

Qr = Nr ·GLr−1 et Nr ∩GLr−1 = Nr−1 ,

si bien que le quotient Nr\Qr s’identifie au quotient Nr−1\GLr−1.
Ayant noté Zr = Gm le centre de GLr, on a aussi

Q′r = Zr ·Qr .

Ces notations étant rappelées, choisissons une famille p = (px)x∈|F | de polynômes symétriques px ∈
C[T̂ dx ]S

x
G , soumise à la seule condition que px = 1 en presque toute place x.

On dispose alors de la fonction

KG,ρ,ψ
p,(r) : G(A)×GLr(A) → C

(g = (gx)x∈|F |, g′ = (g′x)x∈|F |) 7→
∏
x∈|F |

KG,ρ,ψx
x,px (gx, g′x) .

Cette fonction possède en particulier la propriété de variance

KG,ρ,ψ
p,(r) (g, ug′) = ψ−1

(r)(u) ·KG,ρ,ψ
p,(r) (g, g′) , ∀ g ∈ G(A) , ∀ g′ ∈ GLr(A) , ∀u ∈ Nr(A) .

Comme le caractère régulier
ψ(r) : Nr(A)→ C×

est trivial sur Nr(F ), la fonction KG,ρ,ψ
p,(r) est invariante à gauche par Nr(F ) en la deuxième variable g′ ∈

GLr(A).
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On a maintenant :

Lemme IV.6. – Considérons comme ci-dessus une famille p = (px)x∈|F | de polynômes invariants px ∈
C[T̂ dx ]S

x
G presque tous égaux à 1.

Pour tous éléments g1, g2 ∈ G(A) et g′ ∈ GLr(A), introduisons la somme

KG,ρ
p,(r)(g1, g2, g

′) =
∑

γ∈G(F )

∑
δ∈Nr(F )\Qr(F )

KG,ρ,ψ
p,(r) (g−1

1 γ g2, δg
′) .

Alors
(i) Cette somme est localement finie sur G(A)×G(A)×GLr(A).
(ii) Elle définit une fonction

KG,ρ
p,(r) : G(A)×G(A)×GLr(A)→ C

qui possède les propriétés (0), (1) et (2) de la définition II.18 (avec S = ∅ et donc

K = KG =
∏
x∈|F |

Kx , K ′ = GLr(OA) =
∏
x∈|F |

GLr(Ox)) .

(iii) En la troisième variable g′ ∈ GLr(A), cette fonction KG,ρ
p,(r) est invariante à gauche par Qr(F ) et même

par Q′r(F ).

(iv) En chacune des deux premières variables g1, g2, la fonction KG,ρ
p,(r) est à supports compacts (dépendant

des deux autres variables) dans G(F )\G(A). �

Ainsi, les fonctions KG,ρ
p,(r) possèdent toutes les propriétés de définition des “noyaux globaux du transfert

non ramifié par ρ”, sauf la propriété difficile (3) d’invariance à gauche par GLr(F ) en la troisième variable,
qui est remplacée par la propriété plus faible d’invariance à gauche par Q′r(F ).

Par construction et d’après le théorème III.3 d’inversion de Shalika, on a :

Lemme IV.7. – Pour toute famille de polynômes p = (px)x ∈ |F | comme dans le lemme précédent, et pour
tous éléments g1, g2 ∈ G(A), la fonction

Q′r(F )\GLr(A)→ C

g′ 7→ KG,ρ
p,(r)(g1, g2, g

′)

est cuspidale.
De plus, son coefficient de Fourier régulier

g′ 7→
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψ(r)(u) ·KG,ρ
p,(r)(g1, g2, ug

′)

est égal à la somme
g′ 7→

∑
γ∈G(F )

KG,ρ,ψ
p,(r) (g−1

1 γ g2, g
′) .

�

Le principe de fonctorialité de Langlands dit en particulier que toute représentation automorphe non
ramifiée π de G(A) se transfère par ρ en une représentation automorphe ρ∗(π) de GLr(A). Mais les représenta-
tions ρ∗(π) ainsi obtenues par transfert ne sont pas nécessairement cuspidales. Ce qui signifie que les formes
automorphes non ramifiées

h : GLr(F )\GLr(A)/GLr(OA)→ C
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qui engendrent ces représentations ne sont pas nécessairement cuspidales : leurs ψ-coefficients de Fourier

g′ 7→Wr h(g′) =
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψr(u) · h(ug′)

peuvent ne pas être nuls, même lorsque r 6= (r) est une partition non triviale de l’entier r.
Cette remarque rend impossible que les fonctions

KG,ρ
p,(r) : G(A)×G(A)×GLr(A)→ C

possèdent en général la propriété (3), d’invariance à gauche par GLr(F ) en la troisième variable, qui leur
manque pour être des “noyaux globaux du transfert non ramifié par ρ” au sens de la définition II.18.

En revanche, on a :

Proposition IV.8. – La validité du principe de fonctorialité de Langlands pour le transfert par

ρ : Ĝo Γnr
F → GLr(C)

des représentations automorphes partout non ramifiées de G(A), équivaut à l’existence, pour toute famille
p = (px)x∈|F | de polynômes symétriques px ∈ C[T̂ dx ]S

x
G presque tous égaux à 1, d’une fonction complémentaire

KG,ρ
p,cpl : G(A)×G(A)×GLr(A)→ C

telle que :
(i) Tout comme KG,ρ

p,(r), la fonction KG,ρ
p,cpl possède les propriétés (0), (1) et (2) de la définition II.18 (avec

S = ∅ et donc K =
∏

x∈|F |
Kx, K ′ =

∏
x∈|F |

GLr(OA)).

(ii) Son coefficient de Fourier régulier

(g1, g2, g
′) 7→W(r)K

G,ρ
p,cpl (g1, g2, g

′) =
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψ(r)(u) ·KG,ρ
p,cpl (g1, g2, ug

′)

est identiquement nul.
(iii) La somme

KG,ρ
p : G(A)×G(A)×GLr(A)→ C

(g1, g2, g
′) 7→ KG,ρ

p (g1, g2, g
′) = KG,ρ

p,(r)(g1, g2, g
′) +KG,ρ

p,cpl (g1, g2, g
′)

est, en sa troisième variable g′ ∈ GLr(A), invariante à gauche par GLr(F ) tout entier.

Remarques.
• Il résulte des propriétés (i) et (iii) ci-dessus que les sommes KG,ρ

p sont des “noyaux globaux du transfert
non ramifié par ρ” au sens de la définition II.18.
• La propriété (ii) ci-dessus et le lemme IV.7 garantissent que toute simplification entre KG,ρ

p,(r) et KG,ρ
p,cpl est

impossible. En particulier, on a pour tous éléments g1, g2 ∈ G(A) et g′ ∈ GLr(A)

W(r)K
G,ρ
p (g1, g2, g

′) = W(r)K
G,ρ
p,(r)(g1, g2, g

′) =
∑

γ∈G(F )

KG,ρ,ψ
p,(r) (g−1

1 γ g2, g
′) .

Cela permet d’assurer que, p = (px)x∈|F | décrivant l’ensemble des familles de polynômes symétriques
px ∈ C[T̂ dx ]S

x
G presque tous égaux à 1, l’ensemble des “noyaux globaux du transfert non ramifié par ρ”

associés KG,ρ
p est “complet” au sens de la définition II.19.
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• La fonction complémentaire

KG,ρ
p,cpl : G(F )\G(A)×G(F )\G(A)×GLr(A)→ C

n’est pas uniquement déterminée par les propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition.
Elle n’est uniquement déterminée que sur la partie du spectre automorphe de G(A) composée des

représentations automorphes partout non ramifiées π telles que, pour toute forme automorphe

h : GLr(F )\GLr(A)/GLr(OA)→ C

qui est un vecteur de la représentation ρ∗(π), on ait l’implication

h 6= 0⇒W(r)h 6= 0 .

�

Au chapitre VII, nous proposerons des formules conjecturales pour la construction de fonctions complé-
mentaires explicites

KG,ρ
p,cpl : G(F )\G(A)×G(F )\G(A)×GLr(A)→ C

vérifiant les propriétés de la proposition ci-dessus, pour toute famille p = (px)x∈|F | de polynômes symétriques
px ∈ C[T̂ dx ]S

x
G presque tous égaux à 1.
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Chapitre V :

Noyaux du transfert automorphe
par l’identité de GL2(C)

1 Transformation de Fourier sur les M2(Fx)

Au début du chapitre III, nous avons choisi un caractère additif continu non trivial

ψ : F\A→ C× .

Sa composante en chaque place x ∈ |F | est un caractère continu non trivial

ψx : Fx → C× .

Les conducteurs
Nψx = min{N ∈ Z | ψx est trivial sur {ax ∈ Fx | vx(ax) ≥ N}}

des composantes locales ψx valent 0 en presque toutes les places x ∈ |F |.
Le groupe additif Fx est muni de la mesure invariante “autoduale” dax qui attribue au sous-groupe ouvert

compact Ox de Fx le volume q
Nψx

2
x . Comme groupe additif, l’algèbre matricielle M2(Fx) s’identifie à F 4

x et

se trouve munie de la mesure invariante “autoduale” induite dmx qui attribue à M2(Ox) le volume q4·
Nψx

2
x .

La ψx-transformation de Fourier sur M2(Fx) est définie de la manière suivante :

Définition V.1. – Pour toute fonction localement constante à support compact f sur M2(Fx), la fonction

f̂ : m′x 7→ f̂(m′x) =
∫
M2(Fx)

dmx · ψx ◦ Tr (tm′x ·mx) · f(mx)

est elle-même localement constante à support compact sur M2(Fx).
On l’appelle la ψx-transformée de Fourier de f .

Rappelons les principales propriétés de la ψx-transformation de Fourier :

Proposition V.2. –
(i) La ψx-transformation de Fourier

f 7→ f̂

définit un automorphisme de l’espace des fonctions localement constantes à support compact sur M2(Fx).
Son automorphisme réciproque n’est autre que la ψ̄x-transformation de Fourier.
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(ii) Si f est une telle fonction sur M2(Fx) et gx est un élément de GL2(Fx), la ψx-transformée de Fourier
de la fonction

mx 7→ f(gx ·mx) [resp. mx 7→ f(mx · gx)]

est égale à
m′x 7→ f̂(tg−1

x ·m′x) · | det(gx)|−2
x [resp. m′x 7→ f̂(m′x · tg−1

x ) · | det(gx)|−2
x ] .

En particulier, si f est invariante à gauche ou à droite par un sous-groupe ouvert compact de GL2(Fx),
f̂ est invariante par le même sous-groupe.
(iii) (Formule de Plancherel)

Pour toutes fonctions f et f ′ localement constantes à support compact sur M2(Fx), leur produit hermitien

〈f, f ′〉 =
∫
M2(Fx)

dmx · f(mx) · f ′(mx)

est égal à celui, 〈f̂ , f̂ ′〉, de leurs transformées de Fourier. �

Si F est une distribution sur M2(Fx), c’est-à-dire une forme linéaire sur l’espace des fonctions localement
constantes à support compact f : M2(Fx)→ C, on définit sa ψx-transformée de Fourier F̂ par la formule

F̂(f̂) = F(f) , ∀ f .

Il résulte de la formule de Plancherel que la ψx-transformation de Fourier des distributions prolonge celle
des fonctions.

Considérons maintenant une représentation lisse admissible (πx, Vπx) du groupe GL2(Fx).

Par définition, l’espace V∨
πx

de sa représentation contragrédiente
∨
πx est constitué des formes linéaires

`x : Vπx → C

qui sont invariantes par un sous-groupe ouvert compact de GL2(Fx).
La forme bilinéaire

V∨
πx
× Vπx → C

(`x, vx) 7→ `x(vx)

est invariante par l’action du groupe GL2(Fx).
On appelle “coefficients matriciels” de πx les fonctions sur GL2(Fx) qui sont de la forme

gx 7→ `x(gx · vx) = (g−1
x · `x)(vx)

pour un choix d’éléments vx ∈ Vπx et `x ∈ V∨πx .

On rappelle les propriétés suivantes :

Lemme V.3. – Soit πx une représentation lisse admissible de GL2(Fx). Alors :

(i) La représentation contragrédiente de
∨
πx s’identifie à πx.

(ii) La représentation πx est irréductible si et seulement s’il en est de même de
∨
πx.

(iii) Si ϕx = GL2(Fx)→ C est un coefficient matriciel de la représentation πx, alors la fonction

GL2(Fx) 3 gx 7→ ϕx(tg−1
x )

est un coefficient matriciel de la représentation contragrédiente
∨
πx. �
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Si πx est une représentation lisse admissible irréductible de GL2(Fx), on sait lui associer

• un facteur L local
C 3 s 7→ Lx(πx, q−sx )

(qui est l’inverse d’un polynôme en q−sx = q−s·deg(x) dont le coefficient constant est égal à 1 et le degré
inférieur ou égal à 2),

• un facteur multiplicatif local
C 3 s 7→ εx(πx, ψx, q−sx )

(qui est un monôme en q−sx ).

On a le résultat fondamental suivant pour le calcul des transformées de Fourier :

Théorème V.4. – Soit πx une représentation lisse admissible irréductible et unitaire de GL2(Fx).
Alors, pour tout coefficient matriciel ϕx de πx, la distribution sur M2(Fx) définie par la fonction

mx 7→ |det(mx)|−1
x · ϕx(mx)

admet pour ψx-transformée de Fourier le produit de la distribution définie par la fonction

m′x 7→ |det(m′x)|−1
x · ϕx(tm′−1

x )

et de la constante

εx(πx, ψx, q−1/2
x ) · Lx(πx, q

−1/2
x )

Lx(
∨
πx, q

−1/2
x )

.

�

2 Formule de Poisson

Rappelons maintenant la définition de la ψ-transformation de Fourier globale sur le groupe adélique
M2(A) muni de la mesure additive dm =

⊗
x∈|F |

dmx.

Définition V.5. – Pour toute fonction localement constante à support compact f sur M2(A), la fonction

f̂ : m′ 7→ f̂(m′) =
∫
M2(A)

dm · ψ ◦ Tr (tm′ ·m) · f(m)

est elle-même localement constante à support compact sur M2(A).
On l’appelle la ψ-transformée de Fourier de f . �

Si f est une fonction sur M2(A) de la forme

f =
⊗
x∈|F |

fx

où chaque fx est une fonction localement constante à support compact sur M2(Fx) et presque toutes les fx
sont égales aux fonctions caractéristiques 1IM2(Ox) des M2(Ox), on a

f̂ =
⊗
x∈|F |

f̂x .
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Autrement dit, la ψ-transformation de Fourier globale sur M2(A) est le produit tensoriel, sur toutes les
places x ∈ |F |, des ψx-transformations de Fourier locales sur les M2(Fx).

Il en résulte que la ψ-transformation de Fourier vérifie les analogues globales des propriétés de la propo-
sition V.2 :

• Elle définit un automorphisme de l’espace des fonctions localement constantes à support compact sur
M2(A), et son automorphisme réciproque n’est autre que la ψ̄-transformation de Fourier.

• Elle transforme la translation à gauche [resp. à droite] par un élément g = (gx)x∈|F | ∈ GL2(A) en la
translation à gauche [resp. à droite] par tg−1 combinée avec la multiplication par la constante |det(g)|−2 =∏
x∈|F |

|det(gx)|−2
x .

• Elle respecte le produit hermitien

(f, f ′) 7→ 〈f, f ′〉 =
∫
M2(A)

dm · f(m) · f ′(m) .

Le groupe additif M2(F ) est un sous-groupe discret du groupe topologique localement compact M2(A).
Le quotient M2(A)/M2(F ) est compact et son volume pour la mesure autoduale dm est égal à 1.

On dispose de la formule de Poisson :

Théorème V.6. – Pour toute fonction localement constante à support compact f sur M2(A), on a∑
γ∈M2(F )

f(γ) =
∑

γ∈M2(F )

f̂(γ)

et, plus généralement, pour tout élément g ∈ GL2(A),∑
γ∈M2(F )

f(g · γ) = |det(g)|−2 ·
∑

γ∈M2(F )

f̂(tg−1 · γ)

et ∑
γ∈M2(F )

f(γ · g) = |det(g)|−2 ·
∑

γ∈M2(F )

f̂(γ · tg−1) .

3 Décomposition spectrale des fonctions sphériques sur M2(Fx)

Dans ce paragraphe on travaille en une place x ∈ |F |.

Commençons par rappeler la décomposition spectrale de l’espace des fonctions sphériques sur GL2(Fx).
On note dgx la mesure de Haar sur GL2(Fx) qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact

maximal K2
x = GL2(Ox), et dkx la restriction de dgx à ce sous-groupe.

L’algèbre de Hecke sphérique H2
x,φ de GL2(Fx) est constituée des fonctions à support compact invariantes

à droite et à gauche par K2
x ; la multiplication dans cette algèbre est définie par le produit de convolution

relativement à la mesure dgx.
On note T2 = Gm × Gm le tore diagonal de GL2, B2 le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires

supérieures et N2 le radical unipotent de B2. On munit T2(Fx) de la mesure de Haar dµx qui attribue le
volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal T2(Ox), et N2(Fx) de la mesure de Haar dnx qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact N2(Ox).
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On dispose du caractère modulaire

ρB2 : B2(Fx)→ T2(Fx)→ qZ
x , µx = (µ1, µ2) 7→

∣∣∣∣µ1

µ2

∣∣∣∣
x

= qvx(µ2)−vx(µ1)
x .

L’isomorphisme de Satake
S2
x : H2

x,∅
∼−→ C[X±1

1 , X±1
2 ]S2

associe à toute fonction sphérique hx ∈ H2
x,∅ le polynôme symétrique S2

x(hx) en les variables X±1
1 et X±1

2

défini par la formule

S2
x(hx) =

∫
µx=(µ1,µ2)

dµx ·X−vx(µ1)
1 ·X−vx(µ2)

2 · ρ1/2
B2

(µx) ·
∫
N2(Fx)

dnx · hx(µx nx) .

On note T̂2 = C× × C× le tore complexe dual de T2.
Pour tout élément λ = (λ1, λ2) de T̂2, on note

V 2
x,λ : GL2(Fx)→ C

l’unique fonction

• invariante à droite par K2
x = GL2(Ox),

• invariante à gauche par N2(Fx),

• telle que, pour tout élément µx = (µ1, µ2) ∈ T2(Fx), on ait

V 2
x,λ(µx) = ρ

1/2
B2

(µx) · λvx(µ1)
1 · λvx(µ2)

2 .

Enfin, on note
ϕ2
x,λ : GL2(Fx)→ C

la fonction invariante à droite et à gauche par K2
x = GL2(Ox) définie par la formule

ϕ2
x,λ(gx) =

∫
K2
x

dkx · V 2
x,λ(kx · gx) , ∀ gx ∈ GL2(Fx) .

Les fonctions V 2
x,λ et ϕ2

x,λ vérifient les propriétés suivantes, qui justifient leur construction :

Théorème V.7. –
(i) Pour tout élément λ = (λ1, λ2) ∈ T̂2 = C× × C×, on a

V 2
x,λ ∗ ϕx = S2

x(ϕx)(λ) · V 2
x,λ , ∀ϕx ∈ H2

x,∅ .

(ii) Pour tout élément λ = (λ1, λ2) ∈ T̂2, ϕ2
x,λ est l’unique fonction

K2
x\GL2(Fx)/K2

x → C

telle que

• ϕ2
x,λ ∗ ϕx = ϕx ∗ ϕ2

x,λ = S2
x(ϕx)(λ) · ϕ2

x,λ , ∀ϕx ∈ H2
x,∅,

• ϕ2
x,λ(1) = 1.
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(iii) Pour tout élément gx ∈ GL2(Fx), la fonction

T̂2 = C× × C× → C
λ = (λ1, λ2) 7→ ϕ2

x,λ(gx)

est une fonction polynomiale symétrique de λ±1
1 et λ±1

2 .
(iv) Munissons le tore réel compact

Im T̂2 = U(1)× U(1) ⊂ C× × C× = T̂2

de la mesure symétrique de Plancherel

dλ =
1
2
·

[
1− λ1

λ2

1− λ1
qx λ2

+
1− λ2

λ1

1− λ2
qx λ1

]
· dλ1 · dλ2

=
1 + 1

qx

2
·

(
1− λ1

λ2

)(
1− λ2

λ1

)
(

1− λ1
qx λ2

)(
1− λ2

qx λ1

) · dλ1 · dλ2

(où dλ1 et dλ2 désignent la mesure invariante de volume 1 sur le cercle unité U(1) ⊂ C×).
Alors on a pour toute fonction sphérique ϕx ∈ H2

x,∅

ϕx(gx) =
∫

Im T̂2

dλ · S2
x(ϕx)(λ) · ϕ2

x,λ(gx) , ∀ gx ∈ GL2(Fx) .

Remarque. Les parties (ii), (iii) et (iv) de ce théorème sont le cas particulier du théorème IV.3 qui correspond
à G = GL2. Elles apportent dans ce cas deux précisions supplémentaires : la construction explicite des
fonctions propres ϕ2

x,λ à partir des fonctions V 2
x,λ, et la forme explicite de la mesure de Plancherel dλ sur

Im T̂2. �

Passons maintenant aux fonctions sur GL2(Fx) qui sont invariantes à droite et à gauche par K2
x et se

prolongent en des fonctions localement constantes à support compact sur M2(Fx).
On a :

Théorème V.8. –
(i) Les fonctions

GL2(Fx)→ C

qui{
• sont invariantes à droite et à gauche par K2

x = GL2(Ox),
• se prolongent par continuité en une fonction localement constante à support compact sur M2(Fx),

sont exactement les fonctions de la forme

gx 7→ ϕ2
x,p(gx) = |det(gx)|−1

x ·
∫
λ=(λ1,λ2)∈ Im T̂2

dλ · p(λ1, λ2)

(1− λ−1
1 q
−1/2
x )(1− λ−1

2 q
−1/2
x )

· ϕ2
x,λ(gx)

associées aux polynômes symétriques p ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
(ii) La fonction 1IM2(Ox) caractéristique de M2(Ox) n’est autre que la fonction ϕ2

x,1 associée au polynôme
p = 1.
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(iii) Si p ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 est un polynôme symétrique et ϕx ∈ H2
x,∅ est une fonction sphérique à support

compact sur GL2(Fx) dont la transformée de Satake S2
x(ϕx) ∈ C[X±1

1 , X±1
2 ]S2 est écrite sous la forme

S2
x(ϕx) = p0(q−1

x X1, q
−1
x X2) ,

on a
ϕ2
x,p ∗ ϕx = ϕx ∗ ϕ2

x,p = ϕ2
x,pp0

.

�

On déduit des propriétés (ii) et (iii) de ce théorème :

Corollaire V.9. – Soit un polynôme symétrique p ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
Si ϕx ∈ H2

x,∅ est la fonction sphérique à support compact sur GL2(Fx) telle que

S2
x(ϕx) = p(q−1

x X1, q
−1
x X2) ,

on a pour toute matrice mx ∈M2(Fx) la formule

ϕ2
x,p(mx) =

∫
GL2(Fx)

dgx · ϕx(gx) · 1IM2(Ox) (g−1
x ·mx) .

En particulier, on a

ϕ2
x,p(0) =

∫
GL2(Fx)

dgx · ϕx(gx) = p(q−1/2
x , q−3/2

x ) .

�

Si πx est la représentation sphérique irréductible unitaire qui correspond à un élément λ = (λ1, λ2) de
Im T̂2 = U(1)× U(1), on a

Lx(πx, q−1/2
x ) =

1

(1− λ1 q
−1/2
x )(1− λ2 q

−1/2
x )

,

Lx(
∨
πx, q

−1/2
x ) =

1

(1− λ−1
1 q

−1/2
x )(1− λ−1

2 q
−1/2
x )

,

εx(πx, ψx, q−1/2
x ) = (λ1 λ2)Nψx .

De plus, la fonction ϕ2
x,λ : GL2(Fx) → C est un “coefficient matriciel” de la représentation πx et la

fonction gx 7→ ϕ2
x,λ(tg−1

x ) n’est autre que ϕ2
x,λ−1 .

On déduit donc du théorème V.4 :

Lemme V.10. – Pour tout élément λ = (λ1, λ2) ∈ Im T̂2 = U(1)×U(1), la distribution sur M2(Fx) définie
par la fonction

mx 7→ |det(mx)|−1
x · ϕ2

x,λ(mx)

admet pour ψx-transformée de Fourier le produit de la distribution définie par la fonction

m′x 7→ |det(m′x)|−1
x · ϕ2

x,λ−1(m′x)

et de la constante

(λ1 λ2)Nψx · (1− λ−1
1 q

−1/2
x )(1− λ−1

2 q
−1/2
x )

(1− λ1 q
−1/2
x )(1− λ2 q

−1/2
x )

�
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On déduit de ce lemme :

Corollaire V.11. – Soit un polynôme symétrique p ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
Alors la fonction localement constante à support compact sur M2(Fx)

ϕ2
x,p

admet pour ψx-transformée de Fourier la fonction

ϕ2
x,p′

associée au polynôme symétrique

p′(X1, X2) = (X1X2)−Nψx · p(X−1
1 , X−1

2 ) .

�

4 Construction de noyaux locaux

Commençons par rappeler la définition des fonctions de Whittaker. Leur construction générale sur
GLr(Fx) a été donnée dans la définition III.11 mais elle peut être rendue plus explicite encore sur GL2(Fx).

Supposons d’abord que le caractère local ψx : Fx → C× est régulier c’est-à-dire a pour conducteur
Nψx = 0.

Si λ = (λ1, λ2) est un élément de Im T̂2 = U(1)× U(1), la fonction de Whittaker

W 2,ψx
x,λ : GL2(Fx)→ C

associe à tout élḿent gx ∈ GL2(Fx), écrit sous la forme d’Iwasawa

gx =
(

1 u
0 1

)
·
(
µ1 0
0 µ2

)
· kx ,

l’expression

ψx(u)−1 · ρ1/2
B2

(
µ1

µ2

)
·

∑
n1+n2=vx(µ1 µ2)

vx(µ1)≥n1,n2≥vx(µ2)

λn1
1 λn2

2 .

Si le caractère ψx n’est pas régulier, on l’écrit sous la forme

ψx(ax) = ψ′x(γ−1
x ax) , ax ∈ Fx ,

où γx ∈ F×x est un élément de valuation vx(γx) = Nψx si bien que ψ′x : Fx → C est un caractère additif
régulier, et on définit la fonction de Whittaker

W 2,ψx
x,λ : GL2(Fx)→ C

par la formule

W 2,ψx
x,λ (gx) = W

2,ψ′x
x,λ

((
γ−1
x 0
0 1

)
· gx
)

= W
2,ψ′x
x,λ

((
1 0
0 γx

)
· gx
)
· (λ1 λ2)−Nψx .

Cette définition ne dépend pas du choix de l’élément γx ∈ F×x de valuation Nψx .

Les fonctions de Whittaker W 2,ψx
x,λ ne dépendent pas de l’ordre des deux composantes de λ = (λ1, λ2).

Comme cas particulier de la proposition III.12, elles vérifient les propriétés suivantes, qui les caractérisent :
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• Elles sont invariantes à droite par K2
x = GL2(Ox).

• Pour tout élément ϕx de l’algèbre de Hecke sphérique H2
x,∅, on a

W 2,ψx
x,λ ∗ ϕx = S2

x(ϕx)(λ) ·W 2,ψx
x,λ .

• Pour tous éléments u ∈ Fx et gx ∈ GL2(Fx), on a

W 2,ψx
x,λ

((
1 u
0 1

)
· gx
)

= ψx(u)−1 ·W 2,ψx
x,λ (gx) .

• Pour tout élément γx ∈ F×x de valuation vx(γx) = Nψx , on a

W 2,ψx
x,λ

((
γx 0
0 1

))
= 1 .

Notons
ρ2 = GL2(C)→ GL2(C)

la représentation “standard” de GL2(C), c’est-à-dire son automorphisme identique.
Dans ce cas particulier, la construction générale des noyaux locaux du transfert non ramifié – donnée

dans la définition IV.4 – devient :

Définition V.12. – On appelle “noyaux locaux du transfert par ρ2” les fonctions

Kρ2,ψx
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

définies par des intégrales de la forme

Kρ2,ψx
x,px (g, g′) =

∫
Im T̂2

dλ · px(λ) · ϕ2
x,λ(g) ·W 2,ψx

x,λ (g′)

pour un polynôme symétrique px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 . �

Pour tout polynôme symétrique px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 , la fonction Kρ2,ψx
x,px est invariante à droite par

GL2(Ox)×GL2(Ox).
Si ϕx est un élément de l’algèbre de Hecke sphérique H2

x,∅, on a

ρ∗2(ϕx) = ϕx

et, en notant S2
x(ϕx) = p,

Kρ2,ψx
x,px ∗1 ϕx = Kρ2,ψx

x,px ∗2 ϕx = Kρ2,ψx
x,pxp .

Enfin, comme dλ est la mesure de Plancherel sur Im T̂2, on a pour tout élément λ de Im T̂2∫
GL2(Fx)

dgx · ϕ2
x,λ(gx) ·Kρ2,ψx

x,px (gx, g′) = px(λ) ·W 2,ψx
x,λ (g′) , ∀ g′ ∈ GL2(Fx) .
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5 Échange par transformation de Fourier

Nous allons démontrer le théorème suivant :

Théorème V.13. – En une place x ∈ |F |, considérons un polynôme symétrique

px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 ,

un caractère multiplicatif unitaire (éventuellement ramifié)

ω : F×x → C×

et trois éléments
g1, g2, g

′ ∈ GL2(Fx) .

Alors :
(i) Les deux fonctions sur GL2(Fx)

mx 7→ f(mx) = ω(det(mx))−1 · | det(mx)|−1
x ·

∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψx
x,px

(
g−1

1 · tm−1
x · g2,

(
µ 0
0 1

)
· g′
)

m′x 7→ f ′(m′x) = ω(det(m′x)) · | det(m′x)|−1
x ·

∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψ̄x
x,px

(
g−1

1 · m′x · g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)

se prolongent par continuité en des fonctions localement constantes à support compact sur M2(Fx).
(ii) La fonction m′x 7→ f ′(m′x) est la ψx-transformée de Fourier de la fonction mx 7→ f(mx).
(iii) Lorsque le caractère additif ψx est régulier, que le caractère multiplicatif ω est non ramifié, que px = 1 et
que les trois éléments g1, g2, g

′ sont dans GL2(Ox), les fonctions f et f ′ sont toutes deux égales à la fonction
caractéristique 1IM2(Ox).

Démonstration. D’après la propriété de variance des transformées de Fourier de la proposition V.2(ii), il
suffit de prouver le théorème lorsque g1 = g2 = 1, ce que nous supposerons.

La démonstration repose sur le cas particulier des rangs 1 et 2 du théorème d’équation fonctionnelle
locale des fonctions L de paires :

Théorème V.14. (Jacquet, Langlands) – Pour tout élément g′ ∈ GL2(Fx) et tout caractère multiplicatif
unitaire ω : F×x → C×, on a :
(i) L’intégrale

Im T̂2 → C

λ = (λ1, λ2) 7→
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·W 2,ψx
x,λ

((
µ 0
0 1

)
· g′
)

est partout bien définie et de la forme
pω,g′(λ1, λ2) si ω est ramifié,

pω,g′(λ1, λ2)

(1− zω λ1 q
−1/2
x )(1− zω λ2 q

−1/2
x )

si ω est non ramifié et zω désigne sa valeur propre,

où pω,g′ est un polynôme symétrique, élément de C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
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(ii) De même, l’intégrale

Im T̂2 → C

λ = (λ1, λ2) 7→
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·W 2,ψ̄x
x,λ

((
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)

est partout bien définie et de la forme
p′ω,g′(λ1, λ2) si ω est ramifié,

p′ω,g′(λ1, λ2)

(1− z−1
ω λ−1

1 q
−1/2
x )(1− z−1

ω λ−1
2 q

−1/2
x )

si ω est non ramifié,

où p′ω,g′ est un polynôme symétrique, élément de C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
(iii) Les polynômes pω,g′ et p′ω,g′ sont liés par la relation suivante, dite “équation fonctionnelle locale”,

p′ω,g′(X1, X2) = pω,g′(X1, X2) · ε(ω, ψ̄x, X1 q
−1/2
x )−1 · ε(ω, ψ̄x, X2 q

−1/2
x )−1

où ε(ω, ψ̄x, Xq
−1/2
x ) est un monôme en X, égal à

(zωX)Nψx

si le caractère ω est non ramifié.
(iv) Lorsque le caractère ψx est régulier, que le caractère ω est non ramifié et que g′ est élément de GL2(Ox),
les deux polynômes pω,g′ et p′ω,g′ sont égaux à 1. �

Suite de la démonstration du théorème V.13. Traitons d’abord le cas où le caractère unitaire

ω : F×x → C×

est non ramifié.
Avec les notations des énoncés des théorèmes V.13 et V.14, on a :

f(mx) = ω(det(mx))−1 · | det(mx)|−1
x

·
∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · px(λ) · ϕ2
x,λ(tm−1

x ) · pω,g′(λ1, λ2)

(1− zω λ1 q
−1/2
x )(1− zω λ2 q

−1/2
x )

= |det(mx)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · ϕ2
x,(λ−1

1 z−1
ω ,λ−1

2 z−1
ω )

(mx) · (px · pω,g′)(λ1, λ2)

(1− zω λ1 q
−1/2
x )(1− zω λ2 q

−1/2
x )

Comme la mesure de Plancherel dλ sur Im T̂2 = U(1)×U(1) est invariante par l’action diagonale du groupe
U(1) ainsi que par l’involution de passage à l’inverse, on obtient encore :

f(mx) = |det(mx)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · (px · pω,g′)(z−1
ω λ−1

1 , z−1
ω λ−1

2 )

(1− λ−1
1 q
−1/2
x )(1− λ−1

2 q
−1/2
x )

· ϕ2
x,λ(mx)

De même, on a :

f ′(m′x) = ω(det(m′x)) · | det(m′x)|−1
x

·
∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · px(λ) · ϕ2
x,λ(m′x) ·

p′ω,g′(λ1, λ2)

(1− z−1
ω λ−1

1 q
−1/2
x )(1− z−1

ω λ−1
2 q
−1/2
x )

= |det(m′x)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · ϕ2
x,(λ1zω,λ2zω)(m

′
x) ·

(px · p′ω,g′)(λ1, λ2)

(1− z−1
ω λ−1

1 q
−1/2
x )(1− z−1

ω λ−1
2 q
−1/2
x )

= |det(m′x)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ ·
(px · p′ω,g′)(z−1

ω λ1, z
−1
ω λ2)

(1− λ−1
1 q
−1/2
x )(1− λ−1

2 q
−1/2
x )

· ϕ2
x,λ(m′x)
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Or, d’après l’équation fonctionnelle locale du théorème V.14(iii), on a la relation

p′ω,g′(z
−1
ω λ1, z

−1
ω λ2) = pω,g′(z−1

ω λ1, z
−1
ω λ2) · (λ1λ2)−Nψx .

Le théorème V.8(i) implique que les fonctions f et f ′ sont localement constantes à support compact sur
M2(Fx), et le corollaire V.11 implique que f ′ est la ψx-transformée de Fourier de la fonction f .

Si ω est non ramifié comme ci-dessus, ψx est régulier, g′ est élément de GL2(Ox) et px = 1, on a

px · pω,g′ = 1

et
px · p′ω,g′ = 1

si bien que, d’après le théorème V.8(ii), les fonctions f et f ′ sont égales à la fonction caractéristique 1IM2(Ox)

de M2(Ox) dans M2(Fx).

Il reste à traiter le cas où le caractère unitaire ω est ramifié.
Dans ce cas, on peut écrire :

f(mx) = ω(det(mx))−1 · | det(mx)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · px(λ) · ϕ2
x,λ(tm−1

x ) · pω,g′(λ)

= ω(det(mx))−1 · | det(mx)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · (px pω,g′)(λ) · ϕ2
x,(λ−1

1 ,λ−1
2 )

(mx)

= ω(det(mx))−1 · | det(mx)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · (px pω,g′)(λ−1
1 , λ−1

2 ) · ϕ2
x,λ(mx)

De même, on peut écrire :

f ′(m′x) = ω(det(m′x)) · | det(m′x)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · px(λ) · ϕ2
x,λ(m′x) · p′ω,g′(λ)

= ω(det(m′x)) · | det(m′x)|−1
x ·

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2

dλ · (px pω,g′)(λ)

· ε(ω, ψ̄x, λ1 q
−1/2
x )−1 · ε(ω, ψ̄x, λ2 q

−1/2
x )−1 · ϕ2

x,λ(m′x)

Ainsi, f et f ′ sont des fonctions localement constantes à support compact sur GL2(Fx) et, a fortiori, sur
M2(Fx).

Pour tout élément λ = (λ1, λ2) de Im T̂2 = U(1)× U(1), la fonction

mx 7→ ϕ2
x,λ(mx)

est un “coefficient matriciel” de la représentation sphérique irréductible unitaire πx de GL2(Fx) qui corres-
pond au caractère λ de l’algèbre C[X±1

1 , X±1
2 ]S2 ∼= H2

x,∅. Donc la fonction

mx 7→ ϕ2
x,λ(tm−1

x ) = ϕ2
x,λ−1(mx)

est un coefficient matriciel de la représentation contragrédiente
∨
πx, et la fonction

mx 7→ ω(det(mx))−1 · ϕx,λ−1(mx)

est un coefficient matriciel de la représentation ramifiée
∨
πx ⊗ ω(det(•))−1.
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Or on a
Lx(

∨
πx ⊗ ω(det(•))−1, q−1/2

x ) = 1 ,

Lx(πx ⊗ ω(det(•)), q−1/2
x ) = 1 ,

et

εx(
∨
πx ⊗ ω(det(•))−1, ψx, q

−1/2
x ) = εx(ω−1, ψx, λ

−1
1 q−1/2

x ) · εx(ω−1, ψx, λ
−1
2 q−1/2

x )

= εx(ω, ψ̄x, λ1 q
−1/2
x )−1 · εx(ω, ψ̄x, λ2 q

−1/2
x )−1 .

D’après le théorème V.4, la distribution sur M2(Fx) définie par la fonction

mx 7→ |det(mx)|−1
x · ω(det(mx))−1 · ϕ2

x,λ−1(mx)

admet pour ψx-transformée de Fourier la distribution définie par la fonction

m′x 7→ |det(m′x)|−1
x · ω(det(m′x)) · ϕ2

x,λ(m′x) · ε(ω, ψ̄x, λ1 q
−1/2
x )−1 · ε(ω, ψ̄x, λ2 q

−1/2
x )−1 .

Il en résulte comme annoncé que f ′ est la ψx-transformée de Fourier de la fonction f .
Cela termine la démonstration du théorème V.13. �

6 Calcul des termes de bord

Rappelons que pour tout élément λ = (λ1, λ2) de T̂2, nous avons noté

V 2
x,λ : GL2(Fx)→ C

l’unique fonction invariante à droite par K2
x = GL2(Ox) et invariante à gauche par N2(Fx) telle que

V 2
x,λ(µx) = ρ

1/2
B2

(µx) · λvx(µ1)
1 · λvx(µ2)

2 , ∀µx = (µ1, µ2) ∈ T2(Fx) = F×x × F×x .

On note aussi
W 2,0
x,λ : GL2(Fx)→ C

la fonction définie par la formule

W 2,0
x,λ(gx) = V 2

x,λ

((
γ−1
x 0
0 1

)
· gx
)

= V 2
x,λ

((
1 0
0 γx

)
· gx
)
· (λ1 λ2)−Nψx

où γx désigne n’importe quel élément de F×x de valuation vx(γx) = Nψx . Comme V 2
x,λ, W 2,0

x,λ est invariante à
droite par GL2(Ox) et invariante à gauche par N2(Fx). Elle cöıncide avec V 2

x,λ si ψx est régulier et en diffère
par une translation à gauche si Nψx 6= 0.

D’autre part, notons

Bop
2 =

{(
µ1 0
u µ2

)}
le sous-groupe de Borel opposé de B2,

Nop
2 =

{(
1 0
u 0

)}
son radical unipotent et

ρBop
2

: Bop
2 (Fx)→ qZ

x

le caractère modulaire associé. Les caractères ρBop
2

et ρ−1
B2

cöıncident sur le tore diagonal T2(Fx) = F×x ×F×x .
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Pour tout élément λ = (λ1, λ2) de T̂2 = C× × C×, soit

V 2,op
x,λ : GL2(Fx)→ C

l’unique fonction invariante à droite par K2
x = GL2(Ox) et invariante à gauche par Nop

2 (Fx) telle que

V 2,op
x,λ (µx) = ρ

1/2

Bop
2

(µx) · λvx(µ1)
1 · λvx(µ2)

2 , ∀µx = (µ1, µ2) ∈ T2(Fx) .

On a
V 2,op
x,λ (gx) = V 2

x,λ−1(tg−1
x ) , ∀ gx ∈ GL2(Fx) .

Nous pouvons maintenant introduire de nouveaux noyaux locaux, qui s’avèreront des formes de dégénérescences
des noyaux locaux Kρ2,ψx

x,px de la définition V.12 :

Définition V.15. – Soit px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 un polynôme symétrique.
(i) On note

Kρ2,0
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

la fonction définie par la formule intégrale

Kρ2,0
x,px(g1, g2, g

′) =
∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2=U(1)×U(1)

dλ1 · dλ2

1− q−1
x · λ1

λ2

· px(λ) · V 2
x,λ−1(g1) · V 2,op

x,λ (g2) ·W 2,0
x,λ(g′)

où dλ1 et dλ2 désignent la mesure invariante de volume 1 sur le cercle unité U(1).
(ii) On note

Kρ2,00
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

la fonction définie par la formule intégrale

Kρ2,00
x,px (g, g′) =

∫
U(1)

dλ1 · px(λ1 q
1/2
x , λ1 q

−1/2
x ) · λvx(det(g))

1 ·W 2,0

x,(λ1q
−1/2
x ,λ1q

1/2
x )

(g′) .

Remarque. Toutes les fonctions g′ 7→W 2,0

x,(λ1q
1/2
x ,λ1q

−1/2
x )

(g′) se factorisent à travers l’homomorphisme g′ 7→

vx(det(g′)) mais ce n’est pas le cas des fonctions g′ 7→W 2,0

x,(λ1q
−1/2
x ,λ1q

1/2
x )

(g′) qui apparaissent dans la formule

intégrale de définition des noyaux Kρ2,00
x,px . �

Les fonctions Kρ2,0
x,px sont invariantes à droite par GL2(Ox)×GL2(Ox)×GL2(Ox). Elles sont invariantes

à gauche par
N2(Fx)×Nop

2 (Fx)×N2(Fx)

ainsi que par le noyau de l’homomorphisme

T2(Fx)× T2(Fx)× T2(Fx)→ T2(Fx)

(µ1, µ2, µ
′) 7→ µ−1

1 µ2 µ
′ .

Enfin, on a pour toute fonction sphérique ϕx ∈ H2
x,∅

Kρ2,0
x,px ∗3 ϕx = Kρ2,0

x,px ∗2 ϕx = Kρ2,0
x,px ∗1 ϕ

∨
x ,

ce qui justifie de considérer aussi les Kρ2,0
x,px comme des noyaux locaux du transfert non ramifié par ρ2.
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Pour tout λ1 ∈ C×, la fonction
g 7→ λ

vx(det(g))
1

n’est autre que
ϕ2

x,(λ1q
−1/2
x ,λ1q

1/2
x )

= ϕ2

x,(λ1q
1/2
x ,λ1q

−1/2
x )

= V 2

x,(λ1q
1/2
x ,λ1q

−1/2
x )

.

Les fonctions
Kρ2,00
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

sont invariantes à droite par
GL2(Ox)×GL2(Ox)

et invariantes à gauche par
SL2(Fx)×N2(Fx) .

Leurs restrictions à
GL2(Fx)× T2(Fx)

s’écrivent(
g,

(
µ1 0
0 µ2

))
7→
∫
U(1)

dλ1 · px(λ1 q
1/2
x , λ1 q

−1/2
x ) · λvx(det(g1))

1 · (λ1 q
−1
x )vx(µ1) · (λ1 qx)vx(µ2) .

Enfin, on a pour toute fonction sphérique ϕx ∈ H2
x,∅

Kρ2,00
x,px ∗2 ϕx = Kρ2,00

x,px ∗1 ϕx

ce qui justifie de considérer aussi les Kρ2,00
x,px comme des noyaux locaux du transfert non ramifié par ρ2.

Nous pouvons maintenant compléter l’énoncé du théorème V.13 par le calcul suivant des termes de bord :

Théorème V.16. – En une place x ∈ |F |, considérons un polynôme symétrique

px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 ,

un caractère multiplicatif unitaire
ω : F×x → C×

et trois éléments g1, g2, g
′ ∈ GL2(Fx).

Soient f et f ′ les deux fonctions localement constantes à support compact sur M2(Fx) définies sur
GL2(Fx) par les formules intégrales du théorème V.13

f(mx) = ω(det(mx))−1 · | det(mx)|−1
x ·

∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψx
x,px

(
g−1

1 · tm−1
x · g2,

(
µ 0
0 1

)
· g′
)
,

f ′(m′x) = ω(det(m′x)) · | det(m′x)|−1
x ·

∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψ̄x
x,px

(
g−1

1 ·m′x · g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)
.

Alors :
(i) Si le caractère ω est ramifié, les fonctions f et f ′ s’annulent en les matrices de M2(Fx) qui ne sont pas
inversibles.
(ii) Si le caractère ω est non ramifié et mx est une matrice de rang 1 de M2(Fx), écrite sous la forme

mx = tγ1 ·
(

0 0
0 1

)
· tγ−1

2 , avec γ1, γ2 ∈ GL2(Fx) ,
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on a

f(mx) = ω(det(γ−1
1 γ2)) · | det(γ−1

1 γ2)|x ·
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,0
x,px

(
γ1 g1, γ2 g2,

(
µ 0
0 1

)
· g′
)
.

De même, si m′x est une matrice de rang 1 de M2(Fx), écrite sous la forme

m′x = γ′−1
1 ·

(
1 0
0 0

)
· γ′2 avec γ′1, γ

′
2 ∈ GL2(Fx) ,

on a

f ′(m′x) = ω(det(γ′−1
1 γ′2)) · | det(γ′−1

1 γ′2)|−1
x ·

∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,0
x,px

(
γ′1 g1, γ

′
2 g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)
.

(iii) Si le caractère ω est non ramifié, on a

f(0) =
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,00
x,px

(
g−1

1 g2,

(
µ 0
0 1

)
· g′
)

et

f ′(0) =
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,00
x,px

(
g−1

1 g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)
.

Démonstration.
(i) Si le caractère ω est ramifié, il résulte des théorèmes V.14(i)(ii) et V.7(iv) que les fonctions f et f ′ sont
supportées par des parties compactes de l’ouvert GL2(Fx) de M2(Fx).

Pour (ii) et (iii), examinons d’abord la dépendance par rapport au caractère local ψx de la fonction f
[resp. f ′] et des expressions proposées dans l’énoncé du théorème pour ses valeurs en les matrices de rang 1
ou 0.

Si on écrit le caractère ψx sous la forme

ψx(ax) = ψ′x(γ−1
x ax) , ax ∈ Fx ,

où γx est un élément de F×x de valuation vx(γx) = Nψx et ψ′x est un caractère régulier, remplacer ψx par ψ′x

équivaut à remplacer partout l’élément g′ par
(
γx 0
0 1

)
· g′ [resp. par

(
1 0
0 γx

)
· g′].

On peut donc supposer que ψx est régulier.

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme V.17. – Soient ω : F×x → C× un caractère unitaire, g′ un élément de GL2(Fx) et u un élément de
Fx.
(i) Comme fonction de λ = (λ1, λ2) ∈ Im T̂2, la différence des deux intégrales∫

F×x

dµ · ω(µ) ·W 2,ψx
x,λ

((
µ 0
0 1

)
·
(

1 u
0 1

)
· g′
)
−
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·W 2,ψx
x,λ

((
µ 0
0 1

)
· g′
)

[resp.
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·W 2,ψ̄x
x,λ

((
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
·
(

1 0
u 1

)
· g′
)

−
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·W 2,ψ̄x
x,λ

((
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)

]
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est un polynôme élément de C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
(ii) Pour tous éléments g1, g2 ∈ GL2(Fx), la différence∫

F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψx
x,px

(
g−1

1 · tm−1
x · g2,

(
µ 0
0 1

)
·
(

1 u
0 1

)
· g′
)

−
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψx
x,px

(
g−1

1 · tm−1
x · g2,

(
µ 0
0 1

)
· g′
)

[resp.
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψ̄x
x,px

(
g−1

1 ·m′x · g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
·
(

1 0
u 1

)
· g′
)

−
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,ψ̄x
x,px

(
g−1

1 ·m′x · g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)

]

est une fonction de mx [resp. m′x] à support compact dans GL2(Fx).

Démonstration du lemme.
(i) Cette différence est égale à∫

F×x

dµ · ω(µ) · [ψx(µu)− 1] ·W 2,ψx
x,λ

((
µ 0
0 1

)
· g′
)

[resp.
∫
F×x

dµ · ω(µ) · [ψ̄x(µ−1 u)− 1] ·W 2,ψ̄x
x,λ

((
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)

].

Or on a
ψx(µu) = 1 si vx(µu) ≥ Nψx

[resp. ψ̄x(µ−1 u) = 1 si vx(µ−1 u) ≥ Nψx ].

D’autre part, la fonction de Whittaker

W 2,ψx
x,λ

((
µ 0
0 1

)
· g′
)

[resp. W 2,ψ̄x
x,λ

((
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)

]

s’annule si vx(µ) est assez petit [resp. assez grand] en fonction de l’élément fixé g′.
Ne contribuent donc aux intégrales ci-dessus qu’un nombre fini de valuations possibles de µ. D’où le

résultat de (i).
(ii) est conséquence de (i) d’après la définition des fonctions noyaux Kρ2,ψx

x,px et Kρ2,ψ̄x
x,px et le théorème V.7(iv).

�

Suite de la démonstration du théorème V.16(ii)(iii). Examinons la dépendance par rapport à g′ ∈
GL2(Fx) des valeurs de f [resp. f ′] en les matrices de M2(Fx) de rang 1 ou 0 et des expressions proposées
pour ces valeurs dans les parties (ii) et (iii) du théorème.

Toutes sont invariantes à droite par GL2(Ox) = K2
x.

D’après le lemme V.17 ci-dessus, elles sont également invariantes à gauche parN2(Fx) =
{(

1 u
0 1

) ∣∣∣u ∈ Fx}
[resp. par

(
0 1
1 0

)
·N2(Fx) ·

(
0 1
1 0

)
=
{(

1 0
u 1

) ∣∣∣u ∈ Fx} = Nop
2 (Fx)].

Voyons comment sont modifiées les fonctions f et f ′ sur M2(Fx) lorsque g′ est remplacé par(
µ1 0
0 µ2

)
· g′ avec µ1, µ2 ∈ F×x .
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Cela revient à remplacer le polynôme px(X1, X2) par

px(X1, X2) · (X1X2)vx(µ2)

et à multiplier les fonctions obtenues par la constante

ω−1

(
µ1

µ2

)
= ω

(
µ2

µ1

)
.

Il résulte des définitions des fonctions Kρ2,0
x,px et Kρ2,00

x,px que les différentes expressions proposées dans les

parties (ii) et (iii) du théorème se transforment de la même façon quand on remplace g′ par
(
µ1 0
0 µ2

)
· g′.

On peut donc supposer que g′ = 1, ce que nous ferons désormais.

Examinons maintenant la dépendance par rapport au polynôme px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 et aux éléments
g1, g2 ∈ GL2(Fx) des fonctions f et f ′ ainsi que des différentes expressions de (ii) et (iii).

Si ϕx ∈ H2
x,∅ est une fonction sphérique à support compact sur GL2(Fx) dont la transformée de Satake

est un polynôme S2
x(ϕx) = p ∈ C[X±1

1 , X±1
2 ]S2 , la convolution à droite par ϕx en la variable g2 équivaut au

remplacement du polynôme px par pxp.
On peut donc supposer que px = 1.

Comme le caractère ψx est régulier, que le caractère ω est non ramifié, que px = 1 et que g′ = 1, on
obtient, d’après le théorème V.13(iii), les expressions suivantes pour les fonctions f et f ′ :

f(mx) = ω(det(g1g
−1
2 )) · | det(g1g

−1
2 )|x · 1IM2(Ox)(tg1 ·mx · tg−1

2 )

f ′(m′x) = ω(det(g1g
−1
2 )) · | det(g−1

1 g2)|x · 1IM2(Ox)(g−1
1 ·m′x · g2)

D’autre part, on a∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,00
x,px

(
g−1

1 g2,

(
µ 0
0 1

)
· g′
)

=
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·
∫
U(1)

dλ1 · λ
vx(det(g−1

1 g2))+vx(µ)
1 · q−vx(µ)

x

= ω(det(g1g
−1
2 )) · | det(g1g

−1
2 )|x

et de même∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,00
x,px

(
g−1

1 g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

)
· g′
)

= ω(det(g1g
−1
2 )) · | det(g−1

1 g2)|x .

Cela achève la preuve de (iii).

Reste à terminer la preuve de (ii).
Supposons que mx [resp. m′x] est écrit sous la forme

mx = tγ1 ·
(

0 0
0 1

)
· tγ−1

2 [resp. m′x = γ′−1
1 ·

(
1 0
0 0

)
· γ′2 ].

Examinons la dépendance par rapport aux variables

g1, g2 , γ1 g1 , γ2 g2 [resp. g1, g2 , γ
′
1 g1 , γ

′
2 g2 ]

de f(mx) [resp. f ′(m′x)] et de l’expression proposée pour cette valeur dans la partie (ii) du théorème.
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Comme
det(γ−1

1 γ2) = det(g1 g
−1
2 ) · det((γ1 g1)−1 · (γ2 g2))

[resp. det(γ′−1
1 γ′2) = det(g1 g

−1
2 ) · det((γ′1 g1)−1 · (γ′2 g2)) ],

la dépendance par rapport aux variables g1 et g2 existe uniquement à travers det(g−1
1 g2).

Par rapport aux variables γ1 g1 et γ2 g2 [resp. γ′1 g1 et γ′2 g2], les deux côtés de l’égalité à démontrer sont
invariants à droite par GL2(Ox)×GL2(Ox) et invariants à gauche par N2(Fx)×Nop

2 (Fx).
On peut donc supposer que

γ1 g1 =
(
µ1 0
0 ν1

)
et γ2 g2 =

(
µ2 0
0 ν2

)

[resp. γ′1 g1 =
(
µ1 0
0 ν1

)
et γ′2 g2 =

(
µ2 0
0 ν2

)
].

Dans cette situation, la fonction caractéristique

1IM2(Ox)

(
tg1

tγ1 ·
(

0 0
0 1

)
· tγ−1

2
tg−1

2

)

[resp. 1IM2(Ox)

(
g−1

1 γ′−1
1 ·

(
1 0
0 0

)
· γ′2 g2

)
]

s’écrit simplement

1I
(
vx

(
ν1

ν2

)
≥ 0
)

[resp. 1I
(
vx

(
µ2

µ1

)
≥ 0
)

].

Pour conclure, il reste seulement à vérifier la formule suivante∫
F×x

dµ · ω(µ) ·
∫
λ=(λ1,λ2)∈U(1)×U(1)

dλ1 · dλ2

1− q−1
x · λ2

λ1

· V 2
x,λ−1

(
µ1 0
0 ν1

)
· V 2,op

x,λ

(
µ2 0
0 ν2

)
· V 2

x,λ

(
µ 0
0 1

)
= |µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 |x · ω(µ1ν1 µ
−1
2 ν−1

2 ) · 1I
(
vx

(
ν1

ν2

)
≥ 0
)

[resp.
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·
∫
λ=(λ1,λ2)∈U(1)×U(1)

dλ1 · dλ2

1− q−1
x · λ2

λ1

· V 2
x,λ−1

(
µ1 0
0 ν1

)
· V 2,op

x,λ

(
µ2 0
0 ν2

)
· V 2

x,λ

((
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

))
= |µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 |−1
x · ω(µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 ) · 1I
(
vx

(
µ2

µ1

)
≥ 0
)

].

Or on a

V 2
x,λ−1

(
µ1 0
0 ν1

)
= (q−1/2

x λ−1
1 )vx(µ1) · (q1/2

x λ−1
2 )vx(ν1) ,

V 2,op
x,λ

(
µ2 0
0 ν2

)
= (q−1/2

x · λ−1
1 )−vx(µ2) · (q1/2

x λ−1
2 )−vx(ν2) ,

et

V 2
x,λ

(
µ 0
0 1

)
= (q−1/2

x λ1)vx(µ)
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[resp. V 2
x,λ

((
0 1
1 0

)
·
(
µ 0
0 1

))
= (q1/2

x λ2)vx(µ) ].

Le produit de ces trois termes est égal à

(q1/2
x λ1)−vx(µ1)+vx(µ2)+vx(µ) · (q−1/2

x λ2)−vx(ν1)+vx(ν2) · (q−1
x )vx(µ)

[resp. (q1/2
x λ1)−vx(µ1)+vx(µ2) · (q−1/2

x λ2)−vx(ν1)+vx(ν2)+vx(µ) · qvx(µ)
x ].

En intégrant par la mesure
dλ1 · dλ2

1− q−1
x · λ2

λ1

sur U(1)× U(1) ,

on obtient la fonction de µ qui vaut

0 si vx(ν1) < vx(ν2) [resp. vx(µ1) > vx(µ2)]

et sinon
q−vx(µ)
x · 1I(vx(µ) = vx(µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 ))

[resp. qvx(µ)
x · 1I(vx(µ) = vx(µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 )) ].

En intégrant par la mesure
dµ · ω(µ) sur F×x ,

on obtient

1I
(
vx

(
ν1

ν2

)
≥ 0
)
· |µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 |x · ω(µ1ν1 µ
−1
2 ν−1

2 )

[resp. 1I
(
vx

(
µ2

µ1

)
≥ 0
)
· |µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 |−1
x · ω(µ1ν1 µ

−1
2 ν−1

2 ) ].

C’est ce que l’on voulait. �

7 Construction de noyaux globaux

Considérons une famille p = (px)x∈|F | de polynômes symétriques px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 , telle que px = 1
en presque toute place.

En chaque place x ∈ |F |, nous avons introduit le noyau local

Kρ2,ψx
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx) → C

(g, g′) 7→
∫

ImT̂2

dλ · px(λ) · ϕ2
x,λ(g) ·W 2,ψx

x,λ (g′) .

Nous avons également introduit les noyaux locaux de bord

Kρ2,0
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx)×GL2(Fx) → C

(g1, g2, g
′) 7→

∫
λ=(λ1,λ2)
∈ImT̂2=U(1)×U(1)

dλ1 · dλ2

1− q−1
x · λ2

λ1

· px(λ) · V 2
x,λ−1(g1) · V 2,op

x,λ (g2) ·W 2,0
x,λ(g′)

et

Kρ2,00
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx) → C

(g, g′) 7→
∫
U(1)

dλ1 · px(q1/2
x λ1, q

−1/2
x λ1) · λvx(det(g1))

1 ·W 2,0

x,(q
−1/2
x λ1,q

1/2
x λ2)

(g′) .
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En faisant le produit sur toutes les places x ∈ |F |, on peut définir des fonctions globales

Kρ2,ψ
p : GL2(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

Kρ2,ψx
x,px (g, g′)

ainsi que
Kρ2,0
p : GL2(A)×GL2(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→

∏
x∈|F |

Kρ2,0
x,px(g1, g2, g

′)

et
Kρ2,00
p : GL2(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

Kρ2,00
x (g, g′) .

On déduit des théorèmes V.13 et V.16 combinés avec la formule de Poisson pour le réseau M2(F ) de
M2(A) :

Théorème V.18. – Soit p = (px)x∈|F | une famille de polynômes symétriques px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 , telle
que px = 1 en presque toute place.
(i) Pour tous éléments g1, g2, g

′ ∈ GL2(A), la somme

Kρ2
p (g1, g2, g

′) =
∑

γ∈GL2(F )

∑
δ∈F×

Kρ2,ψ
p

(
g−1

1 γ g2,

(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B2(F )\GL2(F )

∑
γ2∈Nop

2 (F )\GL2(F )

Kρ2,0
p (γ1 g1, γ2 g2, g

′)

+
∑

γ∈SL2(F )\GL2(F )

Kρ2,00
p (g−1

1 γ g2, g
′)

est égale à la somme ∑
γ∈GL2(F )

∑
δ∈F×

Kρ2,ψ̄
p

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B2(F )\GL2(F )

∑
γ2∈Nop

2 (F )\GL2(F )

Kρ2,0
p

(
γ1 g1, γ2 g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)

+
∑

γ∈SL2(F )\GL2(F )

Kρ2,00
p

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)
.

(ii) La fonction
Kρ2
p : GL2(A)×GL2(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→ Kρ2

p (g1, g2, g
′)

est un noyau global du transfert non ramifié par l’automorphisme identité

ρ2 : GL2(C)→ GL2(C) ,

au sens de la définition II.18.

En particulier, elle est invariante à gauche par
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GL2(F )×GL2(F )×GL2(F ) .

�

Ce théorème est complété par la proposition suivante :

Proposition V.19. – Lorsque p = (px)x∈|F | décrit l’ensemble des familles de polynômes symétriques px ∈
C[X±1

1 , X±1
2 ]S2 égaux à 1 en presque toute place x ∈ |F |, les fonctions

Kρ2
p : GL2(A)×GL2(A)×GL2(A)→ C

constituent un ensemble complet de noyaux globaux du transfert non ramifié par ρ2, au sens de la définition
II.19. �
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Chapitre VI :

Noyaux du transfert automorphe
par la représentation standard de SL2(C)

1 Fonctions sur les groupes locaux PGL2(Fx), GL2(Fx) et SL2(Fx)

Dans ce paragraphe, on travaille en une place x ∈ |F |.
On munit GL2(Fx), PGL2(Fx) et SL2(Fx) des mesures de Haar, toutes notées dgx, qui attribuent le

volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux GL2(Ox), PGL2(Ox) et SL2(Ox).
On dispose des suites exactes

1→ F×x → GL2(Fx)→ PGL2(Fx)→ 1 ,

1→ {±1} → SL2(Fx)→ PGL2(Fx)→ 1 ,

si bien que l’on peut identifier les fonctions sur PGL2(Fx) aux fonctions sur GL2(Fx) qui sont invariantes
par son centre F×x , ou encore aux fonctions sur SL2(Fx) qui sont invariantes par son centre {±1}.

On note H2
x et H2̃

x les algèbres de Hecke de GL2(Fx) et PGL2(Fx), puis H2
x,∅ et H2̃

x,∅ les sous-algèbres de
Hecke sphériques des fonctions invariantes à droite et à gauche par GL2(Ox).

L’intégration sur le centre F×x de GL2(Fx)

hx 7→ h̃x =
(
g 7→

∫
F×x

dµ · hx(µg)
)

définit un homomorphisme d’algèbres
ρ∗

2̃
: H2

x → H2̃
x

qui envoie H2
x,∅ dans H2̃

x,∅.
La restriction

ρ∗
2̃

: H2
x,∅ → H

2̃
x,∅

n’est autre que l’homomorphisme induit par le plongement standard

ρ2̃ : SL2(C) ↪→ GL2(C)

du dual P̂GL2 = SL2(C) de PGL2 dans le dual ĜL2 = GL2(C) de GL2.

Rappelons que nous avons noté T2 = Gm ×Gm le tore maximal de GL2, B2 et Bop
2 ses sous-groupes de

Borel constitués des matrices triangulaires supérieures et inférieures, N2 et Nop
2 les radicaux unipotents de

B2 et Bop
2 .
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On note T2̃ = Gm\T2 le tore maximal de PGL2, B2̃ et Bop

2̃
ses sous-groupes de Borel Gm\B2 et Gm\Bop

2 ,
N2̃ = N2 et Nop

2̃
= Nop

2 leurs radicaux unipotents.
On dispose des caractères modulaires

ρB2 = ρB2̃
: B2(Fx)→ B2̃(Fx)→ qZ

x

et
ρBop

2
= ρBop

2̃
: Bop

2 (Fx)→ Bop

2̃
(Fx)→ qZ

x ,

puis des isomorphismes de Satake

S2
x : H2

x,∅
∼−→ C[X±1 , X

±1
2 ]S2

hx 7→
∫
µx=(µ1,µ2)∈T2(Fx)

dµx ·X−vx(µ1)
1 X

−vx(µ2)
2 ρ

1/2
B2

(µx) ·
∫
N2(Fx)

dnx · hx(µx nx)

et
S2̃
x : H2̃

x,∅
∼−→ C[X,X−1]S2

h̃x 7→
∫
µx=(µ1,µ2)∈F×x \T2(Fx)

dµx ·X−vx(µ1)+vx(µ2)ρ
1/2
B2

(µx) ·
∫
N2(Fx)

dnx · h̃x(µx nx) .

Via les isomorphismes de Satake, l’homomorphisme

ρ∗
2̃

: H2
x,∅ → H

2̃
x,∅

s’écrit simplement
C[X±1

1 , X±1
2 ]S2 → C[X,X−1]S2 ,

px(X1, X2) 7→ px(X,X−1) .

Rappelons que nous avons noté T̂2 = C× × C× le tore complexe dual de T2. Soit encore

T̂2̃ = {(λ1, λ2) ∈ C× × C× | λ1λ2 = 1}

le tore dual de T2̃ = Gm\(Gm ×Gm) identifié à un sous-tore de T̂2.

Pour tout élément λ = (λ1, λ2) de T̂2, les fonctions associées définies au paragraphe V.3

V 2
x,λ : N2(Fx)\GL2(Fx)/GL2(Ox)→ C ,

ϕ2
x,λ : GL2(Ox)\GL2(Fx)/GL2(Ox)→ C ,

sont invariantes par le centre F×x de GL2(Fx) si et seulement si λ est élément du sous-tore T̂2̃.

Si λ est un élément de T̂2̃ et ϕ̃x ∈ H2̃
x,∅ une fonction sphérique à support compact sur PGL2(Fx) =

F×x \GL2(Fx), on a
V 2
x,λ ∗ ϕ̃x = S2̃

x(ϕ̃x)(λ) · V 2
x,λ

et
ϕ2
x,λ ∗ ϕ̃x = ϕ̃x ∗ ϕ2

x,λ = S2̃
x(ϕ̃x)(λ) · ϕ2

x,λ .

Nous avons rappelé dans le théorème V.7(iv) que toute fonction sphérique ϕx ∈ H2
x,∅ admet la représentation

intégrale

ϕx(•) =
∫

λ=(λ1,λ2)∈
Im T̂2=U(1)×U(1)

dλ1 · dλ2 ·
1 + 1

qx

2
·

(
1− λ1

λ2

)(
1− λ2

λ1

)
(

1− λ1
qxλ2

)(
1− λ2

qxλ1

) · S2
x(ϕx)(λ) · ϕ2

x,λ(•) .
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En notant Im T̂2̃ = {λ = (λ1, λ2) ∈ Im T̂2 = U(1) × U(1) | λ1λ2 = 1}, on en déduit que toute fonction
sphérique ϕ̃x ∈ H2̃

x,∅ admet la représentation intégrale

ϕ̃x(•) =
∫
λ=(λ1,λ

−1
1 )∈Im T̂2̃

dλ1 ·
1 + 1

qx

2
· (1− λ2

1)(1− λ−2
1 )(

1− λ2
1
qx

)(
1− λ−2

1
qx

) · S2̃
x(ϕ̃x)(λ) · ϕ2

x,λ(•) .

Pour tout élément λ = (λ1, λ2) de T̂2 = C× × C×, le centre F×x de GL2(Fx) agit sur la fonction de
Whittaker du paragraphe V.4

W 2,ψx
x,λ : GL2(Fx)→ C

par le caractère µ 7→ (λ1 λ2)vx(µ). Ce caractère central est trivial si et seulement si λ est élément du sous-tore
T̂2̃ de T̂2.

Il en est exactement de même des fonctions introduites au paragraphe V.6

W 2,0
x,λ : N2(Fx)\GL2(Fx)/GL2(Ox)→ C

et
V 2,op
x,λ : Nop

2 (Fx)\GL2(Fx)/GL2(Ox)→ C .

2 Noyaux locaux du transfert et termes de bord

Comme au paragraphe précédent dont nous allons utiliser les notations et les rappels, nous travaillons
en une place x ∈ |F |.

Posons :

Définition VI.1. – On appelle noyaux locaux du transfert non ramifié par ρ2̃ les fonctions

K ρ̃2,ψx
x,p̃x

: PGL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

définies par des intégrales de la forme

K ρ̃2,ψx
x,p̃x

(g, g′) =
∫
λ=(λ1,λ2=λ−1

1 )∈Im T̂2̃

dλ1 ·
1 + 1

qx

2
· (1− λ2

1)(1− λ−2
1 )(

1− λ2
1
qx

)(
1− λ−2

1
qx

) · p̃x(λ) · ϕ2
x,λ(g) ·W 2,ψx

x,λ (g′)

pour un polynôme symétrique p̃x ∈ C[X,X−1]S2 . �

Le lemme suivant explicite le lien entre les noyaux locaux du transfert non ramifié par ρ2 et par ρ2̃ :

Lemme VI.2. – Soit px un polynôme symétrique élément de C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
(i) Si p̃x désigne le polynôme induit px(X,X−1) ∈ C[X,X−1]S2 , on a pour tous éléments g, g′ de GL2(Fx)

K
ρ2̃,ψx
x,p̃x

(g, g′) =
∫
F×x

dµ ·Kρ2,ψx
x,px (µg, g′) .

(ii) Plus généralement, pour tout caractère unitaire non ramifié

ω : F×x → C× , µ 7→ (zω)vx(µ) ,

et pour tous éléments g, g′ de GL2(Fx), l’intégrale

Kρ2,ψx
x,px,ω(g, g′) =

∫
F×x

dµ · ω−1(µ) ·Kρ2,ψx
x,px (µg, g′)
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est égale à∫
λ=(λ1,λ2=λ−1

1 )∈Im T̂2̃

dλ1 ·
1 + 1

qx

2
· (1− λ2

1)(1− λ−2
1 )(

1− λ2
1
qx

)(
1− λ−2

1
qx

) · px(λ zω) · ϕ2
x,λzω (g) ·W 2,ψx

x,λzω
(g′) .

�

Passons maintenant aux termes de bord :
Dans la définition V.15 du paragraphe V.6, nous avons introduit pour tout polynôme symétrique px ∈

C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 les fonctions

Kρ2,0
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx)×GL2(Fx)→ C ,

(g1, g2, g
′) 7→

∫
λ=(λ1,λ2)∈ImT̂2=U(1)×U(1)

dλ1 · dλ2

1− q−1
x · λ2

λ1

· px(λ) · V 2
x,λ−1(g1) · V 2,op

x,λ (g2) ·W 2,0
x,λ(g′)

et
Kρ2,00
x,px : GL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

(g, g′) 7→
∫
U(1)

dλ1 · px(q1/2
x λ1, q

−1/2
x λ1) · λvx(det(g))

1 ·W 2,0

x,(q
−1/2
x λ1,q

1/2
x λ1)

(g′) .

Pour tout polynôme symétrique p̃x ∈ C[X,X−1]S2 , introduisons maintenant les deux nouvelles fonctions

K ρ̃2,0
x,p̃x

: PGL2(Fx)× PGL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

(g1, g2, g
′) 7→

∫
λ=(λ1,λ2=λ−1

1 )∈ImT̂2̃

dλ1 ·
1

1− q−1
x λ−2

1

· p̃x(λ) · V 2
x,λ−1(g1) · V 2,op

x,λ (g2) ·W 2,0
x,λ(g′)

et
K
ρ2̃,00
x,p̃x

: PGL2(Fx)×GL2(Fx)→ C

(g, g′) 7→ 1
2
· [p̃x(q1/2

x , q−1/2
x ) ·W 2,0

x,(q
−1/2
x ,q

1/2
x )

(g′) + p̃x(−q1/2
x ,−q−1/2

x ) · (−1)vx(det(g)) ·W 2,0

x,(−q−1/2
x ,−q1/2

x )
(g′)] .

Le lemme suivant explicite le lien entre ces nouvelles fonctions et les précédentes :

Lemme VI.3. – Soit px un polynôme symétrique élément de C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 .
(i) Si p̃x désigne le polynôme induit px(X,X−1) ∈ C[X,X−1]S2 , on a pour tous éléments g1, g2, g

′ de GL2(Fx)

K
ρ2̃,0
x,p̃x

(g1, g2, g
′) =

∫
F×x

dµ ·Kρ2,0
x,px(g1, µ g2, g

′) =
∫
F×x

dµ ·Kρ2,0
x,px(µ g1, g2, g

′)

et pour tous éléments g, g′ de GL2(Fx)

K
ρ2̃,00
x,p̃x

(g, g′) =
∫
F×x

dµ ·Kρ2,00
x,px (µg, g′) .

(ii) Plus généralement, pour tout caractère multiplicatif unitaire non ramifié

ω : F×x → C× , µ 7→ (zω)vx(µ) ,

et pour tous éléments g1, g2, g, g
′ de GL2(Fx), l’intégrale

Kρ2,0
x,px,ω(g1, g2, g

′) =
∫
F×x

dµ · ω−1(µ) ·Kρ2,0
x,px(g1, µ g2, g

′)

=
∫
F×x

dµ · ω(µ) ·Kρ2,0
x,px(µ g1, g2, g

′)

88



est égale à ∫
λ=(λ1,λ2=λ−1

1 )∈ImT̂2̃

dλ1 ·
1

1− q−1
x λ−2

1

· px(λzω) · V 2
x,λ−1z−1

ω
(g) · V 2,op

x,λzω
(g2) ·W 2,0

x,λzω
(g′) ,

et l’intégrale

Kρ2,00
x,px,ω(g, g′) =

∫
F×x

dµ · ω−1(µ) ·Kρ2,00
x,px (µg, g′)

est égale à

1
2
·
[
px(q1/2

x z′ω, q
−1/2
x z′ω) · (z′ω)vx(det(g)) ·W 2,0

x,(q
−1/2
x z′ω,q

1/2
x z′ω)

(g′)

+ px(−q1/2
x z′ω,−q−1/2

x z′ω) · (−z′ω)vx(det(g)) ·W 2,0

x,(−q−1/2
x z′ω,−q

1/2
x z′ω)

(g′)
]

où z′ω désigne une racine carrée de zω. �

3 Noyaux globaux du transfert non ramifié par la représentation
standard de SL2(C)

Considérons une famille p̃ = (p̃x)x∈|F | de polynômes symétriques p̃x ∈ C[X,X−1]S2 , presque tous égaux
à 1.

En formant le produit sur toutes les places x ∈ |F | des noyaux locaux introduits au paragraphe précédent,
on définit une fonction

K
ρ2̃,ψ
p̃ : PGL2(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

K
ρ2̃,ψx
x,px (g, g′)

ainsi que
K
ρ2̃,0
p̃ : PGL2(A)× PGL2(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→

∏
x∈|F |

K
ρ2̃,0
x,p̃x

(g1, g2, g
′)

et
K
ρ2̃,00
x,p̃ : PGL2(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

K
ρ2̃,00
x,p̃x

(g, g′) .

On déduit du théorème V.18 :

Théorème VI.4. – Soit p̃ = (p̃x)x∈|F | une famille de polynômes symétriques p̃x ∈ C[X,X−1]S2 , presque
tous égaux à 1.

Alors :
(i) Pour tous éléments g1, g2 ∈ PGL2(A) et g′ ∈ GL2(A), la somme

K
ρ2̃
p̃ (g1, g2, g

′) =
∑

γ∈PGL2(F )

∑
δ∈F×

K
ρ2̃,ψ
p̃

(
g−1

1 γ g2,

(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B2̃(F )\PGL2(F )

∑
γ2∈Nop

2̃
(F )\PGL2(F )

K
ρ2̃,0
p̃ (γ1 g1, γ2 g2, g

′)

+
1
2

∑
γ∈({±1}\SL2(F ))\PGL2(F )

K
ρ2̃,00
p̃ (g−1

1 γ g2, g
′)
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est égale à la somme ∑
γ∈PGL2(F )

∑
δ∈F×

K
ρ2̃,ψ̄
p̃

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B2̃(F )\PGL2(F )

∑
γ2∈N2̃(F )\PGL2(F )

K
ρ2̃,0
p̃

(
γ1 g1, γ2 g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)

+
1
2

∑
γ∈({±1}\SL2(F ))\PGL2(F )

K
ρ2̃,00
p̃

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)
.

(ii) La fonction
K
ρ2̃
p̃ : PGL2(A)× PGL2(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→ K

ρ2̃
p̃ (g1, g2, g

′)

est un noyau global du transfert non ramifié par la représentation standard

ρ2̃ : SL2(C) ↪→ GL2(C) ,

au sens de la définition II.18.
En particulier, elle est invariante à gauche par

PGL2(F )× PGL2(F )×GL2(F ) .

�

Lorsque p̃ = (p̃x)x∈|F | décrit l’ensemble des familles de polynômes symétriques p̃x ∈ C[X,X−1]S2 , telles
que p̃x = 1 en presque toute place x ∈ |F |, les fonctions

K
ρ2̃
p̃ = PGL2(A)× PGL2(A)×GL2(A)→ C

constituent un ensemble complet de noyaux globaux du transfert non ramifié par ρ2̃, au sens de la définition II.19.

Plus généralement, considérons un caractère multiplicatif unitaire partout non ramifié

ω : F×\A× → C× .

Sa composante locale en chaque place x ∈ |F | est notée

ωx : F×x → C× , µx 7→ (zωx)vx(µx) .

Si p = (px)x∈|F | est une famille de polynômes symétriques px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 , presque tous égaux à 1,
on peut former le produit sur toutes les places x ∈ |F | des fonctions introduites dans les lemmes VI.2(ii) et
VI.3(ii). On définit ainsi une fonction

Kρ2,ψ
p,ω : GL2(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

Kρ2,ψx
x,px,ωx(g, g′)

ainsi que
Kρ2,0
p,ω : GL2(A)×GL2(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→

∏
x∈|F |

Kρ2,0
x,px,ωx(g1, g2, g

′)
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et
Kρ2,00
p,ω : GL2(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

Kρ2,00
x,px,ωx(g, g′) .

On déduit encore du théorème V.18 combiné avec les lemmes VI.2(ii) et VI.3(ii) :

Corollaire VI.5. – Considérons une famille p = (px)x∈|F | de polynômes symétriques px ∈ C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 ,
presque tous égaux à 1, et un caractère multiplicatif unitaire partout non ramifié

ω : F×\A× → C× .

Alors, pour tous éléments g1, g2, g
′ de GL2(A), la somme

Kρ2
p,ω(g1, g2, g

′) =
∑

γ∈PGL2(F )

∑
δ∈F×

Kρ2,ψ
p,ω

(
g−1

1 γ g2,

(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B2̃(F )\PGL2(F )

∑
γ2∈Nop

2̃
(F )\PGL2(F )

Kρ2,0
p,ω (γ1g1, γ2 g2, g

′)

+
1
2
·

∑
γ∈({±1}\SL2(F ))\PGL2(F )

Kρ2,00
p,ω (g−1

1 γ g2, g
′)

est égale à la somme ∑
γ∈PGL2(F )

∑
δ∈F×

Kρ2,ψ̄
p,ω

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B2̃(F )\PGL2(F )

∑
γ2∈Nop

2̃
(F )\PGL2(F )

Kρ2,0
p,ω

(
γ1 g1, γ2 g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)

+
1
2
·

∑
γ∈({±1}\SL2(F ))\PGL2(F )

Kρ2,00
p,ω

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)
.

En particulier, la fonction

Kρ2
p,ω : GL2(A)×GL2(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→ Kρ2

p,ω(g1, g2, g
′)

est invariante à gauche par
GL2(F )×GL2(F )×GL2(F ) .

�

4 Généralisation aux représentations standard de groupes réductifs
dont le rang semi-simple est égal à 1

Dans ce paragraphe, nous considérons un groupe réductif connexe et déployé G sur F tel que

• le quotient G/ZG de G par son centre ZG est isomorphe à PGL2

• le groupe dérivé Ĝder du dual de Langlands Ĝ de G est isomorphe à SL2(C).
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L’image réciproque par la projection G → G/ZG ∼= PGL2 du tore maximal T2̃ = Gm\T2 de PGL2 =
Gm\GL2 est un tore maximal T de G. De même, les images réciproques des sous-groupes de Borel B2̃ =
Gm\B2 et Bop

2̃
= Gm\Bop

2 de PGL2 sont des sous-groupes de Borel de G, que l’on notera B et Bop. Leurs
radicaux unipotents NB et Nop

B se projettent isomorphiquement sur N2̃ et Nop

2̃
.

On note T̂ le tore maximal de Ĝ dont l’intersection avec Ĝder ∼= SL2(C) est égale au tore maximal

T̂2̃ =
{(

λ 0
0 λ−1

) ∣∣∣λ ∈ C×
}

de SL2(C).

Le groupe de Weyl SG = SĜ compte deux éléments. On notera ici σG son unique élément non trivial.

On considère enfin un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝ→ GL2(C)

dont la restriction à Ĝder ∼= SL2(C) est égale à la représentation standard

ρ2̃ : SL2(C) ↪→ GL2(C) .

Ainsi, ρ est irréductible et envoie le tore maximal T̂ de Ĝ dans le tore maximal T̂2 = C× × C× de GL2(C).
Les composantes

ρ1, ρ2 : T̂ → C×

de l’homomorphisme induit ρT : T̂ → T̂2 sont deux caractères distincts de T̂ . Ils sont échangés par l’action
de l’élément σG ∈ SG.

En toute place x ∈ |F |, on note
ρB : B(Fx)→ qZ

x

le caractère modulaire associé au sous-groupe de Borel B de G, et

ordx : T (Fx)→ X∨T = XT̂

l’unique homomorphisme tel que, pour tout caractère χ : T → Gm, on ait

〈ordx(µx), χ〉 = vx(χ(µx)) , ∀µx ∈ T (Fx) .

L’isomorphisme de Satake pour l’algèbre de Hecke sphérique HGx,∅ de G en la place x s’écrit

SGx : HGx,∅
∼−→ C[T̂ ]σG ,

hx 7→

(
T̂ 3 λ 7→

∫
T (Fx)

dµx · ordx(µx)(λ) · ρ1/2
B (µx) ·

∫
NB(Fx)

dnx · hx(µx nx)

)
.

Pour tout élément λ ∈ T̂ , il existe une unique fonction sphérique

ϕGx,λ : GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)→ C

telle que

• ϕGx,λ ∗ ϕx = ϕx ∗ ϕGx,λ = SGx (ϕx)(λ) · ϕGx,λ, ∀ϕx ∈ HGx,∅,

• ϕGx,λ(1) = 1.
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Pour tout gx ∈ G(Fx), la fonction
T̂ → C
λ 7→ ϕGx,λ(gx)

est un polynôme symétrique élément de C[T̂ ]σG .
On note dλ la mesure de Plancherel du tore réel compact Im T̂ relative à G. Elle est caractérisée par la

propriété que, pour toute fonction ϕx ∈ HGx,∅, on a

ϕx(gx) =
∫

Im T̂

dλ · SGx (ϕx)(λ) · ϕGx,λ(gx) , ∀ gx ∈ G(Fx) .

Construisons maintenant des noyaux locaux pour le transfert de G vers GL2 par l’homomorphisme

ρ : Ĝ→ GL2(C) .

En toute place x ∈ |F | et pour tout polynôme symétrique px ∈ C[T̂ ]σG , on note

KG,ρ,ψx
x,px : GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)×GL2(Fx)/GL2(Ox)→ C

la fonction
(g, g′) 7→

∫
Im T̂

dλ · px(λ) · ϕGx,λ(g) ·W 2,ψx
x,ρT (λ)(g

′) .

Pour tout élément λ ∈ T̂ , on introduit encore la fonction

V Gx,λ : NB(Fx)\G(Fx)/GFx(Ox)→ C

[resp. V G,op
x,λ : Nop

B (Fx)\G(Fx)/GFx(Ox)→ C ]

telle que, pour tout élément µx ∈ T (Fx),

V Gx,λ(µx) = ρ
1/2
B (µx) · ordx(µx)(λ)

[resp. V G,op
x,λ (µx) = ρ

−1/2
B (µx) · ordx(µx)(λ) ] .

On peut alors associer à tout polynôme symétrique px ∈ C[T̂ ]σG la fonction

KG,ρ,0
x,px : G(Fx)/GFx(Ox)×G(Fx)/GFx(Ox)×GL2(Fx)/GL2(Ox)→ C

(g1, g2, g
′) 7→

∫
Im T̂

d0 λ ·
1

1− q−1
x · ρ2(λ)

ρ1(λ)

· px(λ) · V Gx,λ−1(g1) · V G,op
x,λ (g2) ·W 2,0

x,ρT (λ)(g
′)

où d0 λ désigne la mesure invariante de volume 1 sur le tore réel compact Im T̂ .

Enfin, notons
KG,ρ,00
x,px : G(Fx)/GFx(Ox)×GL2(Fx)/GL2(Ox)→ C

la fonction
(g, g′) 7→

∫
ImZĜ

d00 λ · px(λ · detx) · V Gx,λ·detx
(g) ·W 2,0

x,(ρ1(λ)q
−1/2
x ,ρ2(λ)q

1/2
x )

(g′)

où :

• ZĜ désigne le centre de Ĝ, c’est-à-dire le sous-tore de T̂ défini par l’équation ρ1 = ρ2,
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• d00 λ désigne ici la mesure invariante de volume 1 sur le groupe réel commutatif compact ImZĜ composé
des éléments λ ∈ ZĜ tels que

|χ(λ)| = 1 , ∀χ ∈ XZĜ
= Hom(ZĜ,C

×) ,

• detx désigne l’élément

(
q

1/2
x 0
0 q

−1/2
x

)
de SL2(C) ∼= Ĝder, vu comme un élément de T̂ .

En faisant le produit sur toutes les places x ∈ |F |, on peut maintenant définir des fonctions globales
associées aux familles p = (px)x∈|F | de polynômes symétriques px ∈ C[T̂ ]σG presque tous égaux à 1.

On introduit donc la fonction globale

KG,ρ,ψ
p : G(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

KG,ρ,ψx
x,px (g, g′)

ainsi que
KG,ρ,0
p : G(A)×G(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→

∏
x∈|F |

KG,ρ,0
x,px (g1, g2, g

′)

et
KG,ρ,00
p : G(A)×GL2(A) → C

(g, g′) 7→
∏
x∈|F |

KG,ρ,00
x,px (g, g′) .

En intégrant contre tous les caractères automorphes partout non ramifiés et unitaires

ω : ZG(F )\ZG(A)→ C× ,

appliquant le corollaire VI.5 et sommant sur tous les ω, on obtient :

Théorème VI.6. – Comme ci-dessus, soit G un groupe réductif connexe et déployé sur F tel que
• le quotient G/ZG de G par son centre ZG est isomorphe à PGL2,
• le groupe dérivé Ĝder du dual de Langlands Ĝ de G est isomorphe à SL2(C).

Soit aussi un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝ→ GL2(C)

dont la restriction à Ĝder ∼= SL2(C) est égale à la représentation standard

ρ2̃ : SL2(C) ↪→ GL2(C) .

Soit enfin p = (px)x∈|F | une famille de polynômes symétriques px ∈ C[T̂ ]σG , telle que px = 1 en presque
toute place x ∈ |F |.

Alors :
(i) Pour tous éléments g1, g2 ∈ G(A) et g′ ∈ GL2(A), la somme

KG,ρ
p (g1, g2, g

′) =
∑

γ∈G(F )

∑
δ∈F×

KG,ρ,ψ
p

(
g−1

1 γ g2,

(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B(F )\G(F )

∑
γ2∈Nop

B (F )\G(F )

KG,ρ,0
p (γ1 g1, γ2 g2, g

′)

+
1

# Ker (SL2(F )→ G(F ))
·

∑
γ∈Coker(SL2(F )→G(F ))

KG,ρ,00
p (g−1

1 γ g2, g
′)
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est égale à ∑
γ∈G(F )

∑
δ∈F×

KG,ρ,ψ̄
p

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
·
(
δ 0
0 1

)
· g′
)

+
∑

γ1∈B(F )\G(F )

∑
γ2∈Nop

B (F )\G(F )

KG,ρ,0
p

(
γ1 g1, γ2 g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)

+
1

# Ker (SL2(F )→ G(F ))
·

∑
γ∈Coker(SL2(F )→G(F ))

KG,ρ,00
p

(
g−1

1 γ g2,

(
0 1
1 0

)
· g′
)
.

(ii) La fonction
KG,ρ
p : G(A)×G(A)×GL2(A) → C

(g1, g2, g
′) 7→ KG,ρ

p (g1, g2, g
′)

est un noyau global du transfert non ramifié par l’homomorphisme

ρ : Ĝ→ GL2(C) ,

au sens de la définition II.18.
En particulier, elle est invariante à gauche par

G(F )×G(F )×GL2(F ) .

Remarque. Lorsque p = (px)x∈|F | décrit l’ensemble des familles de polynômes symétriques px ∈ C[T̂ ]σG
presque tous égaux à 1, les fonctions KG,ρ

p constituent un ensemble complet de noyaux globaux du transfert
non ramifié par ρ, au sens de la définition II.19. �
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Chapitre VII :

Termes complémentaires
pour la construction de noyaux du transfert

1 Homomorphismes de transfert minimaux

Si G est un groupe réductif connexe sur F et ρ un homomorphisme de transfert

Ĝo ΓF → GLr(C) ,

on notera Φρ ⊂ XT̂ = X∨G l’ensemble fini des caractères du tore maximal T̂ de Ĝ qui apparaissent dans
l’action de T̂ sur l’espace V = Cr.

Posons la définition suivante :

Définition VII.1. – Soit G un groupe réductif connexe sur F .
On suppose que G est quasi-déployé sur F .
Un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C)

est dit “minimal” s’il satisfait les deux conditions suivantes :
• Pour tout caractère du tore maximal T̂ de Ĝ qui est élément de Φρ, le sous-espace propre de V = Cr qui
lui est associé est de dimension 1.
• Le produit

SGF × ΓF

du groupe de Weyl F -rationnel de G (égal au sous-groupe du groupe de Weyl absolu SG composé des éléments
fixés par l’action de ΓF ) et du groupe de Galois ΓF de F agit transitivement sur l’ensemble fini Φρ.

Remarques.

• Tout homomorphisme de transfert minimal ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) est irréductible.
• Lorsque ρ est un homomorphisme de transfert “minimal”, le cardinal de l’ensemble fini Φρ est égal au rang
r de ρ. Remplacer ρ par une représentation conjuguée qui envoie T̂ dans le tore maximal T̂r = (C×)r de
GLr(C) équivaut à numéroter les éléments de Φρ

Φρ = {ρ1, ρ2, . . . , ρr}

et à choisir un vecteur de base dans chaque sous-espace propre Vρi de V = Cr associé à un ρi, 1 ≤ i ≤ r. �

Voici des exemples d’homomorphismes de transfert minimaux :
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• Si G = GLr, la représentation standard

ρr = Id : GLr(C)→ GLr(C)

et ses puissances extérieures Λsρr, 1 ≤ s ≤ r, sont “minimales”.
• Si G = GLr1 × · · · ×GLrk , le produit tensoriel

GLr1(C)× · · · ×GLrk(C)→ GLr1...rk(C)

est “minimal”.
• Si G = ResE/F GLr est le groupe déduit d’un groupe linéaire GLr par restriction des scalaires à la Weil
d’une extension séparable E de F de degré d, l’homomorphisme d’induction automorphe

Ĝo ΓF → GLrd(C)

est “minimal”.
• Si G est déployé et semi-simple de type adjoint sur F , si bien que Ĝ est semi-simple et simplement connexe,
toute représentation

ρ : Ĝ→ GLr(C)

dont le plus haut poids est indécomposable (c’est-à-dire ne s’écrit pas comme une somme non triviale de
poids dominants) est minimale.

Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la suite de ce chapitre, étudions le cas où le groupe réductif
connexe G est déployé sur F et où ρ est une simple représentation de Ĝ sans partie galoisienne

ρ : Ĝ→ GLr(C) .

Dans ce cas, dire que ρ est “minimal” signifie que Φρ compte r éléments distincts sur lesquels le groupe de
Weyl SG = SĜ agit transitivement.

Par définition, toute racine α ∈ ΦG est un caractère

α : T → Gm

et il lui correspond un caractère du tore dual

∨
α : T̂ → C× .

On note Tα et T̂α les composantes neutres des noyaux des caractères α et
∨
α. Ce sont des sous-tores de T

et T̂ de codimension 1.
On note encore Gα et Ĝα les centralisateurs de Tα et T̂α dans G et Ĝ. Ce sont des sous-groupes de Levi

de G et Ĝ (et donc des groupes réductifs connexes) qui contiennent les tores maximaux T et T̂ .
Les groupes dérivés Gder

α et Ĝder
α de Gα et Ĝα sont des groupes semi-simples de rang 1, donc isomorphes

à SL2 ou PGL2.

En tant qu’élément de X∨G = XĜ [resp. de X∨
Ĝ

= XG], la coracine
∨
α [resp. α] est l’unique homomorphisme

∨
α : Gm → Gder

α

[resp. α : C× → Ĝder
α ]

tel que
T = Tα · (Im

∨
α) et 〈α, ∨α〉 = 2
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[resp. T̂ = T̂α · (Imα) et 〈∨α, α〉 = 2 ].

Enfin, les groupes finis SGα = NGα(T )/ZGα(T ) et SĜα
= NĜα(T̂ )/ZĜα(T̂ ) agissent de manière non

triviale sur T/Tα ∼= Gm et T̂ /T̂α ∼= C×. La réflexion

σα = σ∨
α
∈ SG = SĜ

est définie comme l’image dans SG = SĜ de l’unique élément non trivial de SGα ou SĜα
.

On sait que
σα(χ) = χ− 〈χ, ∨α〉 · α , ∀χ ∈ XT = X∨

T̂
,

σ∨
α

(µ) = µ− 〈α, µ〉 · ∨α , ∀µ ∈ XT̂ = X∨T .

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition VII.2. – Soit G un groupe réductif connexe et déployé sur F .
Soit ρ : Ĝ→ GLr(C) un homomorphisme de transfert sans partie galoisienne, que l’on suppose “minimal”

au sens de la définition précédente.
Soient une racine α ∈ ΦG et deux caractères distincts ρ1, ρ2 : T̂ → C×, éléments de Φρ, qui sont échangés

par la réflexion σα = σ∨
α

.
Alors :

(i) Le caractère quotient ρ1/ρ2 : T̂ → C× est égal à la coracine
∨
α : T̂ → C× ou à son inverse.

(ii) Le groupe quotient Gα/Tα est isomorphe à PGL2, si bien que Tα est le centre de Gα.
(iii) Le groupe dérivé Ĝder

α est isomorphe à SL2(C).
(iv) L’action du sous-groupe Ĝα de Ĝ stabilise le sous-espace Vρ1,ρ2 de V = Cr qui est la somme directe des
deux espaces propres Vρ1 et Vρ2 associés aux deux éléments ρ1 et ρ2 de Φρ.

Et l’action de Ĝder
α
∼= SL2(C) sur Vρ1,ρ2 est isomorphe à la représentation standard ρ2̃ : SL2(C) ↪→

GL2(C).

Remarque. Comme Ĝα s’identifie au dual de Langlands du groupe réductif connexe déployé Gα, on peut
appliquer à Gα et à l’homomorphisme induit par ρ

ρα : Ĝα → Aut(Vρ1,ρ2) ∼= GL2(C)

les constructions du théorème VI.6.
Pour toute racine α ∈ ΦG et toute paire d’éléments distincts ρ1, ρ2 ∈ Φρ échangés par la réflexion σα, on

dispose ainsi de noyaux globaux du transfert automorphe sans ramification deGα à GL2 via l’homomorphisme
ρα induit par ρ.

Mais ce n’est pas suffisant pour construire des noyaux du transfert automorphe par ρ de G à GLr . . . �

Démonstration de la proposition. Il existe un unique homomorphisme

SL2(C)→ Ĝder
α

dont le composé avec
C× ↪→ SL2(C)

λ 7→
(
λ 0
0 λ−1

)
envoie C× dans T̂ et se confond avec la coracine

α : C× → T̂ .
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Le composé
SL2(C)→ Ĝder

α ↪→ Ĝα ↪→ Ĝ
ρ−→ GLr(C)

définit une action de SL2(C) sur V = Cr.

La réflexion σα = σ∨
α

n’est autre que la conjugaison par l’image de l’élément
(

0 1
1 0

)
de SL2(C).

Par hypothèse, σα échange les deux caractères distincts ρ1 et ρ2. La représentation

SL2(C)→ GLr(C)

est donc non triviale.

L’homomorphisme
SL2(C)→ Ĝder

α

est surjectif et on a nécessairement
Ĝα = T̂ · Ĝder

α = T̂α · Ĝder
α .

Décomposons l’espace V = Cr comme une somme de représentations irréductibles sous l’action de T̂ . Par
hypothèse, il existe une seule telle décomposition. Elle s’écrit

V =
⊕
µ∈Φρ

Vµ

où Vµ désigne l’espace propre, de dimension 1, associé à chaque caractère µ ∈ Φρ.

Puis décomposons V sous l’action du produit semi-direct T̂ o {1, σα}. La décomposition reste unique.
Elle s’écrit

V =

 ⊕
µ∈Φρ

σα(µ)=µ

Vµ

⊕
 ⊕

{µ1,µ2}
µ1,µ2∈Φρ

µ1 6=µ2=σα(µ1)

(Vµ1 ⊕ Vµ2)

 .

L’un des facteurs de cette décomposition est Vρ1,ρ2 = Vρ1 ⊕ Vρ2 .

Enfin, décomposons V sous l’action de Ĝα = T̂ ·Ĝder
α = T̂α ·Ĝder

α , et notons V ′ l’unique facteur irréductible
de la décomposition obtenue qui contient Vρ1,ρ2 .

Le tore T̂α est central dans Ĝα donc il agit sur V ′ par un caractère.
On en déduit que V ′ est une représentation irréductible de Ĝder

α ou, ce qui revient au même, de SL2(C).
Il existe un entier k ≥ 1 tel que V ′ muni de l’action de SL2(C) soit isomorphe à la puissance symétrique
Symk(C2).

Alors l’action du tore maximal C× =
{(

λ 0
0 λ−1

)}
de SL2(C) sur V ′ fait apparâıtre tous les caractères

βk′ : λ 7→ λ2k′−k , k′ ∈ {0, 1, . . . , k} ,

chacun avec la multiplicité 1.
L’action du tore T̂ sur V ′ fait donc apparâıtre des caractères

µk′ : T̂ → C× , k′ ∈ {0, 1, . . . , k} ,

tous avec la multiplicité 1, tels que les quotients µk′/µ0 soient triviaux sur T̂α et soient égaux à βk′/β0 sur
le tore maximal C× de SL2(C). Autrement dit, utilisant la notation additive dans le réseau XĜ = X∨G des
caractères de T̂ , on a

µk′ = µ0 + k′ · ∨α , 0 ≤ k′ ≤ k .
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Or on sait d’après la théorie générale des représentations des groupes réductifs que, pour tout choix d’un
sous-groupe de Borel B̂ de Ĝ contenant T̂ , la représentation irréductible ρ de Ĝ admet un “plus haut poids” :
c’est un élément µ de Φρ tel que

µ ≥ µ′ , ∀µ′ ∈ Φρ .

Comme le groupe de Weyl SG = SĜ agit transitivement sur Φρ par hypothèse, on peut supposer que B̂ a

été choisi de telle façon que µ1 = µ0 +
∨
α soit le “plus haut poids” de la représentation irréductible ρ. Il doit

vérifier à la fois µ1 ≥ µ0 et µ1 ≥ µk = µ0 + k · ∨α.
Cela impose k = 1, ce qui entrâıne les assertions (i) et (iv) de la proposition.
Cela entrâıne aussi que l’homomorphisme composé

SL2(C)→ Ĝder
α ↪→ Ĝ

ρ−→ GLr(C)

est injectif, si bien que
SL2(C)→ Ĝder

α

est un isomorphisme. C’est l’assertion (iii) de la proposition.
Elle implique que 1

2 ·α n’est pas élément du réseau X∨
Ĝ

= XG et donc que le quotient Gα/Tα est isomorphe
à PGL2. C’est l’assertion (ii) qui restait à prouver. �

2 Paires admissibles et variétés toriques affines complexes
associées

Dans ce paragraphe, nous considérons un groupe réductif connexe G sur le corps de fonctions F ainsi
qu’un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) .

On peut choisir une extension finie galoisienne E de F contenue dans Fs telle que ρ se factorise en

Ĝo ΓE/F → GLr(C) .

D’autre part, quitte à remplacer ρ par son conjugué par un élément de GLr(C), on peut supposer qu’il
envoie le tore maximal T̂ de Ĝ dans le tore diagonal T̂r = (C×)r de GLr(C). Alors ρ induit un homomorphisme
de tores composé de r caractères

ρT = (ρ1, . . . , ρr) : T̂ → (C×)r .

Soit (e1, . . . , er) une base de V = Cr telle que, pour tout indice i ∈ {1, . . . , r}, le tore maximal T̂ de Ĝ
agit sur le vecteur ei par le caractère ρi.

Pour tout rang s ∈ {1, . . . , r}, l’espace ΛsV admet pour base la famille des vecteurs

eS = ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eis

indexés par les parties S = {i1 < i2 < · · · < is} de {1, 2, . . . , r} de cardinal s. On note {S}rs l’ensemble de
ces parties et (e∗S)S∈{S}rs la base duale de (eS)S∈{S}rs .

Pour tout rang s ∈ {1, . . . , r} et toute partie S ∈ {S}rs, le tore T̂ agit sur le vecteur eS par le caractère

ρS =
∏
i∈S

ρi : T̂ → C× .

À titre heuristique, considérons maintenant une partition

r = {r1, r1 + r2, . . . , r1 + · · ·+ rk = r} ⊆ {1, 2, . . . , r}
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de l’entier r et une filtration

V• = (0 ( Vr1 ( Vr1+r2 ( · · · ( Vr1+···+rk = V )

de l’espace V = Cr par des sous-espaces Vs de dimension s, s ∈ r.
Pour tout rang s ∈ r, ΛsVs est une droite vectorielle plongée dans ΛsV . On peut lui associer la partie

non vide
βs ⊆ {S}rs

composée des sous-ensembles S ⊆ {1, . . . , r} de cardinal s tels que la forme linéaire de coordonnée d’indice
S

e∗S : ΛsV → C

ne soit pas nulle sur la droite ΛsVs.
Alors le fixateur de la filtration (V•) dans le tore T̂ est le sous-tore (pas nécessairement connexe) défini

par les équations
ρS′ = ρS′′ , ∀S′, S′′ ∈ βs , ∀ s ∈ r .

On remarque qu’il existe seulement un nombre fini de possibilités pour les partitions r de l’entier r et les
familles de parties non vides βs ⊆ {S}rs, s ∈ r, et donc pour les sous-tores de T̂ définis par de telles familles
d’équations.

Ces considérations amènent à poser la définition suivante :

Définition VII.3. – Considérons une paire (r, β) constituée de :
• une partition de l’entier r, notée comme une partie r = {r1, r1 + r2, . . . , r1 + · · ·+ rk = r} de l’intervalle
{1, 2, . . . , r} qui contient r,
• une famille β = (βs)s∈r composée, pour chaque indice s ∈ r, d’une partie non vide βs de l’ensemble {S}rs.

On notera ΩT̂ ,ρr,β la variété torique dont le tore est un quotient de

T̂ ×
∏
s∈r

C× = T̂ ×
∏
s∈r

Spec (C[X±1
s ])

et qui est définie comme le spectre de l’algèbre du monöıde CT̂ ,ρr,β engendré par les caractères

Xs · ρS , s ∈ r , S ∈ βs .

Remarque. L’ensemble {S}rr compte exactement un élément, l’intervalle {1, 2, . . . , r}, si bien que, pour
toute paire (r, β) comme dans la définition ci-dessus, on a

βr = {S}rr .

�

Par définition, ΩT̂ ,ρr,β est un sous-schéma fermé de l’espace affine produit

Cr,β =
∏
s∈r

∏
S∈βs

Spec (C[XS ]) .

D’après la théorie générale des variétés toriques, ΩT̂ ,ρr,β est réunion d’un nombre fini d’orbites localement
fermées.
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Chaque orbite possède un unique “point base” : il est défini par la propriété que tous les caractères du
tore T̂ × (C×)r qui induisent des fonctions rationnelles sur ΩT̂ ,ρr,β bien définies au voisinage de cette orbite
prennent en ce point les valeurs 0 ou 1.

Ainsi, pour qu’un point de ΩT̂ ,ρr,β soit le point base d’une orbite, il faut et il suffit que toutes les coordonnées
de son image dans Cr,β valent 0 ou 1.

Lemme VII.4. – Soit (r, β) une paire comme ci-dessus.
Alors :

(i) Le point base de l’unique orbite ouverte (dense) de la variété torique ΩT̂ ,ρr,β est le point 1r,β de Cr,β dont
toutes les coordonnées valent 1.
(ii) Le fixateur de ce point 1r,β est le sous-tore T̂r,β de

T̂ ×
∏
s∈r

C× = T̂ ×
∏
s∈r

Spec (C[X±1
s ])

défini par les équations
Xs · ρS = 1 , ∀ s ∈ r , ∀S ∈ βs .

Il se projette isomorphiquement sur le sous-tore T̂β de T̂ défini par les équations

ρS′ = ρS′′ , ∀ s ∈ r , ∀S′, S′′ ∈ βs .

(iii) L’unique orbite fermée de la variété torique affine ΩT̂ ,ρr,β consiste en le point Or,β de Cr,β dont toutes les
coordonnées valent 0.

Son fixateur est le tore T̂ × (C×)r tout entier.

Remarque. Il résulte de (i) et (ii) que ΩT̂ ,ρr,β est une variété torique de tore

(T̂ × (C×)r)/T̂r,β .

�

On peut également noter 1r,β le point de la variété affine sur C

Cr =
∏
s∈r

Λs Cr =
∏
s∈r

∏
S∈{S}rs

Spec (C[XS ])

dont les coordonnées valent {
XS = 1 si S ∈ βs , s ∈ r ,
XS = 0 si S ∈ {S}rs − βs , s ∈ r .

Posons :

Définition VII.5. –
(i) Une paire (r, β) comme ci-dessus est dite “admissible” si le point 1r,β de Cr est élément de la variété
torique définie comme l’adhérence schématique de l’image de l’homomorphisme

(C×)r × (C×)r → Cr

((λ1, . . . , λr), (xs)s∈r) 7→

(
xs ·

∏
i∈S

λi

)
s∈r

S∈{S}rs

.
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(ii) Étant donné un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo ΓE/F → GLr(C)

qui envoie T̂ dans T̂r = (C×)r, une paire (r, β) comme ci-dessus est dite “pré-ρ-admissible” si elle est
“admissible” au sens de (i) et si :
• L’action du groupe de Galois ΓE/F sur T̂ préserve chaque ensemble de caractères

{ρS : T̂ → C× | S ∈ βs} , s ∈ r .

• La codimension du sous-tore T̂r,β de T̂ × (C×)r est égale au cardinal #β =
∑
s∈r

#βs.

Pour toute paire pré-ρ-admissible (r, β), l’action de ΓE/F respecte le monöıde de caractères

CT̂ ,ρr,β ⊂ XT̂ ×X(C×)r

qui définit la variété torique ΩT̂ ,ρr,β . Celle-ci est donc munie d’une action du groupe de Galois ΓE/F .

3 Variétés toriques affines locales et leurs duales

Dans ce paragraphe, on travaille en une place x ∈ |F | telle que
• le groupe réductif GFx est quasi-déployé sur Fx,
• l’extension finie galoisienne E de F est non ramifiée en x.

En une telle place x, le groupe réductif GFx est donc non ramifié sur Fx, de même que l’homomorphisme
de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) .

On rappelle qu’en une telle place x sans ramification on a noté :
• σx l’image dans le groupe fini ΓE/F de l’élément de Frobenius en x,
• Sx

G le groupe de Weyl Fx-rationnel de GFx , identifié au sous-groupe de SG constitué des éléments fixés
par σx,

• T̂ dx le tore complexe défini comme le conoyau de l’homomorphisme

T̂ → T̂ ,
λ 7→ σx(λ) · λ−1 ,

• Λ∨x le réseau des caractères complexes
T̂ dx → C× ,

identifié au sous-réseau de XT̂ = X∨T constitué des caractères complexes

T̂ → C×

fixés par l’action de σx sur T̂ .

Considérons maintenant une paire pré-ρ-admissible (r, β) au sens de la définition VII.5.

La variété torique complexe affine ΩT̂ ,ρr,β a été définie au paragraphe précédent comme le spectre de
l’algèbre d’un certain monöıde

CT̂ ,ρr,β ⊂ XT̂ ×X(C×)r
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stabilisé par l’action de ΓE/F et, a fortiori, par celle de l’élément σx.

Définition VII.6. – Soit x ∈ |F | une place où G et ρ : Ĝo ΓE/F → GLr(C) sont non ramifiés.
(i) Pour toute paire pré-ρ-admissible (r, β), on note

CT̂
d
x ,ρ

r,β,x ⊂ Λ∨x ×X(C×)r

le monöıde constitué des éléments de CT̂ ,ρr,β qui sont fixés par l’action de σx. Autrement dit, c’est l’intersection

du monöıde CT̂ ,ρr,β et du réseau Λ∨x ×X(C×)r dans XT̂ ×X(C×)r .

(ii) Puis on note

ΩT̂
d
x ,ρ
r,β,x

la variété torique complexe affine, de tore quotient de

T̂ dx ×
∏
s∈r

C× ,

qui est définie comme le spectre de l’algèbre du monöıde CT̂
d
x ,ρ

r,β,x. �

Le plongement de l’algèbre de CT̂
d
x ,ρ

r,β,x dans celle de CT̂ ,ρr,β définit un morphisme de variétés affines complexes

ΩT̂ ,ρr,β → ΩT̂
d
x ,ρ
r,β,x

qui est équivariant pour l’action du tore
T̂ ×

∏
s∈r

C× .

Le point 1r,β de ΩT̂ ,ρr,β s’envoie sur un point de ΩT̂
d
x ,ρ
r,β,x que nous noterons de la même façon : c’est le point

base de l’unique orbite ouverte (dense) de la variété torique affine ΩT̂
d
x ,ρ
r,β,x. Son fixateur est le sous-tore T̂ dr,β,x

de T̂ dx ×
∏
s∈r

C× qui est l’image de T̂r,β par l’homomorphisme surjectif

T̂ ×
∏
s∈r

C× → T̂ dx ×
∏
s∈r

C× .

Il n’est pas nécessairement connexe. Il se projette isomorphiquement sur son image dans T̂ dx , qui n’est autre
que l’image T̂ dβ,x de T̂β par l’homomorphisme surjectif

T̂ → T̂ dx .

Rappelons maintenant que, en la place sans ramification x ∈ |F |, nous avons noté Tx un tore Fx-rationnel
et maximal de GFx , et T dx le plus grand sous-tore de Tx déployé sur Fx.

Comme le groupe réductif local GFx est quasi-déployé sur Fx, on peut identifier XTx à XG et X∨Tx à X∨G.
Le réseau Λ∨x = X∨Tdx

des cocaractères du tore déployé maximal T dx s’identifie au sous-réseau de X∨Tx = X∨G
constitué des éléments fixés par l’action de σx. Le réseau Λx dual de Λ∨x = X∨Tdx

s’identifie au réseau XTdx

des caractères
T dx → Gm .
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Posons encore :

Définition VII.7. – Comme dans la définition précédente, considérons une place x ∈ |F | sans ramification
et une paire pré-ρ-admissible (r, β).
(i) Notons

CT
d
x ,ρ

r,β,x ⊂ Λx ×XGrm

le monöıde saturé défini comme le dual du monöıde CT̂
d
x ,ρ

r,β,x :

CT
d
x ,ρ

r,β,x = {χ ∈ Λx ×XGrm | 〈χ, µ〉 ≥ 0 , ∀µ ∈ CT̂
d
x ,ρ

r,β,x}

Ce monöıde engendre le réseau Λx ×XGrm tout entier.
(ii) Notons

ΩT
d
x ,ρ
r,β,x

la variété torique affine normale sur Fx, de tore

T dx ×Gr
m ,

qui est définie comme le spectre de l’algèbre du monöıde

CT
d
x ,d

r,β,x ⊂ Λx ×XGrm .

On note ωr,β,x le point base de son unique orbite fermée, et T dr,β,x le sous-tore de T dx × Gr
m fixateur de

ce point base. �

Le monöıde CT
d
x ,ρ

r,β,x engendre le réseau Λx × XGrm tout entier parce que la variété torique affine ΩT̂
d
x ,ρ
r,β,x

contient un point, l’image de Or,β , qui est fixé par le tore T̂ dx × (C×)r tout entier.

La variété torique ΩT
d
x ,ρ
r,β,x est normale parce que le monöıde CT

d
x ,ρ

r,β,x est saturé.

Le sous-tore T dr,β,x de T dx × Gr
m, fixateur du point base ωr,β,x de l’unique orbite fermée, est connexe. Il

est défini par les équations
χ(µx) = 1

où χ décrit l’ensemble des caractères, éléments de Λx ×XGrm , qui vérifient

〈χ, µ〉 = 0 , ∀µ ∈ CT̂
d
x ,ρ

r,β,x .

En ce sens, il est l’orthogonal de l’image T̂ dr,β,x du tore T̂r,β par l’homomorphisme surjectif

T̂ ×
∏
s∈r

C× → T̂ dx ×
∏
s∈r

C× .

4 Résidus aux bords pour les noyaux locaux du transfert

Comme dans les deux paragraphes précédents, on considère un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo ΓE/F → GLr(C)

qui envoie le tore maximal T̂ de Ĝ dans le tore diagonal T̂r de GLr(C) et induit donc un homomorphisme

ρT = (ρ1, . . . , ρr) : T̂ → T̂r = (C×)r .
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On travaille comme dans le précédent paragraphe en une place x ∈ |F | où le groupe réductif G est non
ramifié et l’extension finie galoisienne E de F est non ramifiée.

Le groupe réductif local GFx possède une paire de Borel (Tx, Bx) rationnelle sur Fx, et le tore maximal
Tx devient déployé sur l’extension non ramifiée Ex = E ⊗F Fx de Fx.

La notation T dx désigne toujours le plus grand sous-tore déployé contenu dans Tx. Son dual T̂ dx est le tore
complexe défini comme le conoyau de l’homomorphisme

T̂ → T̂
λ 7→ σx(λ) · λ−1 .

Comme rappelé dans le théorème I.14(ii) du paragraphe I.4, nous disposons de la complétion Fx-
rationnelle ΩGFx du groupe réductif GFx quasi-déployé sur Fx. C’est un schéma lisse sur Fx, muni d’une
action à droite de T dx ×GFx ×GFx et qui contient comme ouvert dense

(T dx ×GFx)/(T dx ∩ ZGFx ) .

Il est muni d’un morphisme équivariant et lisse

ΩGFx → AGFx

vers la variété torique affine
AGFx =

∏
α∈∆GFx

=∆G/σx

A1

de tore T dx /(T
d
x ∩ ZGFx ).

D’autre part, si (r, β) est une paire pré-ρ-admissible, nous avons construit au paragraphe précédent une
variété torique affine normale sur Fx

ΩT
d
x ,ρ
r,β,x

de tore T dx ×Gr
m.

Nous avons noté T dr,β,x le sous-tore connexe de T dx ×Gr
m qui est le fixateur du point base ωr,β,x de l’unique

orbite fermée de ΩT
d
x ,ρ
r,β,x.

Rappelons encore que, par la définition IV.4 du paragraphe IV.2, nous avons associé à tout polynôme
symétrique px ∈ C[Λ∨x ]S

x
G = C[T̂ dx ]S

x
G un “noyau local du transfert par l’homomorphisme ρ”

KG,ρ,ψx
x,px : GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)×GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

défini par la formule intégrale

KG,ρ,ψx
x,px (g, g′) =

∫
Im T̂dx

dλex · px(λex) · ϕGx,λex (g) ·W r,ψx
x,εx·ρT,x(λ)(g

′) .

Dans cette formule, les différentes notations ont la signification suivante :
• Im T̂ dx désigne le plus grand sous-tore réel compact du tore complexe T̂ dx . Il est défini par les équations

|µ(λ)| = 1 ,

où µ décrit le réseau Λ∨x des caractères T̂ dx → C×.
• ex désigne l’ordre de l’élément de Frobenius σx dans le groupe fini ΓE/F .
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• dλex désigne la mesure sur Im T̂ dx qui se déduit de la mesure de Plancherel dλ par le changement de variable
λ 7→ λex .
• Pour tout λ ∈ T̂ dx , ϕGx,λ désigne l’unique fonction sphérique

GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)→ C

telle que 
ϕGx,λ ∗ ϕx = ϕx ∗ ϕGx,λ = SGx (ϕx)(λ) · ϕGx,λ , ∀ϕx ∈ HGx,∅ ,

ϕGx,λ(1) = 1 .

• ρT,x = (ρ1
T,x, . . . , ρ

r
T,x) : T̂ dx → T̂r = (C×)r est l’homomorphisme de tores dont le composé avec l’homo-

morphisme surjectif
T̂ → T̂ dx

est égal à
λ 7→ ρT (λ · σx(λ) · . . . · σex−1

x (λ)) .

• εx = (ε1
x, . . . , ε

r
x) est un élément de T̂r = (C×)r tel que

(ε1
x)ex = . . . = (εrx)ex = 1 ,

ρ∗x(px)(λex) = px(εx · ρT,x(λ)) , ∀ px ∈ C[T̂r]Sr , ∀λ ∈ T̂ dx .

• Pour tout élément λ′ de T̂r = (C×)r, la fonction de Whittaker W r,ψx
x,λ′ est l’unique fonction

GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

telle que

W r,ψx
x,λ′ (ug′) = ψ−1

(r)(u) ·W r,ψx
x,λ′ (g′) , ∀u ∈ Nr(Fx) , ∀ g′ ∈ GLr(Fx) ,

W r,ψx
x,λ′ ∗ ϕ′x = Srx(ϕ′x)(λ′) ·W r,ψx

x,λ′ , ∀ϕ′x ∈ Hrx,∅ ,

W r,ψx
x,λ′



γr−1
x 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . γx 0
0 . . . 0 1


 = 1 pour n’importe quel élément γx ∈ F×x de valuation vx(γx) = Nψx .

Rappelons enfin que, par la définition III.13 du paragraphe III.4, nous avons associé à tout élément λ′

de T̂r = (C×)r une “fonction de Whittaker de type r”

W
r,ψx
x,λ′ : GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

qui vérifie les propriétés suivantes :

W
r,ψx
x,λ′ (ug′) = ψ−1

r (u) ·W r,ψx
x,λ′ (g′) , ∀u ∈ Nr(Fx) , ∀ g′ ∈ GLr(Fx) ,

W
r,ψx
x,λ′ ∗ ϕ′x = Srx(ϕ′x)(λ′) ·W r,ψx

x,λ′ , ∀ϕ′x ∈ Hrx,∅ ,

W
r,ψx
x,λ′



γr−1
x 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . γx 0
0 . . . 0 1


 = 1 si γx ∈ F×x et vx(γx) = Nψx .

108



Par analogie avec la définition IV.4 du paragraphe IV.2 rappelée ci-dessus, il est naturel de poser la
définition suivante :

Définition VII.8. – Pour toute partition r de l’entier r et tout polynôme symétrique px ∈ C[T̂ dx ]S
x
G , on note

KG,ρ,ψx
x,px,r : GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)×GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

la fonction définie par la formule intégrale

(g, g′) 7→
∫

Im T̂dx

dλex · px(λex) · ϕGx,λex (g) ·W r,ψx
x,εx·ρT,x(λ)(g

′) .

�

Tout comme KG,ρ,ψx
x,px , les fonctions KG,ρ,ψx

x,px,r sont compatibles avec l’homomorphisme de transfert local
induit par ρ

ρ∗x : Hrx,∅ → H
G
x,∅

au sens que, pour toute fonction sphérique ϕ′x ∈ Hrx,∅, on a

KG,ρx,ψx
x,px,r ∗2 ϕ′x = KG,ρx,ψx

x,px,r ∗1 ρ∗x(ϕ′x) .

Nous avons besoin de pouvoir considérer les fonctions sphériques surG(Fx) comme des fonctions sphériques
sur (T dx ×G(Fx))/(T dx ∩ ZGFx ).

Pour cela, nous disposons du lemme suivant :

Lemme VII.9. –
(i) La restriction

ϕ̃ (•, •) 7→ ϕ̃ (1, •)

définit un isomorphisme de l’espace des fonctions

ϕ̃ : T dx /T
d
x (Ox)×GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)→ C

telles que

• la restriction gx 7→ ϕ̃(µx, gx) est à support compact dans G(Fx) pour tout élément µx ∈ T dx ,

• la restriction µx 7→ ϕ̃(µx, gx) est invariante par Sx
G pour tout élément gx ∈ G(Fx),

• pour tous éléments µx ∈ T dx , gx ∈ G(Fx) et zx ∈ T dx ∩ ZGFx , on a

ϕ̃(zx µx, gx) = ϕ̃(µx, zx gx) ,

• pour toute fonction sphérique ϕx ∈ HGx,∅ dont la transformée de Satake SGx (ϕx) ∈ C[Λ∨x ]S
x
G est vue

comme une fonction ϕ′x : T dx /T
d
x (Ox)→ C, on a

ϕ̃ ∗2 ϕx = ϕ̃ ∗1 ϕ′x ,

sur l’espace des fonctions sphériques à support compact

ϕ : GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)→ C .
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(ii) L’isomorphisme réciproque, noté
ϕ (•) 7→ ϕ̃ (•, •)

s’obtient en écrivant la décomposition spectrale de ϕ

ϕ (gx) =
∫

Im T̂dx

dλ · px(λ) · ϕGx,λ(gx)

avec px = SGx (ϕ) ∈ C[Λ∨x ]S
x
G = C[T̂ dx ]S

x
G , et en posant

ϕ̃ (µx, gx) =
∫

Im T̂dx

dλ · px(λ) · 〈ordx(µx), λ〉 · ϕGx,λ(gx) .

�

Ce lemme permet de considérer la fonction sphérique de deux variables

KG,ρ,ψx
x,px,r : GFx(Ox)\G(Fx)/GFx(Ox)×GLr(Fx)/GLr(Ox)→ C

comme une fonction sphérique de trois variables

K̃G,ρ,ψr
x,px,r : (T dx ×G(Fx))/(T dx ∩ ZGFx )×GLr(Fx)→ C .

Pour toute partie non vide S de {1, 2, . . . , r}, nous avons noté

ρS : T̂ → C×

le caractère ρS =
∏
i∈S

ρi.

De même, nous pouvons noter
ρST,x : T̂ dx → C×

le caractère
ρST,x =

∏
i∈S

ρiT,x

et εSx ∈ C× le produit
εSx =

∏
i∈S

εix .

Introduisons encore de nouvelles fonctions qui vont nous servir à définir des résidus aux bords pour les
fonctions K̃G,ρ,ψx

x,px,r sur T dx ×G(Fx)×GLr(Fx) :

Définition VII.10. – Pour toute paire pré-ρ-admissible (r, β), soit

ϕr,β,x : (F×x )r/(O×x )r × T dx /T dx (Ox)→ C

la fonction sphérique (à support non compact) dont la transformée de Satake est la série formelle

1
# Sx

G

∑
σ∈Sx

G

∏
s∈r

∏
S∈βs

1
1−Xs · εSx · σ(ρST,x)

.

�
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La fonction sphérique
ϕr,β,x : (F×x )r × T dx → C

est invariante par l’action de Sx
G sur T dx .

Il en est de même, pour tout polynôme symétrique px ∈ C[Λ∨x ]S
x
G = C[T̂ dx ]S

x
G , de la fonction sphérique

K̃G,ρ,ψx
x,px,r : T dx ×G(Fx)×GLr(Fx)→ C .

Cette fonction est également invariante par le sous-tore T dx ∩ZGFx plongé dans T dx ×G(Fx) par l’homomor-
phisme µx 7→ (µx, µ−1

x ).
On peut définir un produit de convolution de ces deux fonctions :

Lemme VII.11. – La convolution par rapport à la variable commune µx ∈ T dx définit une fonction sphérique

ϕr,β,x ∗2 K̃G,ρ,ψx
x,px,r : (F×x )r × T dx ×G(Fx)×GLr(Fx)→ C

invariante par l’action du groupe de Weyl Fx-rationnel Sx
G sur T dx et par le sous-tore T dx ∩ZGFx plongé dans

T dx ×G(Fx). �

Dans ce lemme apparâıt une fonction définie sur l’espace des points à valeurs dans Fx de la variété produit

Gr
m × T dx ×GFx ×GLr .

L’oubli des deux dernières variables définit une projection équivariante vers le tore

Gr
m × T dx

que l’on peut identifier à l’orbite ouverte de la variété torique affine

ΩT
d
x ,ρ
r,β,x .

D’autre part, l’oubli de la première variable et de la dernière, suivi du passage au quotient par le tore
T dx ∩ ZGFx , définit une projection équivariante vers le groupe

(T dx ×GFx)/(T dx ∩ ZGFx )

que l’on peut identifier à l’orbite ouverte dense du schéma

ΩGFx .

Enfin, ce schéma ΩGFx est lui-même muni d’un morphisme équivariant et lisse

ΩGFx → AGFx

vers la variété torique affine lisse
AGFx =

∏
α∈∆GFx

=∆G/σx

A1

de tore T dx /(T
d
x ∩ ZGFx ).

On est amené à poser encore :

Définition VII.12. – Pour toute paire pré-ρ-admissible (r, β), on note

Ω̃T
d
x ,ρ
r,β,x
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la variété torique affine sur Fx de tore
Gr
m × T dx

qui est définie comme l’adhérence schématique de ce tore dans le produit

ΩT
d
x ,ρ
r,β,x × AGFx .

�

Le point base de toute orbite de la variété torique Ω̃T
d
x ,ρ
r,β,x est nécessairement de la forme (ω, 1θ) où ω est

le point base d’une orbite de ΩT
d
x ,ρ
r,β,x et où, comme dans le paragraphe I.4, 1θ désigne le point base de l’orbite

de AGFx associée à une partie θ de ∆GFx
= ∆G/σx.

La variété
Gr
m × T dx ×GFx ×GLr

s’identifie à un ouvert dense du sous-schéma fermé de

ΩT
d
x ,ρ
r,β,x × ΩGFx ×GLr

défini comme l’image réciproque du sous-schéma fermé

Ω̃T
d
x ,ρ
r,β,x ↪→ ΩT

d
x ,ρ
r,β,x × AGFx .

Nous pouvons maintenant prolonger aux bords la fonction ϕr,β,x ∗2 K̃G,ρ,ψx
x,px,r introduite dans le lemme VII.11 :

Théorème VII.13. – Pour toute paire pré-ρ-admissible (r, β) et tout polynôme symétrique px ∈ C[Λ∨x ]S
x
G =

C[T̂ dx ]S
x
G , la fonction sphérique

ϕr,β,x ∗2 K̃G,ρ,ψx
x,px,r : (F×x )r × T dx ×G(Fx)×GLr(Fx)→ C

se prolonge par continuité en une fonction sur le fermé de

[ΩT
d
x ,ρ
r,β,x × ΩGFx ×GLr](Fx)

qui est l’image réciproque du fermé
Ω̃T

d
x ,ρ
r,β,x(Fx)

de [ΩT
d
x ,ρ
r,β,x × AGFx ](Fx). �

Nous nous intéressons particulièrement aux restrictions de la fonction ϕr,β,x ∗2 K̃G,ρ,ψx
x,px,r au-dessus des

points bases de la variété torique Ω̃T
d
x ,ρ
r,β,x qui relèvent le point base ωr,β,x de l’unique orbite fermée de la

variété torique affine ΩT
d
x ,ρ
r,β,x.

Rappelons que, d’après le théorème 1.14(iii) du paragraphe I.4, la fibre du morphisme équivariant et lisse

ΩGFx → AGFx =
∏

α∈∆GFx
=∆G/σx

A1

au-dessus du point base 1θ de AGFx associé à une partie θ de ∆GFx
s’identifie au quotient

Mθ · (Nθ ×Nop
θ )\(G×G) .
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On peut prouver :

Théorème VII.14. – Dans les conditions du théorème précédent, considérons un point base (ωr,β,x, 1θ) de

Ω̃T
d
x ,ρ
r,β,x constitué du point base ωr,β,x de ΩT

d
x ,ρ
r,β,x et d’un point base 1θ de AGFx , nécessairement associé à une

partie θ de ∆GFx
= ∆G/σx.

Alors :
(i) La restriction de la fonction

ϕr,β,x ∗2 K̃G,ρ,ψx
x,px,r

à la fibre de
[ΩT

d
x ,ρ
r,β,x × ΩGFx ×GLr](Fx)

au-dessus du point base (ωr,β,x, 1θ) peut être vue comme une fonction

KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

: G(Fx)×G(Fx)×GLr(Fx)→ C .

(ii) Cette fonction KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

vérifie les propriétés suivantes :

• Elle est invariante à droite par GFx(Ox)×GFx(Ox)×GLr(Ox).

• Elle est invariante à gauche par [Mθ · (Nθ ×Nop
θ )](Fx).

• Elle est ψ−1
r -équivariante au sens que

KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

(g1, g2, ug
′) = ψ−1

r (u)·KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

(g1, g2, g
′) , ∀ g1, g2 ∈ G(Fx) , ∀ g′ ∈ GLr(Fx) , ∀u ∈ Nr(Fx) .

• Elle est compatible avec le transfert local par

ρ∗x : Hrx,∅ → H
G
x,∅

au sens que
KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

∗3 ϕ′x = KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

∗2 ρ∗x(ϕ′x) , ∀ϕ′x ∈ Hrx,∅ ,

et
KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

∗2 ϕx = KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

∗1 ϕ∨x , ∀ϕx ∈ HGx,∅ .

(iii) La restriction de la fonction
KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

à
Mθ(Fx)×Mθ(Fx)×GLr(Fx)

s’écrit sous la forme

(m1,m2, g
′) 7→

∫
{λ∈Im T̂dx |λex∈Im T̂dβ,x}

dλex · px((λλ0)ex) · ϕMθ

x,(λλ0)ex (m−1
1 m2)

· ρ
1/2

P op
θ

(m−1
1 m2) ·W r,ψx

x,εx·ρT,x(λλ0)(g
′)

pour une certaine mesure dλex sur le tore

{λ ∈ Im T̂ dx | λex ∈ Im T̂ dβ,x}

et un certain élément λ0 ∈ T̂ dx . �
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On peut se demander dans quelle mesure la fonction

KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

: G(Fx)×G(Fx)×GLr(Fx)→ C

dépend du choix du relèvement (ωr,β,x, 1θ) de ωr,β,x. En fait, elle n’en dépend pas :

Théorème VII.15. – Soit une paire pré-ρ-admissible (r, β) telle que le point base ωr,β,x de l’unique orbite

fermée de la variété torique affine ΩT
d
x ,ρ
r,β,x se relève en au moins un point base (ωr,β,x, 1θ) de la variété torique

affine Ω̃T
d
x ,ρ
r,β,x.

Alors, pour tout polynôme symétrique px ∈ C[T̂ dx ]S
x
G , la fonction

KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

: G(Fx)×G(Fx)×GLr(Fx)→ C

ne dépend pas du choix du relèvement (ωr,β,x, 1θ) de ωr,β,x.
On la notera simplement

KG,ρ,ψx
x,px,β

: G(Fx)×G(Fx)×GLr(Fx)→ C .

�

5 Termes complémentaires pour la construction de noyaux glo-
baux du transfert automorphe

Dans ce paragraphe, nous allons travailler globalement sur le corps de fonctions F .
Nous considérons un groupe réductif connexe G qui est quasi-déployé sur F ainsi qu’un homomorphisme

de transfert
ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) .

Il existe une extension finie galoisienne E de F , contenue dans la clôture séparable Fs et telle que ρ se
factorise en

Ĝo ΓE/F → GLr(C) .

Considérons une paire pré-ρ-admissible (r, β).

Au paragraphe 2, nous avons construit une variété torique affine ΩT̂ ,ρr,β de toreT̂ ×∏
s∈r

C×
 /T̂r,β

où T̂r,β désigne le sous-tore de T̂ ×
∏
s∈r

C× défini par les équations

Xs · ρS = 1 , ∀ s ∈ r , ∀S ∈ βs .

Comme schéma, ΩT̂ ,ρr,β est le spectre de l’algèbre du monöıde CT̂ ,ρr,β engendré par les caractères

Xs · ρS , s ∈ r , S ∈ βs .

Il contient une unique orbite fermée : celle-ci est réduite à un point Or,β fixé par le tore T̂ × (C×)r tout
entier.
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Le groupe réductif connexe G, étant quasi-déployé sur F , possède un épinglage (T,B, (uα)α∈∆G
) défini

sur F .
On note T dF le plus grand sous-tore de T déployé sur F . Son dual T̂ dF est le plus grand quotient du tore

complexe T̂ sur lequel le groupe de Galois ΓE/F agisse trivialement. Autrement dit, XT̂dF
= X∨

TdF
s’identifie

au sous-réseau de XT̂ = X∨T constitué des caractères de T̂ (ou des cocaractères de T ) qui sont fixés par
l’action de ΓE/F .

Définition VII.16. – Considérons comme ci-dessus un groupe réductif connexe G quasi-déployé sur F et
un homomorphisme de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) .

Soit (r, β) une paire pré-ρ-admissible.

(i) On note CT̂
d
F ,ρ

r,β le monöıde constitué des éléments de CT̂ ,ρr,β qui sont fixés par l’action de ΓF . Autrement

dit, c’est l’intersection du monöıde CT̂ ,ρr,β et du sous-réseau XT̂dF
×X(C×)r de XT̂ ×X(C×)r .

(ii) On note

ΩT̂
d
F ,ρ
r,β

la variété torique affine complexe, de tore quotient de

T̂ dF × (C×)r ,

qui est définie comme le spectre de l’algèbre du monöıde CT̂
d
F ,ρ

r,β . �

Le plongement de l’algèbre de CT̂
d
F ,ρ

r,β dans celle de CT̂ ,ρr,β définit un morphisme de variétés complexes affines

ΩT̂ ,ρr,β → ΩT̂
d
F ,ρ
r,β

qui est équivariant pour l’action du tore
T̂ × (C×)r .

Le tore de la variété torique ΩT̂
d
F ,ρ
r,β est le quotient

(T̂ dF × (C×)r)/T̂ dF,r,β

où T̂ dF,r,β désigne l’image de T̂r,β par l’homomorphisme surjectif

T̂ × (C×)r → T̂ dF × (C×)r .

Le sous-tore T̂ dF,r,β n’est pas nécessairement connexe. Il se projette isomorphiquement sur son image dans
T̂ dF , qui n’est autre que l’image T̂ dβ,F de T̂β par l’homomorphisme surjectif

T̂ → T̂ dF .

Définition VII.17. – Dans les mêmes conditions que la définition précédente, considérons une paire pré-
ρ-admissible (r, β).
(i) Notons

CT
d
F ,ρ

r,β ⊂ XTdF
×XGrm
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le monöıde saturé défini comme le dual du monöıde CT̂
d
F ,ρ

r,β :

CT
d
F ,ρ

r,β = {χ ∈ XTdF
×XGrm | 〈χ, µ〉 ≥ 0 , ∀µ ∈ CT̂

d
F ,ρ

r,β }

Ce monöıde engendre le réseau XTdF
×XGrm tout entier.

(ii) Notons

ΩT
d
F ,ρ
r,β

la variété torique affine normale sur F , de tore

T dF ×Gr
m ,

qui est définie comme le spectre de l’algèbre du monöıde

CT
d
F ,ρ

r,β ⊂ XTdF
×XGrm .

On note ωr,β le point base de son unique orbite fermée, et T dr,β,F le sous-tore de T dF ×Gr
m fixateur de ce

point base. �

Nous disposons d’autre part de la complétion F -rationnelle ΩGF du groupe réductif connexe G quasi-
déployé sur F . C’est un schéma lisse sur F , muni d’une action à droite de T dF ×G×G et qui contient comme
ouvert dense

(T dF ×G)/(T dF ∩ ZG) .

Il est également muni d’un morphisme équivariant et lisse

ΩGF → AGF

vers la variété torique affine lisse
AGF =

∏
α∈∆GF

=∆G/ΓE/F

A1

de tore T dF /(T
d
F ∩ ZG).

Définition VII.18. – Dans la même situation que les deux définitions précédentes, on note

Ω̃T
d
F ,ρ
r,β

la variété torique affine de tore
Gr
m × T dF ,

qui est définie comme l’adhérence schématique de ce tore dans le produit

ΩT
d
F ,ρ
r,β × AGF .

�

Le point base de toute orbite de la variété torique Ω̃T
d
F ,ρ
r,β est nécessairement de la forme (ω, 1θ) où ω est

le point base d’une orbite de ΩT
d
F ,ρ
r,β et 1θ est le point base de l’orbite de AGF associée à une partie θ de

∆GF = ∆G/ΓE/F .

Définition VII.19. – Considérons comme ci-dessus un groupe réductif connexe G quasi-déployé sur F et
un homomorphisme de transfert ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) supposé irréductible.
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(i) Une paire pré-ρ-admissible (r, β) sera dite “ρ-admissible” si le point base ωr,β de l’unique orbite fermée

de ΩT
d
F ,ρ
r,β se relève en au moins un point base (ωr,β , 1θ) de la variété torique Ω̃T

d
F ,ρ
r,β .

(ii) Si (r, β) est une paire ρ-admissible, on notera

Tβ ⊂ T

le sous-tore connexe de T défini par les équations

χ(µ) = 1

associées à tous les caractères χ ∈ XT = X∨
T̂

tels que

〈χ, ρS′/ρS′′〉 = 0 , ∀ s ∈ r , ∀S′, S′′ ∈ βs .

Ce sous-tore Tβ de T est rationnel sur F . Il est contenu dans le groupe dérivé Gder de G.
(iii) Toujours si (r, β) est une paire ρ-admissible, on notera

Gβ [resp. Gsc
β ]

le sous-groupe réductif de Gder ⊆ G [resp. du revêtement simplement connexe Gsc de Gder] engendré par le
sous-tore Tβ de T [resp. par l’image réciproque de Tβ dans Gsc] et par les sous-groupes unipotents

Uα

associés aux racines α ∈ ∆G telles que :
• la réflexion σα ∈ SG préserve le sous-tore Tr,β de T ,

• le cocaractère
∨
α : Gm → T prend ses valeurs dans Tr,β.

Ce sous-groupe réductif Gβ de G [resp. Gsc
β de Gsc] est rationnel sur F . �

Si (r, β) est une paire ρ-admissible et (ωr,β , 1θ) un relèvement dans Ω̃T
d
F ,ρ
r,β du point base ωr,β de ΩT

d
F ,ρ
r,β ,

on peut noter GNβ,θ [resp. GNop
β,θ] le sous-groupe algébrique de Gder ⊂ G rationnel sur F engendré par Gβ

et Nθ [resp. Gβ et Nop
θ ].

De même, on peut noter GN sc
β,θ [resp. GN sc,op

β,θ ] le sous-groupe algébrique de Gsc rationnel sur F engendré
par Gsc

β et Nθ [resp. Gsc
β et Nop

θ ].

Enfin, on peut noter Pβ,θ [resp. P op
β,θ] le sous-groupe parabolique de G rationnel sur F engendré par Gβ

et Pθ = Mθ ·Nθ [resp. Gβ et P op
θ = Mθ ·Nop

θ ].
On a :

Lemme VII.20. – Dans les conditions de la définition précédente, considérons une paire ρ-admissible (r, β).

(i) Si θ est une partie de ∆GF = ∆G/ΓF telle que (ωr,β , 1θ) soit un point base de la variété torique Ω̃T
d
F ,ρ
r,β ,

on a les égalités dans G
GNβ,θ = Gβ ·Nθ , GNop

β,θ = Gβ ·Nop
θ

Pβ,θ = Gβ · Pθ , P op
β,θ = Gβ · P op

θ

et l’égalité dans Gsc

GN sc
β,θ = Gsc

β ·Nθ , GN sc,op
β,θ = Gsc

β ·N
op
θ .
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(ii) Lorsque θ décrit l’ensemble des parties de ∆GF qui satisfont l’hypothèse de (i), les sous-groupes algébriques
rationnels sur F

GNβ,θ , GN
op
β,θ ⊂ G ,

Pβ,θ , P
op
β,θ ⊂ G

et
GN sc

β,θ , GN
sc,op
β,θ ⊂ Gsc

ne dépendent pas du choix de θ.
On peut les noter simplement

GNβ , GNop
β

Pβ , P op
β

et GN sc
β , GN sc,op

β .

�

En toute place x ∈ |F | où le groupe réductif connexe G, l’homomorphisme de transfert ρ : Ĝ o ΓF →
GLr(C) et l’extension finie galoisienne E de F sont non ramifiés, le plongement de tores

T dF ↪→ T dx

se prolonge en un morphisme équivariant de variétés toriques

AGF =
∏

α∈∆GF
=∆G/ΓE/F

A1 ↪→
∏

α∈∆GFx
=∆G/σx

A1 = AGFx .

De même, pour toute paire ρ-admissible (r, β), on a un morphisme équivariant

ΩT
d
F ,ρ
r,β → ΩT

d
x ,ρ
r,β .

Le morphisme produit
ΩT

d
F ,ρ
r,β × AGF → ΩT

d
x ,ρ
r,β × AGFx

envoie la variété torique Ω̃T
d
F ,ρ
r,β dans Ω̃T

d
x ,ρ
r,β .

En particulier, si θ est une partie de ∆GF = ∆G/ΓE/F telle que (ωr,β , 1θ) soit un point base de Ω̃T
d
F ,ρ
r,β ,

la partie correspondante θx de ∆GFx
= ∆G/σx définit un point base de Ω̃T,ρr,β .

Pour tout polynôme symétrique px ∈ C[Λ∨x ]S
x
G = C[T̂ dx ]S

x
G , on dispose alors de la fonction

KG,ρ,ψx
x,px,β

: G(Fx)×G(Fx)×GLr(Fx)→ C

définie dans les théorèmes VII.14 et VII.15 du précédent paragraphe.

Lemme VII.21. – Dans la situation de la définition et du lemme qui précèdent, soit x une place de F
où le groupe réductif connexe G, l’homomorphisme de transfert ρ : Ĝ o ΓF → GLr(C) et l’extension finie
galoisienne E de F sont non ramifiés.

Alors, pour toute paire ρ-admissible (r, β), la fonction

KG,ρ,ψx
x,px,β

: G(Fx)×G(Fx)×GLr(Fx)→ C
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est invariante à gauche par l’image du sous-groupe

Gsc
β (Fx)×Gsc

β (Fx)

de Gsc(Fx)×Gsc(Fx). �

Si θ est une partie de ∆GF = ∆G/ΓE/F telle que (ωr,β , 1θ) soit un point base de Ω̃T
d
F ,ρ
r,β , on sait aussi d’après

le théorème VII.14(ii) que la fonction KG,ρ,ψx,θ
x,px,β

= KG,ρ,ψx
x,px,β

est invariante à gauche par Nθ(Fx)×Nop
θ (Fx) et

par Mθ(Fx) plongé diagonalement.
Cette fonction est donc invariante à gauche par l’image du sous-groupe

GN sc
β (Fx)×GN sc,op

β (Fx)

de Gsc(Fx)×Gsc(Fx) ainsi que par le sous-groupe

Pβ(Fx) ∩ P op
β (Fx) = Gβ(Fx) ·Mθ(Fx)

plongé diagonalement dans G(Fx) × G(Fx) puisque ce sous-groupe est engendré par Mθ(Fx) et l’image de
Gsc
β (Fx).

Supposons maintenant que le groupe réductif connexe quasi-déployé G sur F est non ramifié en toute
place x ∈ |F |, de même que l’homomorphisme de transfert ρ et l’extension finie E de F .

Si p = (px)x∈|F | est une famille de polynômes symétriques px ∈ C[Λ∨x ]S
x
G presque tous égaux à 1, et (r, β)

est une paire ρ-admissible, on peut définir une fonction

KG,ρ,ψ
p,β : G(A)×G(A)×GLr(A)→ C

en formant le produit
KG,ρ,ψ
p,β =

∏
x∈|F |

KG,ρ,ψx
x,px,β

.

D’après le lemme ci-dessus, cette fonction KG,ρ,ψ
p,β est invariante à gauche par l’image du sous-groupe Gsc

β (A)×
Gsc
β (A) de Gsc(A)×Gsc(A).

Proposons la conjecture suivante :

Conjecture VII.22. – Considérons un groupe réductif connexe G sur F qui est

• quasi-déployé sur F ,

• non ramifié en toute place x ∈ |F |,
ainsi qu’un homomorphisme de transfert partout non ramifié

ρ : Ĝo Γnr
F → GLr(C) .

On fait l’hypothèse que cet homomorphisme de transfert ρ est “minimal” au sens de la définition VII.1.
Alors, pour toute famille p = (px)x∈|F | de polynômes symétriques px ∈ C[Λ∨x ]S

x
G presque tous égaux à 1,

il existe une (unique) fonction
KG,ρ
p : G(A)×G(A)×GLr(A)→ C

telle que :
• C’est un “noyau du transfert non ramifié par ρ” au sens de la définition II.18 du paragraphe II.6 ; en
particulier, elle est invariante à gauche par G(F )×G(F )×GLr(F ).
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• Son coefficient de Fourier régulier

(g1, g2, g
′) 7→W(r)K

G,ρ
p (g1, g2, g

′) =
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψ(r)(u) ·KG,ρ
p (g1, g2, ug

′)

est égal à la somme ∑
γ∈G(F )

KG,ρ,ψ
p,(r) (g−1

1 γ g2, g
′)

où
(g, g′) 7→ KG,ρ,ψ

p,(r) (g, g′) =
∏
x∈|F |

KG,ρ,ψx
x,px (g, g′)

est la fonction introduite dans la discussion qui précède l’énoncé du lemme IV.6 du paragraphe IV.3.
• Pour toute partition non triviale r de l’entier r, le coefficient de Fourier de type r

(g1, g2, g
′) 7→WrK

G,ρ
p (g1, g2, g

′) =
∫
Nr(F )\Nr(A)

du · ψr(u) ·KG,ρ
p (g1, g2, ug

′)

est égal à la somme, sur toutes les familles β = (βs)s∈r de parties non vides βs ⊂ {S}rs telles que la paire
(r, β) soit ρ-admissible, des expressions

1
# Ker (Gsc

β (F )→ Gβ(F ))
·

∑
γ1∈Pβ(F )\G(F )

∑
γ2∈Coker(GNsc,op

β (F )→G(F ))

KG,ρ,ψ
p,β (γ1 g1, γ2 g2, g

′) .

�
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