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Introduction

Ce texte fait suite a l'article [Lafforgue, 2008] qui construisait des noyaux de la fonctorialité dans le cas
de l'induction automorphe sans ramification de GL; a GLy via une extension quadratique d’un corps de
fonctions.

Cette fois, nous considérons le transfert automorphe général d’un groupe réductif G vers un groupe
linéaire GL,., induit par un homomorphisme p qui va du L-groupe de G vers le dual GL,.(C) de GL,..

Comme dans l'article précédent, nous nous cantonnons au cas des corps de fonctions; le cas des corps de
nombres demanderait un travail supplémentaire aux places infinies.

Dans cet article, nous proposons d’abord une notion générale de “noyaux de la fonctorialité”. En notant
A Panneau des adeles du corps de fonctions F' sur lequel on travaille, ce sont des fonctions sur G(A) x G(A) x
GL,(A) qui sont invariantes & gauche par le sous-groupe discret G(F') x G(F') x GL,(F) et qui vérifient en
toute place sans ramification une certaine condition de compatibilité avec les homomorphismes entre algebres
de Hecke sphériques locales induits par p.

Nous proposons également une construction générale conjecturale de tels “noyaux de la fonctorialité”, ou
plutot de leurs coefficients de Fourier définis par intégration sur le radical unipotent N, du sous-groupe de
Borel B, de GL, constitué des matrices triangulaires supérieures. Comme dans 'article précédent consacré a
I'induction automorphe de GL; & GLg, nous nous cantonnons au cas du transfert sans ramification en aucune
place. Tous les coefficients de Fourier des noyaux recherchés sont d’abord construits localement, place par
place ; leurs expressions globales sont obtenues en faisant le produit sur toutes les places des fonctions définies
localement et en sommant les fonctions produits ainsi obtenues sur des groupes discrets de points rationnels.

Les “fonctions noyaux” que nous proposons vérifient par construction méme la condition locale de com-
patibilité avec les homomorphismes entre algebres de Hecke sphériques induits par p, ainsi que la condition
globale d’invariance & gauche par G(F) x G(F). Toute la difficulté du probleme du transfert automorphe de
Langlands se trouve concentrée dans la propriété d’invariance & gauche par GL,.(F) qu’il s’agit de vérifier.

C’est une situation semblable a celle rencontrée dans les classiques “théoremes réciproques” de Hecke,
Weil, Piatetski-Shapiro et autres. Cela n’a rien d’étonnant puisque la construction que nous proposons en
termes de coefficients de Fourier est calquée sur celle employée dans la preuve de ces “théorémes réciproques”,
a commencer par le recours aux fonctions de Whittaker. La différence avec cette approche classique réside en
ceci que nous ne proposons pas une construction pour chaque représentation automorphe considérée isolément
mais une construction “en famille” qui prend en compte simultanément toutes les formes automorphes ; dans
cette approche, on n’a plus besoin de décomposer spectralement ’espace des formes automorphes et on ne
recourt jamais a la notion de représentation automorphe.

On peut dire aussi qu’il s’agit de démontrer que certaines fonctions sur G(A) x G(A) x GL,.(A) construites
explicitement sont automorphes. Comme toutes ces fonctions se déduisent de I'une d’elle par simple convo-
lution par des éléments de l’algebre de Hecke, on est méme réduit a prouver qu’une fonction bien précise,
donnée par une formule explicite, est automorphe.

Nous le vérifions dans le cas (non trivial) ot G = GLg et p est la représentation standard de GLg(C).
Comme dans le cas de I'induction automorphe de GL; & GLs, le résultat cherché est conséquence de la formule
de Poisson, et ’essentiel du travail se fait localement, place par place : il consiste a vérifier que certaines
fonctions sont transformées de Fourier les unes des autres et a calculer leurs limites aux bords. Cette fois,
la formule de Poisson qui s’applique est celle relative au sous-groupe discret My(F') du groupe adélique
M5(A) des matrices carrées de rang 2 a coefficients dans A, et les termes de bord qui donnent naissance aux
coefficients de Fourier complémentaires proviennent des matrices de Ms qui ne sont pas inversibles.

Voici le contenu des différents chapitres :

Le chapitre I est exclusivement constitué de rappels sur les groupes réductifs, considérés d’abord sur un
corps séparablement clos puis sur un corps arbitraire. Le quatrieme et dernier paragraphe rappelle la construc-
tion, un peu moins universellement connue, des “complétions” des groupes réductifs due a De Concini, Procesi



et Vinberg. Cette construction servira au chapitre VII pour définir les coefficients de Fourier complémentaires
que nous proposons pour les “noyaux du transfert” cherchés.

La plus grande partie du chapitre II est également constituée de rappels : groupe dual de Langlands et L-
groupes, double formulation des isomorphismes de Satake, homomorphismes de transfert et homomorphismes
induits entre algebres de Hecke sphériques, conjecture de fonctorialité de Langlands. Le seul élément nouveau
de ce chapitre est la définition générale de la notion de “noyau du transfert”. Une fois cette définition donnée,
on explique rapidement pourquoi 'existence d’une famille “complete” de tels noyaux entraine la conjecture
de transfert automorphe de Langlands.

Comme nous nous proposons d’essayer de construire des “noyaux du transfert” par leurs coefficients de
Fourier, nous avons besoin de résultats généraux sur les coefficients de Fourier, calculés le long de N,., des
fonctions sur GL,(A) invariantes & gauche par certains sous-groupes discrets contenant N,.(F'). C’est I'objet
du chapitre III. Son premier paragraphe définit les coefficients de Fourier calculés contre des caracteres i,
de N,.(F)\N,(A) associés aux différentes partitions r de Uentier r. Le paragraphe 2 démontre un théoréme
d’isomorphisme entre ’espace des fonctions sur GL,.(A) invariantes a gauche par le sous-groupe “mirabolique”
Q. (F) et un certain espace de coefficients de Fourier indexés par les partitions r de Uentier r. Ce théoréme
généralise le “théoreme d’inversion” de Shalika qui traitait le cas ou le coeflicient de Fourier “régulier” associé
a la partition triviale de r, notée (r), figure seul : tous les autres étaient supposés nuls.

Enfin, les deux derniers paragraphes de ce chapitre traitent des fonctions locales qui composent nécessaire-
ment les coefficients de Fourier envisagés : ce sont les fonctions de Whittaker, dont les principales propriétés
sont rappelées, et les “fonctions de Whittaker intermédiaires” qui s’en déduisent apres le choix d’une partition
non triviale r de 'entier r.

Le chapitre IV propose une construction pour les coefficients de Fourier a la fois les plus importants et les
plus faciles des “noyaux du transfert” cherchés : les coefficients de Fourier “réguliers” associés a la partition
triviale () de V’entier 7.

Afin de les définir, on doit d’abord exhiber en chaque place un homomorphisme entre tores maximaux
du dual G de G et de GL,(C) qui reléve 'homomorphisme entre algébres de Hecke sphériques locales induit
par p. C’est immédiat si le groupe de Galois I'r de F agit trivialement mais demande un petit travail dans
le cas contraire. Ceci fait ’objet du paragraphe 1.

Le paragraphe 2 construit des “noyaux locaux du transfert non ramifié”, par simple intégration sur le
tore maximal de G’ vu comme une sorte de graphe du transfert local grace a 'homomorphisme entre tores
introduit au paragraphe 1. On intégre les produits des fonctions de Whittaker sur GL, et des fonctions
sphériques propres de méme valeur propre sur GG obtenues en décomposant spectralement ’espace des fonc-
tions sphériques globales.

Le paragraphe 3 construit des coefficients de Fourier réguliers des “noyaux globaux du transfert” cherchés
en formant le produit sur toutes les places des “noyaux locaux du transfert” construits au paragraphe 2.

Puisque le transfert dans GL, d’une représentation automorphe de G n’est pas nécessairement cuspidal,
les “noyaux du transfert” que nous cherchons a construire ont nécessairement des coefficients de Fourier non
réguliers, c’est-a-dire associés aux partitions non triviales de ’entier r.

Ces coeflicients de Fourier complémentaires sont déterminés en grande partie par les coefficients de Fourier
réguliers déja construits, mais ils sont nécessairement plus subtils.

Afin d’obtenir des indications sur leur forme, il est tout indiqué de traiter d’abord le cas ou G = GLg et
p = 1Id, en plus du cas déja étudié de I'induction automorphe de GL; a GLs.

Ce cas fait ’objet du chapitre V.

On commence aux paragraphes 1 et 2 par des rappels sur la transformation de Fourier sur M>(A) et la
formule de Poisson pour Ma(F).



Les paragraphes 3 et 4 rassemblent des résultats préparatoires pour le théoreme d’échange par trans-
formation de Fourier locale qui occupe le paragraphe 5. Ce théoréme repose sur le théoreme d’équation
fonctionnelle locale pour les fonctions L locales de paires sur GLy x GLq, sur le théoreme d’équation fonc-
tionnelle locale pour les fonctions L locales simples sur GLgy et sur le fait remarquable que les fonctions L
locales de paires de GLy x GL1 et les fonctions L locales simples de GLy s’identifient.

Le paragraphe 6 calcule localement les termes de bord c’est-a-dire les valeurs limites en les matrices de
rang 1 et en la matrice 0. Le fait que 'espace des matrices de rang 1 n’est pas une orbite sous I'action d’un seul
GL3 mais du produit GLy x GL2 est responsable de I'apparition d’un nouveau facteur GLy. C’est pourquoi
nous cherchons des “noyaux du transfert” définis sur G(A) x G(A) x GL,.(A) et non pas sur G(A) x GL,.(A)
comme on aurait d’abord pu penser.

Le paragraphe 7 construit des “noyaux globaux du transfert” sur GL2(A) x GL2(A) x GL2(A). Leur
propriété d’invariance & gauche par GLa(F') x GLy(F) x GLo(F) découle de la formule de Poisson pour
M5 (F) plongé dans M2 (A), une fois établis les résultats locaux des paragraphes 5 et 6.

Le chapitre VI est un simple addendum au chapitre V. Il consiste a exhiber des “noyaux du transfert”
dans des situations ou ils se déduisent de ceux construits au chapitre V : le transfert automorphe de PGL2
vers GLy via la représentation standard de SLy(C) et, plus généralement, le transfert automorphe d'un
groupe réductif G de rang semi-simple égal a 1 vers GL2 via une représentation de degré 2 du groupe dual

G.

Les formules explicites pour les “noyaux du transfert” de tels groupes réductifs G vers GLy fournissent
d’autres indications susceptibles d’aider a énoncer une conjecture générale pour la construction des coeffi-
cients de Fourier complémentaires des “noyaux du transfert” vers un groupe linéaire de rang r.

Le chapitre VII a précisément pour objet de proposer une telle conjecture. Par souci de prudence, il la
formule seulement sous I’hypothese que ’homomorphisme de transfert p est “minimal” en un sens défini au
paragraphe 1.

Les homomorphismes de transfert “minimaux” sont, si 'on veut, ceux qui sont les plus éloignés des
transferts “représentation par représentation”, autrement dit ceux qui correspondent le mieux a l'idée de
“transfert en famille”. Ils sont cependant assez riches puisque tout homomorphisme de transfert s’écrit comme
le quotient de deux représentations dont chacune est un composé d’homomorphismes de transfert minimaux.

Apres avoir défini les homomorphismes de transfert “minimaux”, le paragraphe 1 étudie leur forme dans
le cas ol le groupe de Galois I'r de F' n’agit pas.

Comme les coefficients de Fourier réguliers, nous voulons construire les coefficients de Fourier complémen-
taires des “noyaux du transfert” d’abord localement par intégration sur un tore de certaines fonctions.

Les fonctions a intégrer sont toutes trouvées : ce sont les produits de fonctions de Whittaker intermédiaires

sur GL, et de fonctions sphériques propres de méme valeur propre sur G ou sur un sous-groupe parabolique
P de G.

Mais les tores sur lesquels intégrer peuvent étre des sous-tores stricts du tore maximal de GG, comme on
le voit déja dans le cas de GLg, de SLy ou de I'induction automorphe de GL; a GLs. On est donc amené a
formuler une conjecture sur le type de sous-tores susceptibles d’apparaitre comme domaine d’intégration. Ils
sont associés a des données combinatoires introduites au paragraphe 2 sous le nom de “paires admissibles”.

Ces paires admissibles permettent de définir non seulement des tores complexes mais aussi des variétés
toriques affines complexes et leurs variétés toriques duales sur F' ou sur les localisations de F'. Ceci fait I'objet
des paragraphes 2 et 3 puis, pour la construction de variétés toriques affines globales sur F', d’une partie du
paragraphe 5.

Les variétés toriques locales associées aux “paires admissibles”, combinées avec les complétions de groupes
réductifs rappelées au paragraphe 1.4, permettent de définir les fonctions locales voulues par un procédé de
passage aux résidus sur les bords. C’est le contenu du paragraphe 4.



Le paragraphe 5 et dernier forme le produit sur toutes les places des fonctions locales définies au pa-
ragraphe 4, explicite leurs propriétés de symétrie, et effectue une sommation sur des groupes de points
rationnels pour obtenir une expression conjecturale des coefficients de Fourier complémentaires des “noyaux
du transfert” recherchés.

La conjecture proposée est une simple conjecture de travail, susceptible d’étre corrigée.
Pour la confirmer ou la modifier, le premier travail qui se présente a nous est d’essayer de construire des

noyaux du transfert identique de GL,., c’est-a-dire de généraliser en rang r arbitraire le résultat établi au
chapitre V dans le cas r = 2.

L’essentiel du chapitre I (moins le paragraphe 4), du chapitre II et du chapitre IV a fait I’'objet d’un cours
dispensé en mai 2009 a I'Institut Isaac Newton de Cambridge, dans le cadre du programme “Algebraic Lie
theory”. Je remercie les organisateurs de ce programme, Meinholf Geck, Alexander Kleshchev et Gerhard
Rohrle, ainsi que le directeur de 'Institut Newton, Sir David Wallace, pour leur invitation.

L’essentiel du chapitre 11T avait été exposé a 'THES dans un séminaire oral de juin 2008 et rendu disponible
dans un texte posté sur le site de 'auteur en septembre 2008.

Enfin, I'essentiel des chapitres IV, V et VII a fait I’objet de trois exposés donnés a I'THES en juin 2009.
Je suis heureux de remercier chaleureusement les auditeurs de ces différents exposés.

J’exprime encore une fois toute ma reconnaissance envers Cécile Gourgues qui a assuré la frappe de tous
les manuscrits avec perfection.
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Chapitre I :

Rappels sur les groupes algébriques réductifs

1 Groupes algébriques réductifs et données radicielles
Considérons un groupe algébrique réductif connexe G sur un corps séparablement clos k.

Si T est un sous-tore de G, on note X le réseau des caracteres
x:T— G,

et X¥ celui des cocaracteres
w:Gy —T.

On dispose de la forme bilinéaire
(o,0) : XpxX) — Z
SR

ou (), 1) désigne l'unique entier tel que le caractére composé x oy : G, = T — Gy, soit égal & A — Aoom),
Cette forme linéaire (e, ®) rend les deux réseaux Xr et Xy duaux l'un de lautre.

On note encore @ le sous-ensemble fini de X1 — {0} constitué des “racines” de T' dans G, c’est-a-dire
des caracteéres non triviaux de T' qui apparaissent dans I’action par conjugaison de T sur Lie (G) considéré
comme un espace vectoriel.

On note enfin &7 le quotient du normalisateur Ng T du tore T dans G par le centralisateur Zg T de T
dans G, qui est un groupe réductif connexe. C’est un groupe fini, appelé le groupe de Weyl de T dans G. 1l
agit sur les réseaux X7 et X\ en respectant la forme bilinéaire (e, ) ainsi que ’ensemble @7 des racines de
T dans G.

Un sous-groupe de Borel B de GG est un sous-groupe parabolique minimal. Il contient des tores T qui
sont maximaux dans G. Une paire de Borel de G est une paire (T, B) constituée d’un sous-tore maximal T
de G et d’un sous-groupe de Borel B de G contenant T'.

Si (T, B) est une paire de Borel de G, on note ®p le sous-ensemble de @ constitué des caractéres non
triviaux qui apparaissent dans l’action par conjugaison de T sur le sous-espace Lie (B) de Lie (G).
On montre que ’ensemble @1 est la réunion disjointe de &g et —Pp.

On note Apg le sous-ensemble de @5 constitué des éléments qui ne peuvent s’écrire comme la somme de
deux éléments de ® g ; tout élément de ®p s’écrit de maniere unique comme une somme d’éléments de Apg.

Les éléments de ® g sont appelés “racines positives” et ceux de Ap “racines simples”.

Soit a : T' — G, une racine, élément de ¢, du tore maximal T'. Soit T, la composante neutre du noyau
de «a, qui est un sous-tore de T' de codimension 1. Le centralisateur G, de T, dans G est un sous-groupe
réductif connexe de G qui admet T' comme sous-tore maximal.



Le groupe fini Ng T/Z¢. T agit non trivialement sur T/T, = G, donc il compte exactement deux
éléments. On note o, I'image dans &1 = Ng T/Z¢ T de son unique élément non trivial.

Le groupe dérivé G4 de G, (c’est-a-dire la composante neutre de I'intersection des noyaux de tous les
caractéres de G,) est un groupe semi-simple de rang 1, donc isomorphe & SLy ou PGL,. 11 existe un unique
homomorphisme

v
a: G, — G?fr

tel que

T=T,
>:

(o

Lemme I.1. — Si T est un sous-tore mazimal de G comme ci-dessus, on a pour toute racine o € ®p
v
O'(X(X):X—<X,Ol>'0£, VXGXT,

Y
oa(p) =p—{a,p) -, VueXj.
(]

Si T est un sous-tore maximal [resp. Si (T, B) est une paire de Borel de G], 'ensemble des éléments

v
Vi .z . \V2 \V2 7 13 . .

a € X associés aux racines o € ®p [resp. @Y, resp. AY] est appelé 'ensemble des coracines [resp. coracines

positives, resp. coracines simples].

Le groupe de Weyl &7, que l'on peut voir comme un groupe fini d’automorphismes de X7 ou X7, est
engendré par les réflexions o, a € &7 (ou méme : a € Ap).

Etant données deux paires de Borel (T}, B) et (Ty, By) de G, il existe un élément g € G(k) tel que
Ty =gTig~', Ba=gBig™'
Les isomorphismes ou bijections induits
X1y, — X,
Xy — Xp,
q)Tl L) q)Tg ’
Pp, — Bp,,

Ap, — Ap,,

1
&1, — Gp,

respectent toutes les structures et ne dépendent pas de 1'élément g choisi. Cela permet de noter (X¢, ®a, X%, ®%),

Gg et (Bf, A, LY, AY) au lieu de (X, ®r, X, @Y%), &1 et (Pp, Ap, ®%, AY).

Définition I.2. -
(i) On appelle “donnée radicielle” tout quadruplet (X, ®, XV, ®V) constitué de
— un réseau X (isomorphe & une puissance finie de Z),

— son réseau dual XV,



— deux sous-ensembles finis ® et ®V de X et XV reliés par une bijection
o= Y,
o,
tel que tout élément o € ® satisfait les deuxr axiomes suivants :

o <avg“> =2,

e les involutions de X et XV définies par

\%
X’_)UQ(X):X_<X70[>'O[7

\%
MHUQ(M):M_<O‘7/’L>'O‘7

stabilisent les ensembles finis ® et ®V.
(ii) Une donnée radicielle (X, ®, XV, ®V) est dite “réduite” si, pour tout élément o € ®, les seuls multiples

de « [resp. gz/ contenus dans ® [resp. ®V] sont +« [resp. j:cvy/. O
Cette définition étant posée, on a :

Théoréme 1.3. —

(i) Pour tout groupe algébrique réductif connexe G sur un corps séparablement clos ks, le quadruplet associé
(Xa, ®a, X%, L) est une donnée radicielle réduite.

(ii) Réciproquement, pour toute donnée radicielle réduite (X, ®, XV, ®V) et pour tout corps séparablement
clos kg, il existe un groupe algébrique réductif connexe G sur ks, unique da isomorphisme prés, tel que
(Xa, ®a, X%, L) soit isomorphe a (X, P, XY, V).

(iii) Pour tout groupe réductif connexe G sur un corps séparablement clos ks, on a un homomorphisme
canonique entre groupes d’automorphismes :

Aut (G) — Aut (Xg, Ag, X5, L)
Il s”inscrit dans une suite exacte
1 — Int (G) — Aut (G) — Aut (Xg, Pg, X, ®L) — 1
ot Int (G) désigne le sous-groupe des automorphismes intérieurs de G. O

Si G est un groupe réductif connexe sur un corps séparablement clos ks, T' un tore maximal de G et
a € &p = §¢ une racine, le sous-espace Lie (G), de Lie (G) sur lequel le tore T' agit par le caractere o est
nécessairement de dimension 1.

Définition 1.4. — On appelle “épinglage” d’un groupe réductif connexre G sur un corps séparablement clos
ks tout triplet (T, B, (uq)aecag) constitué d’une paire de Borel (T, B) et d’une famille de vecteurs non nuls
Uq € Lie (G)o C Lie(B), a € Ag = Ap. O

Avec cette définition, on a :

Proposition 1.5. — Soit G un groupe réductif connexe sur un corps séparablement clos ks. Alors :
(i) Deuzx épinglages de G sont transformés l'un dans 'autre par un unique automorphisme intérieur de G.

(i1) Tout épinglage définit un scindage de la suite exacte :

1 — Int (G) — Aut (G) — Aut (Xg, Pg, X, ®L) — 1



2 Structures rationnelles

Considérons maintenant un corps arbitraire k et une cloture séparable kg de k. Le groupe de Galois 'y,
de k est défini comme le groupe des automorphismes de ks sur k.

Un groupe algébrique connexe G sur k est dit réductif si Gy, = G Xgpec(x) Spec (k) est un groupe
algébrique réductif (connexe) sur k.

Deux groupes réductifs connexes G et G’ sur k sont appelés des “k-formes” I'un de 1'autre s’il existe un
isomorphisme ¢ : Gy, — G, .

Dans ce cas, ’application

est continue et elle satisfait la condition
Cyyr = Cyoy(ey), YVy,7 €Ty
Réciproquement, si G est un groupe réductif connexe sur k, toute application continue
'y — Aut (Gr,), 7—c¢

qui satisfait la relation ci-dessus définit une “k-forme” de G. Cette k-forme est k-isomorphe a G si et
seulement si il existe un automorphisme ¢ € Aut (Gy,) tel que

cy=c ov(c), VveTly.
Deux groupes réductifs connexes G et G’ sur k sont appelés des “k-formes intérieures” I'un de 'autre s’il
existe un isomorphisme ¢ : Gy, — G}, tel que

cloy(c)=c, €Int(Gy,), VvyeTly.

Pour tout groupe réductif connexe G sur k, on notera simplement (X¢, ®c, X, %), ¢ et (D4, Ag, LY,
AY) la donnée radicielle, le groupe de Weyl et les ensembles de racines et coracines positives ou simples qui
sont associés a G, .

Si (T, B) est une paire de Borel de Gy, et 7y est un élément de T'y, la transformée (y(T'),y(B)) de (T, B)
par y est une autre paire de Borel et on a un isomorphisme induit par ~

(X1, Ap, X1, A%) == (Xqy1), Dymy, X1y A (sy) -

Cet isomorphisme induit par v peut étre vu comme un automorphisme de (X¢q, A, X, AY) ; comme tel, il
ne dépend pas du choix de la paire de Borel (T, B). On a donc une application canonique

Ty — Aut (Xg, Ag,X(\é, Aé) .

C’est un homomorphisme de groupes. Son noyau est un sous-groupe ouvert (d’indice fini), ce qui signifie
qu’il est continu.

Ainsi, le réseau X¢ et son dual X% sont canoniquement munis d’une action continue du groupe de Galois
'y, qui préserve les ensembles finis Ag, Al, @, F, @E, (I)gv et induit une action sur le groupe de Weyl G¢.
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Définition I.6. —

(i) Un groupe réductif connexe G sur k est dit “quasi-déployé” s’il posséde un épinglage (T, B, (ta)acAe)
défini sur k.

(ii) Il est dit “déployé” si, de plus, le tore T d’un tel épinglage est déployé, c’est-a-dire isomorphe sur k d
une puissance de G,,. ]

On déduit du théoreme 1.3 et de la proposition 1.5 :

Corollaire 1.7. —

(i) Deux groupes réductifs connexes G et G' sur k sont des “k-formes” l'un de Uautre si et seulement si leurs
données radicielles (X, e, X%, ®L) et (X, Par, X, ®L)) sont isomorphes.

De plus, ce sont des “k-formes intérieures” l'un de l'autre si et seulement si leurs données radicielles
munies des actions naturelles du groupe de Galois Ty, sont isomorphes.

(ii) Toute donnée radicielle (X, ®, XV, ®Y) munie d’une action continue de Ty, préservant une base (A, AV)
définit un groupe réductif connexe quasi-déployé sur k. Celui-ci est unique a unique k-isomorphisme pres
préservant les épinglages.

(iii) Tout groupe réductif connexe sur k posséde une forme intérieure quasi-déployée. Celle-ci est unique d
unique k-isomorphisme pres préservant les épinglages.

(iv) Un groupe réductif connexe G, supposé quasi-déployé sur k, est déployé sur k si et seulement si laction
induite de Ty, sur (Xa, Aq, X5, AL) est triviale. O

3 Sous-groupes paraboliques rationnels

Dans ce paragraphe, on considere un groupe réductif connexe G sur un corps k arbitraire.

On montre que les sous-tores de G qui sont définis sur k, déployés sur k et maximaux pour ces propriétés
sont conjugués les uns des autres par des éléments de G(k).

Soit Ty I'un de ces sous-tores déployés maximaux.
On note X, le réseau des caracteres Ty, — G,,, de T}, et Xq\ﬁk le réseau dual de ses cocaracteres G,, — X7, .

On note ®7, l'ensemble fini des racines de T} dans G : c’est le sous-ensemble de X7, composé des
caractéres non triviaux de T} qui apparaissent dans I’action par conjugaison de T} sur Lie (G).

Soient Zg(Tk) et Na(Ty) le centralisateur et le normalisateur de T), dans G. Ce sont des sous-groupes
algébriques de G rationnels sur k. Le premier, Zg(T}), est réductif et connexe. Le quotient &1, = Ng(Ty)/
Zc(Ty) est un groupe fini dont les éléments peuvent étre représentés par des éléments de Ng(T}) rationnels
sur k. Ce groupe fini opere naturellement sur les réseaux Xr, et X%c ; il préserve la forme bilinéaire naturelle
qui les relie ainsi que ’ensemble ®7, des racines.

Lemme I.8. — Munissons l’espace vectoriel réel Xp, ®zR d’un produit scalaire euclidien (e, ®) invariant par
Daction du groupe fini &, .

Alors, pour toute racine o € g, C X, 'image o de ﬁ -a par Visomorphisme X7, @zR — Xy, ®zR
induit par (e, ®) appartient au réseau Xq\fk. De plus, cette image & ne dépend pas du produit scalaire euclidien
invariant (e, e) choisi. O

. v . . . .
On note <I>¥k_ C X\T’k Iensemble fini des o, appelées “coracines”, associées aux racines o € @, .

Lemme 1.9. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus, le quadruplet (XTk7<I>Tk,X¥k,<I>¥k) est une
“donnée radicielle” (pas nécessairement réduite) au sens de la définition 1.2.
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Le groupe fini &1, = Ng(Ty)/Zc(Ty) s’identifie ¢ son groupe de Weyl. O

Soit Lie (G)o le sous-espace vectoriel de Lie (G) constitué des vecteurs fixés par l'action de T}. Et, pour
toute racine a € ®p,, soit Lie (G), le sous-espace des vecteurs sur lesquels le tore déployé Ty, agit par le
caractere a.

On a la décomposition en somme directe canoniquement associée au tore T}

Lie (G) = Lie (G)o® @P Lie(G)q -

cy€'<I>T,C

Dans le cas général ou le groupe réductif G n’est pas nécessairement déployé, les sous-espaces Lie (G),
peuvent avoir une dimension plus grande que 1. Mais il existe toujours, pour toute racine a € ®7,, un unique
sous-groupe algébrique U, de G, rationnel sur k, unipotent, normalisé par T et dont I'algebre de Lie est
Lie (G)q.

Intéressons-nous maintenant aux sous-groupes paraboliques de G qui sont rationnels sur k.

Considérons d’abord les sous-groupes paraboliques rationnels sur & et minimaux pour cette propriété.
On montre qu’ils sont conjugués les uns des autres par des éléments de G(k). On peut en choisir un, Py, qui
contienne le tore déployé maximal Tj. Alors on a la décomposition

Py = Za(Ti) - Ru(Pr)

ou Zg(Ty) est un sous-groupe de Levi de Py, et R, (Py) désigne le radical unipotent de P.

Les racines o € @7, telles que U, est contenu dans R, (Py) sont appelées les racines positives de @, .
On note ®p, leur ensemble et @Y, le sous-ensemble correspondant de @y, . Puis on note Ap, et Ay les
sous-ensembles associés de racines simples et de coracines simples : ce sont les éléments de ®p, et @%k qui
ne peuvent s’écrire comme des sommes non triviales d’éléments de ®p, et O}, .

Le groupe de Weyl &1, agit simplement transitivement sur l’ensemble des sous-groupes paraboliques
rationnels sur k et minimaux qui contiennent T}.

Pour tout sous-ensemble § de Ap,, notons Py le sous-groupe algébrique de G engendré par Zg(T}) et
par les U,, ou o décrit le sous-ensemble de @1, composé des racines qui s’écrivent comme des combinaisons

linéaires
a= >, mp-p
BEAP,
OflmﬁGZ,VﬂGAPk,ethZO,Vﬂ¢0.
Ainsi, on a
Py=G si 0=Ap_,
PQZPk si 010,
ngpg/ si HQG’QApk.

Tout sous-groupe parabolique de G qui est rationnel sur k et contient Py est de la forme P,. Une fois le
choix de Py arrété, les Py sont appelés les sous-groupes paraboliques standard de G.

Lemme 1.10. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus, tout sous-groupe parabolique de G rationnel
sur k est conjugué, par des éléments de G(k), d un unique sous-groupe parabolique standard Py. (]

Pour toute partie § de Ap,, la composante neutre Ty de l'intersection [ Ker (o : T — G,y,) est un
a€ch
sous-tore de T} et donc un sous-tore de G rationnel sur k et déployé. On a la décomposition en sous-groupe

de Levi et radical unipotent
Py =Zg(Ty) - Ru(Py) .
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Le centralisateur Zg(Ty) = My de Ty dans G est appelé le sous-groupe de Levi standard de Py. Le radical
unipotent R, (Py) de Py est engendré par les Uy, ot v décrit le sous-ensemble de ®p, composé des racines
positives qui s’écrivent comme des combinaisons linéaires

o= Z mg - f3

ﬁEAPk
telles que
VoeAp,, mgeN,
et
E'ﬂo §é 9, mgg Z 1.
Dans le groupe réductif connexe My = Zc(Th), le tore T}, est un sous-tore déployé sur k et maximal pour
cette propriété.
Le groupe de Weyl &y de T} dans My s’identifie au sous-groupe de &7, engendré par les réflexions
associées aux racines « € 6.

On dispose encore de la décomposition de Bruhat :

Proposition I.11. —

(i) Si Py désigne comme ci-dessus un sous-groupe parabolique de G, rationnel sur k, minimal pour cette
propriété, et contenant le tore rationnel déployé maximal Ty, 'application naturelle

&1, — Pi(k)\G(k)/ Py (k)

est une bijection.

(ii) Plus généralement, si 6 et @' sont deuz parties de Ap, , Uapplication naturelle
S0\&r, /S — Py(k)\G(k)/ Py (k)
est une bijection. O

Terminons ce paragraphe en examinant le cas particulier ou le groupe réductif G est quasi-déployé c’est-
a~dire posséde un épinglage (T, B, (uq)aeca ) défini sur k.

On a alors pu prendre pour T} le plus grand tore déployé contenu dans le tore rationnel T.

Le centralisateur Zg(T)) de T), dans G est égal & T'.

Une fois choisie une cloture séparable kg de k, le réseau X}/k s’identifie au sous-réseau de X composé
des cocaracteres de T fixés par le groupe de Galois I'y, = Auty(ks) de k. Son réseau dual X7, est le plus
grand sous-quotient de Xp sur lequel 'y agit trivialement.

Comme Zg(Ty) = T, les images dans Xr, des racines o € &7 sont toutes non triviales. Leur ensemble
est @, . Deux éléments de @7 ont la méme image dans @7, si et seulement s’ils sont transformés I'un dans
Pautre par l'action d’éléments de I'y. Autrement dit, @, s’identifie au quotient de ®p par 'action de I'y.

Le groupe de Weyl k-rationnel &7, s’identifie au sous-groupe du groupe de Weyl absolu &1 constitué
des éléments fixés par 'action de T'y.

Le sous-groupe de Borel B, vu comme sous-groupe de GG rationnel sur k, est évidemment minimal parmi
les sous-groupes paraboliques de G rationnels sur k. On a donc pu prendre P, = B = B.

L’ensemble ®p, des racines k-rationnelles positives s’identifie au quotient par I'y, de ’ensemble &5 des
racines positives, et 'ensemble Ap, des racines k-rationnelles simples s’identifie au quotient par 'y de
I’ensemble Ap des racines simples.

Se donner un sous-groupe parabolique rationnel standard Py de G équivant a se donner une partie 6 de
Ap stable par I'action de T'.
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4 Complétion d’un groupe réductif connexe (d’aprés De Concini,
Procesi et Vinberg)

Considérons dans un premier temps un groupe réductif connexe G sur un corps séparablement clos ks,
dont le groupe dérivé G4°* soit simplement connexe.

Soit (7', B) une paire de Borel de G.

Il lui est associé un ensemble Ap = {a1,...,a} C X de racines simples. L’ensemble {—aq, ..., —as}
des racines opposées définit un autre sous-groupe de Borel, B°P, appelé 'opposé de B. Les sous-groupes
paraboliques de G qui contiennent B sont appelés les sous-groupes paraboliques standard. Ils sont natu-
rellement indexés par les parties § de Ap et notés Py. Tout sous-groupe parabolique standard Py admet
un unique sous-groupe de Levi qui contienne T'; c¢’est My = Z(Ty) ou Ty désigne le sous-tore de T défini
comme la composante neutre de (| Ker (o : T — G,,). Le composé P,” = Mjy- B°? est appelé le sous-groupe

a€gl
parabolique opposé de Py. On note Ny et Ny* les radicaux unipotents de Py et Py”. On a les décompositions
canoniques

P@ZNQX]MQ, P;p:ngXMg.

Enfin, on sait que tout sous-groupe parabolique de G est conjugué a un unique sous-groupe parabolique
standard.

Choisissons une base wi,...,w) du réseau des caracteres
x:T— G,

tels que
<X,(\Z/Y>:0, VOZEABZ{OQ,...,CW}.

Chaque w}, : T — Gy, 1 <4’ < ¢, se prolonge de maniére unique en un caractere
Wit G — Gy .
On appelle “poids dominant” tout caractere
x:T— Gy,

tel que
&) >0, YaeAg={a... o0}

L’ensemble des poids dominants est stable par translation par les éléments du réseau Zw] + - - - + Z wj,. Son
quotient par ce réseau est un cone saturé et non dégénéré de Xr/(Zwj + --- + Zwy,) qui est engendré par

les ¢ éléments wq, ...,w, de la base duale de 5/41, ceey cvye. Notons wy,...,wy une famille de caracteres
T — G,
qui relevent ces ¢ éléments @y, .. .,w, du quotient Xp/(Zw) + -+ Zwy,).

Ainsi, les poids dominants sont les caracteres x : T — Gy, qui s’écrivent, de maniére nécessairement

unique, sous la forme
! /
X = E Ny - wy + E n; - W;
1< <p/ 1<i<e

avec n, € Z, Vi, et n; € N, Vi.

Pour tout indice i, 1 <4 < ¢, notons (p.,, Vi,;) la représentation irréductible de G de poids dominant w;.
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Et, pour tout indice i’, 1 < " < ¢/, notons par commodité V,, un espace vectoriel de dimension 1 sur
lequel G agit par le caractere wi, : G — Gy,

Notons (T x G)/Z¢ le quotient de T x G par le centre Zg de G plongé par A — (A7 N).
On dispose de I'immersion fermée
(TxG)/Za— [] Aut(Vo)x [ Auwt(Vi)x [] Gm.
1<i<e 1<ir<e ' 1<i<t
(A 9) = (@iN) - pu(@hzize. (WpAghizi<e, (a7 (N)iize) -

Or, pour tout indice i € {1,..., ¢}, le facteur Aut (V,,,) s’identifie & un ouvert de End (V,,,) et le facteur G,
image de a;l s’identifie & un ouvert d’une droite affine Al.

On a:

Théoréme 1.12. — Soit Q¢ l'adhérence schématique de
(T xG)/Za

dans le produit

H (End (V,,) — {0}) x H Aut (V) x H Al

1<i<t 1<ir<er 1<i<e
Alors :
(i) L’action a droite de T x G x G sur (T x G)/Zq définie par

(X0s90) - (N, g1,92) = (Mo A, 97! g0 g2)

se prolonge en une action de T X G x G sur Q¢ tout entier.

(ii) Si Uon fait agir T sur ] A' par les caractéres a,i_l, 1 <i <4, et GxG par laction triviale, la
1<i<e
projection

Qo — Ag = H Al
1<i<t

est équivariante.

(iii) Ce morphisme équivariant de structure

Qo — Ag = H Al
1<i<t

est lisse.

(iv) Si 0 est une partie de Ag = {aq, ..., a4}, la fibre du morphisme de structure

Qo — Ag = H Al
1<i<t

au-dessus du point base 1lg dont les coordonnées d’indices i, 1 < i < £, valent

1 st €0,
0 si a; ¢80,
s’identifie a
G@ (Ng X N, p)\(G X G)
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(ot My est plongé diagonalement dans G x G). O

Considérons maintenant un groupe réductif connexe G sur un corps k arbitraire, dont le groupe dérivé
Ger est simplement connexe.

Supposons que G est quasi-déployé sur k.

Par définition, G admet un épinglage (T, B, (uq)acas) défini sur k. Le tore maximal T n’est pas
nécessairement déployé sur k£ mais il le devient sur une cloture séparable kg de k.

Le groupe de Galois I'y, = Auty(ks) agit sur le réseau X, en respectant ensemble fini Ag = Ap sur
lequel il agit donc par permutation.

L’action de I'y, respecte le sous-réseau Z wi +- - -+Zwj, de Xr et permute les éléments w1, . .., w, de la base

v v . s -
de X7 /(Zw\+ - +Zwy) dualede ay, . . ., ag. Dans la construction de la variété Qg, = de complétion du groupe
réductif Gy, sur ks interviennent des éléments wy,...,wp de X7 qui relevent les éléments @y, ...,w,. On voit

que I'j, agit naturellement sur le produit [] End(V,,) x [] End(V,,) ainsi que sur Ag, = [] Al
1<i<e 1<ir < ‘ : 1<i<e
de telle facon que 'immersion

(Tx, x Gi)/Ze,, = [] Auwt(Ve)x [ Auwt(Ve)x [] Gm

il

1<i<t 1<i/ <@’ 1<i<e

est respectée par I'action de I'.

Le schéma (g, = Qg sur ks se trouve muni d'une action de I'y qui prolonge celles sur Gy, et T, . On
peut donc le considérer comme un schéma sur k, de méme que Ag, = Ag. Le morphisme de structure
Qe — Ag et Paction a droite de T' x G X G sur Q¢ sont rationnelles sur k.

Soit T}, le plus grand sous-tore déployé contenu dans T'. L’ensemble A¢, de ses racines simples s’identifie
au quotient de Ag par laction de I'j.

On note Ag, le schéma [] A! muni de Paction de T} définie par les caractéres o' € Ag, .
a€Ag,

Le plongement T}, — T induit une immersion fermée équivariante Ag, — Ag.

On déduit du théoreme précédent :

Corollaire 1.13. — Soit G un groupe réductif conneze et quasi-déployé sur un corps k, dont le groupe dérivé
GA°r est simplement conneze.

Alors le schéma sur k défini comme le produit fibré
Qa, = Qc Xag Ag,

vérifie les propriétés suivantes :
(i) Il contient comme ouvert dense
(Tk X G)/(Tk N Zg) R

et laction a droite sur cet ouvert de Ty, x G X G définie par

(X0s90) - (N, g1,92) = (Mo N, 97! g0 g2)

se prolonge en une action de Ty, x G x G sur (g, tout entier.
(ii) Le morphisme de structure
Qc

k*)AGk

est équivariant et lisse.
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(iii) Si 0 est une partie de Ag, = Ag/Tk, la fibre du morphisme de structure

Qa, — A, = [[ A

OLGAGk
au-dessus du point base lg dont les coordonnées d’indices les o € A, wvalent

1 si a€l,
0 si a¢b,

s’identifie a
G@ = Mg . (Ng X ng)\(G X G) .
|

Puis considérons un groupe réductif connexe G sur un corps k arbitraire, dont le groupe dérivé G9° est
simplement connexe mais qui n’est pas nécessairement quasi-déployé.

On sait que G posseéde une unique forme intérieure G’ quasi-déployée sur k. On dispose donc du schéma
Qg sur k muni d’une action & droite de Tr X G’ x G’ et d’un morphisme de structure Qg — Agr =

I AL

(XEAG/ =Ag
Comme forme intérieure de G’, le groupe réductif G sur k est défini par une application continue

Fk — Int(G;cs)
Yo Gy

telle que, pour tous éléments v, € T'g, on ait

Cyyr =y 0¥(cy).

Les automorphismes intérieurs ¢, € Int (G;CS) se prolongent de maniére unique en des automorphismes
de Qg;cs qui respectent le morphisme de structure QG% L AGks‘ Ils définissent une nouvelle structure k-
rationnelle sur QG;@ que 'on note Q¢g. La variété Qg sur k est munie d’une action a droite de T x G x G
et d’un morphisme de structure équivariant et lisse

Qg — Ag = Ag
vers la variété torique Ag = Agr de tore T/ /Zgr.

Soit un tore déployé maximal T} du groupe réductif connexe G, et soit P, un sous-groupe parabolique
de G défini sur k, minimal pour ces propriétés et qui contient Tj. On dispose de ’ensemble Ap, C X7, des
racines simples déterminé par le choix de Pj.

La variété torique Ag, = [] A! de tore T};/(Tx N Z¢) est munie d’une immersion fermée équivariante

a€Ap,
rationnelle sur k& canonique
Ag

Le produit fibré
Qa, = Qc Xae Ag,

est muni d’une action a droite du groupe Ty x G X G et d’'un morphisme de structure équivariant et lisse

Qa, — Ag, .
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Pour toute partie § de Ap,, la fibre de ce morphisme au-dessus du point base 1y dont les coordonnées
d’indices les o € Ap, valent
1 si aed,
{0 si add,
s’identifie a
Gg = M9 . (N@ X N(;)p)\(G X G) .

Finalement on a :

Théoréme 1.14. — Soit G un groupe réductif connexe sur un corps k. Alors :
(i) On peut associer a G un schéma Qg sur k muni de :

o un ouvert dense qui s’identifie & (Ter X G)/(Ta: N Zg) ou G’ désigne 'unique forme intérieure quasi-
déployée de G et T un tore mazimal de G',

e une action a droite de Tgr X G x G qui prolonge Uaction sur (Tgr x G)/(Ter N Zg) définie par
()\07 gO) . ()\7 g1, 92) = ()\0 )‘a 9171 9o 92) )
e un morphisme de structure équivariant et lisse

QGV—>AG

vers la variété torique Ag = Agr = 11 Al sur laquelle le tore T agit par les caractéres o™ !,

aEAg=Ag
a€ Ag =Ag.

(ii) Si Ty est un sous-tore déployé maximal de G et Py, un sous-groupe parabolique de G défini sur k, minimal
et qui contient Ty, le produit fibré
Qa, = Qe Xag A,

avec la variété torique Ag, = [] Al sur laquelle Ty agit par les caractéres a=t, o € Ap,, est munie de :
a€EAp,

o un ouvert dense identifié o (T, x G)/(Tx N Zg),
e une action & droite de T, x G X G,

e un morphisme de structure équivariant et lisse

Qag, — Ag, -

(iii) La fibre de ce morphisme de structure
Qa,. — Ag,

au-dessus du point base 1g associé a une partie 8 de Ap, s’identifie a

Gy = My - (Ng x NP\ (G x G).

Démonstration. Les constructions sont déja faites si le groupe dérivé G4°* de G est simplement connexe.

Sinon, il existe un groupe réductif connexe G sur k (par exemple le produit du revétement simplement
connexe de G4 et de la composante neutre du centre Zg de G) et un groupe fini Z C Z & tel que

e le groupe dérivé Gder de (7 est simplement connexe,
e le groupe réductif G s’identifie au quotient G /Z de G par le groupe fini central Z.
Il suffit alors de poser Qg = Q= /Z. O
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Chapitre II :

Transfert automorphe de Langlands
et notion de “noyaux du transfert”

1 Choix d’un corps global de base et notations associées

A partir de maintenant, on se placera toujours sur le corps des fonctions F' d’une courbe Xy projective,
lisse et géométriquement connexe sur un corps fini I, a ¢ éléments.

On note |F| Pensemble infini dénombrable des places de F, identifiées aux points fermés de la courbe
Xr.

Pour toute place z € |F|, on note :

e deg(x) la dimension sur Fy du corps de définition x(z) de = considérée comme un point fermé de la
courbe Xp,

e ¢, = ¢%°#®) le cardinal du corps fini x(z),

e v, : FF’* — 7 la valuation définie comme ’ordre d’annulation en le point fermé = de X des fonctions
rationnelles non nulles, et | |, = g5 vl p q%2 U {0} la norme ultra-métrique associée,

e F, le corps local complété de F pour la norme |e |,

e O, ={a, € F, | vz(ay) > 0} Panneau des entiers de Fy, et my = {a, € F, | vz(ay) > 1} son idéal
maximal, avec donc O, /m, = k(x).

On rappelle que Pexpression “pour presque toute place z” signifie “pour toutes les places x € |F| sauf
un nombre fini”.

On dispose de I’anneau topologique des adéles de F
A=Ap= {(az)weﬂ € H F, ’ a; € O, pour presque toute place x}
TE€|F|
et de son sous-anneau ouvert compact des entiers adéliques
On =04, = [] 0.
z€|F|

Le choix d’une cloture séparable Fy de F' permet de définir le groupe de Galois de F' comme I'p =
AutF(Eg).

De méme, pour toute place x € |F|, le choix d'une cléture séparable F, s de F, permet de définir le
groupe de Galois de F,, comme I'p, = Autp, (F ).
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Le choix d’une immersion
FS — Fw S

induit un homomorphisme injectif
FFI — PF .
On appelle groupe de Galois non ramifi¢ de F; le groupe Iy = Autp, (F;rs) des automorphismes de la
plus grande extension non ramifiée F de F, contenue dans F}, ;. L’inclusion

nr
Fz,s — Fm,s
induit un homomorphisme surjectif canonique
nr
pr — FFw .

Le quotient de I"anneau des entiers algébriques O, s de F; par son idéal maximal est une cloture algébrique
k(x) du corps fini s(x). Définissant le groupe de Galois de x(z) comme I'y;(,) = Aut,(,)(x(z)), 'homomor-
phisme de réduction

Ous — K(2)
induit un isomorphisme canonique
FK,(I’) L) F?{E .
Le groupe de Galois I'y(,) de k(r) admet pour générateur topologique I'’élément de Frobenius o, défini
comme "automorphisme

or k() — k(z),
a —

Plus précisément, I’homomorphisme
Z = Ty
n — oy
induit un isomorphisme de groupes topologiques
Z = lim ZInZ — Ty -
n>1

Via l'isomorphisme I'y(,) — I'%, I'élément de Frobenius o, peut aussi étre vu comme un générateur

topologique de I'f .

Notons F™ [resp. F™S si S C |F| est un ensemble fini de places] la plus grande extension de F' contenue
dans F; qui soit partout non ramifiée [resp. non ramifiée en dehors des places de S].
Le groupe I'¥ [resp. I""%] des automorphismes de F [resp. F'™5] est un quotient du groupe de Galois
T'r. On l'appelle le groupe de Galois non ramifié [resp. non ramifié en dehors de S] de F.

Pour toute place x € |F| [resp. x € |F| — 5], le plongement choisi
E@ — Fac,s
induit un plongement
Fyt e FY - [resp. FY™% e Y]
puis un homomorphisme injectif
Iy =T [resp. TE — F;r’s]

. 1s y s
qui permet de considérer o, comme un élément de I'¥ [resp. I'"7].

Enfin, si E est une extension finie galoisienne de F' contenue dans Fs et S C |F| un ensemble fini de
places en dehors duquel E est non ramifiée, le groupe de Galois I'g/p = Autp(F) s’identifie & un quotient

de I'r et méme de Fr}r’s. Pour toute place € |F| — S, 0, induit un élément du groupe fini I'y,r que I'on
note toujours o,.
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2 Le groupe dual de Langlands

Considérons un groupe réductif connexe G sur notre corps de fonctions F'.

Un quadruplet (X, ®, XV, ®V) est une donnée radicielle (réduite) au sens de la définition I.2 si et seulement
si (XV,®Y, X, ®) est une donnée radicielle (réduite). De plus, (A, AV) est une base de racines et coracines
simples de (X, ®, XV, ®) si et seulement si (AY, A) est une base de (XV,®V, X, ®).

Cette remarque, combinée avec le théoréme 1.3 et la proposition 1.5, permet de poser la définition suivante :

Définition II.1. (Langlands) — Le dual G dun groupe réductif connexe G sur F' est le groupe réductif
conneze sur C, muni d’un épinglage, qui est associé a la donnée radicielle (Xp, ®L, Xa, Pe) munie de la
base (AL, Ag).

1l est unique a unique isomorphisme prés préservant les épinglages.

1l est canoniquement muni d’une action du groupe de Galois T'r de F qui se factorise a travers le groupe
de Galois I'y/p d’une extension finie galoisienne E de F. O

Rappelons les exemples de passage au groupe dual de Langlands a partir des groupes classiques déployés :

G =GL, — (G =GL,.(C)
G=PCL, = G=SL.(C)
G =SL, — G =PGL,(C)
G =90y = G =50,(C)
G =90241 = G =5p,,(C)
G = Sp,, — G =S0341

Si E est une extension finie séparable de F' et H un groupe algébrique sur F, on appelle “groupe déduit
de H par restriction des scalaires a la Weil de E a F” et on note

G= ResE/F H
le groupe algébrique sur F' qui représente le foncteur sur la catégorie des F-algebres
A G(A)=H(A®FE).

On a en particulier
G(F)=H(E), G(Ar)=H(Ap).

Si H est un groupe réductif connexe sur £, G = Resg,r H est un groupe réductif connexe sur F. Leurs
groupes duaux de Langlands sont reliés par 'identification

¢= [ &
vE—F

ou ¢ décrit I’ensemble des plongements de E dans la cloture séparable F de F et, pour tout tel plongement
t, H, désigne le groupe réductif connexe H vu comme groupe algébrique sur Fy via le plongement ¢.

La définition du groupe dual G de G se complete de la maniere suivante :
Définition I1.2. (Langlands) — Pour tout groupe réductif connexe G sur F, on appelle “L-groupe” de G

le produit semi-direct R
LG=GxTp.
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Il existe des extensions finies galoisiennes E de F' telles que ’action de I'p sur G se factorise A travers le
groupe fini I'g, . 1l arrivera que I'on préfere définir le L-groupe de G' comme le produit semi-direct

LG = é Dell FE/F
pour le choix d’une telle extension F.
Définition I1.3. — Un groupe réductif connexe G sur F est dit “non ramifié” [resp. “non ramifié” en
dehors d’un sous-ensemble fini S de |F|] si, pour toute place x € |F| [resp. x € |F| —S], le groupe Gp, est
quasi-déployé sur F, et devient déployé sur une extension finie non ramifiée de F,. O

On montre que tout groupe réductif connexe G sur F' est non ramifié en dehors d’un ensemble fini S de
places de F'.

Si G est non ramifié [resp. non ramifié en dehors de S|, I'action de T'r sur G se factorise & travers le
quotient I} [resp. F;r’s]. On peut alors préférer définir le L-groupe de G comme le produit semi-direct

Lg=Gxry

[resp. LG = G I"I}r’s]

ou méme

LGZGNFE/F

pour le choix d’une extension finie galoisienne E de F contenue dans F™ [resp. F™5] et telle que I'action
de I'r sur G se factorise a travers I'g,p.

3 Algebres de Hecke sphériques et isomorphismes de Satake

On considere toujours un groupe réductif connexe G sur le corps de fonctions F.

Pour toute place z € |F|, le groupe topologique G(F,) est localement compact et totalement discontinu :
son élément unité possede un systeme fondamental de voisinages constitués de sous-groupes ouverts compacts.
Il possede des mesures de Haar invariantes a la fois & droite et a gauche; elles sont toutes proportionnelles.
On en choisit une, notée dg,.

On note HS = C*(G(F,)), et on appelle “algébre de Hecke locale de G' en z”, I'algébre de convolution

C
des fonctions localement constantes & support compact sur G(F;).

Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(F,), on note Hﬁ x la sous-algebre de Hf composée des
fonctions invariantes & droite et & gauche par K. Ainsi, 'algébre de Hecke HS est la réunion filtrante de ses
sous-algebres Hﬁ - Elle ne possede pas d’élément unité mais chaque sous-algebre ’Hﬁ x admet pour unité

le quotient
1

vol(K) -

de la fonction caractéristique i de K par le volume de K pour la mesure dg,.

Tx

Une représentation de G(F,) [resp. HS] est dite lisse lorsque chacun de ses vecteurs est fixé par un
sous-groupe ouvert compact [resp. par un élément de HS]. Toute représentation lisse de G(F,) peut étre vue
comme une représentation lisse de HS, et réciproquement.

Une représentation lisse (7., Vx,) de G(F,) ou HS est dite admissible si, pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G(F,), le sous-espace V,fj de ses vecteurs fixés par K — ou, ce qui revient au méme, par I'unité
m -lg de Hg x — est de dimension finie. Ce sous-espace VX est naturellement muni d’une action de

Palgébre HS p.
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Si (7, Vi, ) est une représentation lisse admissible irréductible de G(F}) et si K est un sous-groupe ou-
vert compact de G(F) tel que Vﬁf_ # 0, alors Vﬂf muni de I'action naturelle de Hg K €st une représentation
irréductible. Réciproquement, si V¥ est une représentation de dimension finie et irréductible de I’algebre
Hg i 1l existe une représentation lisse admissible irréductible (7, Vz,) de G(Fy), unique & unique isomor-
phisme pres, telle que Vﬂf = yK,

Supposons maintenant que, en la place z, le groupe réductif connexe G, est non ramifié sur F,. Cela
signifie que G, possede un épinglage (T, By, (Ua)aca,) défini sur F, et que laction du groupe de Galois
local T'p, sur (Xq, ®c, X%, ®F) se factorise & travers son quotient le groupe de Galois local non ramifié
Iy =7,

Notons T2 le plus grand sous-tore déployé de 7.

Notons A, le réseau des caracteéres de Tg; il s’identifie au réseau quotient de X = X7, par laction de
I'E ou, ce qui revient au méme, de I'’élément de Frobenius 0.

Notons AY le réseau des cocaracteres de T, qui est aussi le réseau dual de A, ; c’est le sous-réseau de
X = Xy, constitué des cocaracteres fixés par action de 0.

On note encore % et ®ZY les sous-ensembles finis de A, et AY, constitués des racines et coracines F-
G G x>

rationnelles, tels qu’ils sont définis dans le paragraphe 1.3. Comme G, est non ramifié sur Fy, I’ensemble
& s’identifie au quotient de ® par ’action de 0.
D’apres le lemme 1.9, le quadruplet (A, @&, AY, ®EY) est une donnée radicielle (pas nécessairement
réduite) au sens de la définition 1.2. Son groupe de Weyl &2, s’identifie au quotient Ng(7¢)/T,; du normali-
sateur de T4 dans G par son centralisateur Zg(T4) = T,.

Lemme I1.4. — Le groupe réductif conneze non ramifié Gg, sur F,, muni de son épinglage (Ty, Bz, (ua)acAs)
se prolonge canoniquement en un schéma en groupes lisse Go, sur l'anneaw O, des entiers de Fy, dont

la fibre sur le corps résiduel k(x) est un groupe réductif connexe et quasi-déployé de donnée radicielle
(X, Pa, X4, 0L).

Démonstration. Par hypothese, le groupe réductif G, sur F; est non ramifié. Il existe donc une extension
finie non ramifiée F, de F, telle que le groupe Gp: soit déployé sur F),. Avec son épinglage déduit de
(T, By, (Ua)aen) par changement de base, G/ s'identifie au groupe G, déduit du groupe réductif connexe
déployé G’ sur le corps fini de base F, dont la donnée radicielle est (X¢, P, X &, ®F). Avec son épinglage,
G & G/F;C se prolonge donc en un schéma en groupes lisse “constant” Go, sur I'anneau O, des entiers de

Or Spec (O.) est un revétement fini étale galoisien de Spec (O,) dont le groupe de Galois est engendré
par D’élément de Frobenius o,. Grace a I'épinglage, laction de o, sur (X¢, ®q, X4, PF) se releve en une
action de o, sur le schéma en groupes Go. sur Spec (O,).

Cette action de o, constitue une “donnée de descente” sur Go: et permet de définir un schéma en groupes
lisse Go, sur Spec (O,), muni d'un épinglage, et dont Go. se déduit par changement de base. Ce schéma en
groupes Go, sur Spec (O,) répond & la question posée. O

Pour simplifier, le schéma en groupes lisse Go, sur Spec (O,) et son épinglage seront encore notés G,
et (Tma By, (ua)aGAg)-
On dispose maintenant du sous-groupe

K, =GpF, (0,) de G(F.)

ainsi que de

T.(0:) C To(F.),
B.(0,) C B.(F.),
Ngp,(0,;) C Np,(F,;) (ou Np, désigne le radical unipotent de B,) .
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Lemme I1.5. — En une place x € |F| ot le groupe G, est non ramifié sur Fy, le sous-groupe K, = G, (O,)
de G(F,) vérifie les propriétés suivantes :

(i) C’est un sous-groupe compact ouvert mazimal de G(Fy,).

(ii) (Décomposition d’Twasawa) Tout élément g, € G(Fy) s’écrit sous la forme
gx = by ky avec by € By(F,), ks € K,,
ou, ce qui revient au méme,
o = ta Ny ky avec py € Tp(Fy), ny € Np, (Fy), ks € K.

De plus, on a
K,NB,(F,)=B,(0;)=T,(0,) - Ng,(0O,).

(iii) L’intersection K, NTy(Fy) = T(O,) est le plus grand sous-groupe ouvert compact de T, (Fy). Cest
aussi l'intersection de tous les homomorphismes

T.(F,) 2> FX 27

définis en composant les caractéres x : Ty — Gy, rationnels sur F,, et la valuation v, : F* — Z.

(iv) Le sous-groupe K, C G(F,) contient des représentants de tous les éléments du groupe de Weyl F,-
rationnel &% = Ng(T2) /T, .
O

Si le groupe G, est non ramifié sur F,, on choisit pour mesure de Haar dg, sur G(F};) celle qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal K,. De méme, on munit T,.(F,) de la mesure de Haar
du, qui attribue le volume 1 au plus grand sous-groupe ouvert compact T,(0,), et Np_(F,) de la mesure
de Haar dn, qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact Ng, (Oy).

Lemme I1.6. — Avec les choiz de mesures de Haar opérés ci-dessus, on dispose, pour toute fonction ¢
localement constante a support compact sur G(Fy), de la formule d’intégration

/ dgz - (9z) = / dpts - / dny - / dky - p(pe g k) -
G(Fw) Tm(Fm) NB”_, (FL)

x

Notons A!, le réseau des caractéres
X
Tz B Gm

qui sont rationnels sur Fy, et A7 le réseau dual de Al. Ainsi, A/, est naturellement plongé dans A, = Xra
comme sous-réseau d’indice fini, et le dual Ay = Xy, de A, est naturellement plongé dans A}’ comme
sous-réseau d’indice fini.

Lemme I1.7. — Supposons toujours que, en la place x € |F|, le groupe réductif connexe G, soit non ramifié
sur F,,. Alors :

(i) Il existe un unique homomorphisme
ord, : T (F,) — A

tel que, pour tout caractére x : T, — Gy, rationnel sur F,, et pour tout élément p, € T,(F,), on ait

(ordy (pz)s X) = va (X (1)) -
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(ii) Lmage de I’homomorphisme ord, est le sous-réseau d’indice fini AY de ALY.

(iii) On a une suite exacte canonique :

1 —— Ty(0,) —— To(Fy) —29s AV 0
O

Le normalisateur Ng(7T'¢) de T¢ dans G, normalise aussi son centralisateur T}.. Le quotient fini Ng(T%)/
T, = &%, agit par conjugaison sur T}, ainsi que sur T4, A,, AL, AY et A’Y. La suite exacte du lemme I1.7(iii)
ci-dessus est respectée par l'action de &F.

On notera C [A)] lalgébre de groupe du réseau AY. Elle s’identifie & 1’algebre de convolution des fonctions
a support compact sur T, (F,) qui sont invariantes par T, (0;). Elle est munie d’une action de &%.

On note wa = Hﬁ K, ¢t on appelle “algebre de Hecke sphérique (locale) de G en la place 27, la sous-

algebre de HS constituée des fonctions & support compact invariantes & droite et & gauche par K, = G, (O,).
Son élément unité est la fonction caractéristique g, = 1, de K.

Afin de définir I'isomorphisme de Satake, on a encore besoin d’introduire le caractére modulaire
PB, + Bo(Fy) — Q?

Il est caractérisé par la propriété que, pour toute fonction ¢ localement constante a support compact sur
Np, (F;) et tout élément b, € B,(Fy), on a

/ dng - (b5 113 by) = pis, (br) - / dng - p(n).
N, (Fz)

N, (Fz)

Son noyau contient le radical unipotent Np_(F;).

Théoréme 11.8. (Satake) — Si le groupe réductif conneze G, est non ramifié sur F,,, application linéaire

hey = Sg(hr) = (TI(F:I:) D po p}a/f(/im) / dng - ho(pa nm))
NB,; (FL)

définit un isomorphisme
S¢ My — C[AY]%6

de Ualgebre de Hecke sphérique locale HS  vers la sous-algebre C [AY]®G de C[AY] constituée des éléments
invariants par laction du groupe fini G¢,.

Remarque. On note en particulier que ’algebre de Hecke sphérique Hf@ est commutative. Ses représenta-
tions irréductibles sont de dimension 1; ce sont des caracteres. O

Posons encore :

Définition I1.9. — Si le groupe réductif G, est non ramifié sur F,, une représentation lisse admissible
(72, Vi, ) de G(F,) ou HS est dite “non ramifiée” si

dim V> =1.

~

Dans ce cas, l’algébre de Hecke sphérique wa = [A;E/]Gé agit sur l’espace Vﬂljf par un caractere que l'on
notera
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A7) : C[AY]®G — C.
0

Si la représentation (7, Vi, ) est a la fois non ramifiée et irréductible, elle est entierement déterminée par
. \ 7 z
la connaissance du caractére associé A(m,;) de C[AY]®¢.

Réciproquement, pour tout caractere
A:C[AY]®¢ —C,

il existe une représentation lisse admissible (., Vy,) de HS, non ramifiée et irréductible, unique & isomor-

x
phisme pres, telle que
AMmz) =N,
Précisons d’autre part la forme des caracteéres
CIAY]®e — C.

Rappelons pour cela que lalgebre C[AY] s’identifie & I’algebre de convolution Hf“”@ des fonctions a support
compact sur T, (F,) invariantes par T, (O,,).

Si
A Ty(Fy) —2d=s AY C*
est un caractére non ramifié de T (F,), ’homomorphisme
Hffﬂ — C

© / dpte - Mpte) - 0(fhe)

définit un caractere de P'algebre Hf’”@ 5 C[AY] et aussi, par restriction, de la sous-algebre C[AY]®6.

De plus, tout caractere de C[AY]®¢ s’obtient de cette fagon, et deux caractéres non ramifiés du tore
T,(F,) induisent le méme caractere de I'algebre C[AY]®¢ si et seulement s’ils sont images I'un de P'autre
par un élément du groupe de Weyl Fj-rationnel G¢..

En résumé :

Corollaire I1.10. — Supposons toujours que le groupe réductif G, est non ramifié sur F,.

Alors, se donner une représentation lisse admissible, non ramifiée et irréductible (1, Vz,) de HE ou
G(F,) équivaut a se donmer un caractére de l’algébre commutative C [AY]%S ou, ce qui revient au méme, un
caractére non ramifié du tore T, (F,), modulo Uaction du groupe de Weyl F,-rationnel GF. |

Pour toute telle représentation (m, V), la notation A(m,) pourra désigner le caractere
C[AY]®¢ - C

ou bien un caractere non ramifié

T(F,)/Tu(0,) — C

bien déterminé a action pres de &%) qui lui correspondent.
G
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4 Reformulation de I’isomorphisme de Satake en les termes du
groupe dual de Langlands

On consideére toujours un groupe réductif connexe G sur le corps global F.

Son dual de Langlands, noté G, est un groupe réductif connexe sur C. Il est muni d’un épinglage qui
comprend un tore maximal 7' et un sous- groupe de Borel B contenant 7. Son groupe de Weyl s’identifie a
celui de G, noté Gg.

I existe un sous-ensemble fini S de |F| tel que, pour toute place x € |F| — S, le groupe G, est non
ramifié¢ sur F,. L’action sur G du groupe de Galois I'p se factorise a travers son quotient F}r’s et on peut
définir le L-groupe de G comme le produit semi-direct

Lg=Gxrps.

En toute place x € |F| — S, on a choisi une paire de Borel (T, B;) du groupe réductif Gr, quasi-déployé
sur F,. On a noté T le plus grand sous-tore déployé de T}, A, le réseau des caractéres de T et AY le
réseau dual de ses cocaractéres. L'action sur G du groupe de Galois local I'r, se factorise a travers son
quotient Iy = Iy & 7 qui admet pour générateur topologique 1’élément de Frobenius o,. On a encore
noté ®f = /o, l'ensemble des racines de T4 et PLY Tensemble de ses coracines. Le groupe de Weyl
F,-rationnel associé¢ & s’identifie au sous-groupe de &g constitué des éléments fixés par o,.

Définition I1.11. — Pour toute place x € |F| telle que le groupe réductif connexe G sur F devienne non
ramifié sur F,., on appelle “groupe dual de Langlands local de G en x” le produit semi-direct

Lg, =G xTg .
On note Gy sa fibre au-dessus de l’élément de Frobenius o,, munie de l’action par conjugaison de G. O

On a le résultat suivant qui permet de réinterpréter en les termes du groupe dual de Langlands ’isomor-
phisme de Satake

~

5S¢ HS ) 5 CIAY)®

Proposition I1.12. — En toute place x € |F| ot le groupe G, est non ramifié sur F, il existe un isomor-
phisme canonique

C[AY]®E =5 C[G.]¢
ou :
o C|

G «] désigne Ualgébre des fonctions polynomiales sur G, vu comme schéma affine sur C,
(C [Q ]G désigne sa sous-algebre des fonctions polynomiales invariantes par conjugaison par les éléments
eG.

Remarque. Lorsque le groupe réductif Gp, est déployé sur F,, Iy agit trivialement sur é, L@, est le

simple produit direct G x 'z et C [G’I]G est l'algebre des polynomes invariants sur G. Elle est isomorphe a
C[T)®<.

Démonstration. Par définition, AY est le réseau des cocaracteres G,, — T.¢; il s’identifie au sous-réseau
de X7, = X¢ constitué des cocaracteres G, — T, fixés par 'élément de Frobenius .

Comme on a, par construction du groupe dual G’,



A s’identifie encore au sous-réseau de X constitué des caracteres T — C* fixés par 'action de o,. C’est
aussi le réseau des caractéres complexes du tore 7¢ défini comme le conoyau de ’homomorphisme

— T,
= op(\) - AL

> N

On a donc un isomorphisme canonique

~

C[AY] = CTY 5 C[1)T

ou :
o C [T;}} désigne ’algebre des fonctions polynomiales sur le tore complexe Tg,

o C [Tz] désigne ’algébre des fonctions polynomiales sur la fibre T, de LT, = T' % Iz au-dessus de
I’élément de Frobenius o,

o C [I}]T désigne sa sous-algebre des fonctions polynomiales invariantes par conjugaison par les éléments
de T, vu comme la fibre de LT}, au-dessus de 1’élément unité de I

Soit Ng (T) le normalisateur de 7' dans G.

Soit Ng(T) le sous-groupe de NG(T) défini comme I'image réciproque de &F (identifié au sous-groupe
de S¢ constitué des éléments fixés par o,,) dans la suite exacte

1—>T—>NG(T)—>(‘5G—>1.
L’homomorphisme naturel de restriction
C[Gu)% — C[F] "™
est un isomorphisme d’algebres. En effet, il est injectif parce que le morphisme
GxT
(9:A)

a une image dense. Il est surjectif parce que les fibres de ce morphisme au-dessus d’un ouvert dense de G

sont isomorphes & N&(T').
Pour conclure, il suffit de composer les isomorphismes

C[AY]®E = (C[T,)T)%6 = C [T,V = CG,]¢ .

O

5 Représentations automorphes et transfert de Langlands vers un
groupe linéaire

On consideére toujours un groupe réductif connexe G sur le corps global F.

Comme dans le paragraphe précédent, S désigne un sous-ensemble fini de |F| tel que, pour toute place
x € |F| =S, le groupe G, soit non ramifié sur F.

En toute place x € |F|, on a muni G(F;) d’une mesure de Haar dg,. Si x ¢ S, dg, est la mesure de Haar
qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal K, = G, (O,).

28



Le groupe adélique

G(A) = {(gz)z€F| € H G(Fy) ‘ 9o € K, en presque toute place x € |F'| — S}
z€|F|

est muni de la topologie produit, pour laquelle il est localement compact, et de la mesure de Haar produit
dg = ® dga:-
z€|F|

On note H% = C°(G(A)), et on appelle “algebre de Hecke globale de G”, I'algebre de convolution des
fonctions localement constantes & support compact sur G(A). Elle s’écrit naturellement comme le produit
tensoriel HY = @ HS des algebres de Hecke locales de G.

z€|F|

Une représentation de G(A) [resp. HE] est dite lisse quand chacun de ses vecteurs est fixé par un sous-
groupe ouvert compact [resp. par un élément de I’algeébre]. Une représentation lisse de G(A) peut étre vue
comme une représentation lisse de H®, et réciproquement.

Une représentation lisse (m,V,) de G(A) ou H® est dite admissible si, pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G(A), le sous-espace VX de ses vecteurs fixés par K est de dimension finie. Ce sous-espace
V.E est naturellement muni d’'une action de la sous-algebre H& de HE constituée des fonctions invariantes
a droite et a gauche par K.

On appelle représentations lisses admissibles factorisables de HE celles de la forme

=@

TE|F|

ot les 7, sont des représentations lisses admissibles des algebres locales HS, non ramifiées en presque toute
place z € |F| - S.

Les représentations lisses admissibles irréductibles de HE sont les représentations lisses admissibles fac-
torisables dont tous les facteurs locaux 7, sont des représentations lisses admissibles irréductibles.

Connaitre une représentation lisse admissible irréductible 7 de H revient & connaitre tous ses facteurs
locaux 7, © € |F|. Or, en toute place z € |F| — S ol 7, est non ramifié, connaitre m, revient & connaitre
A(m;) comme caractére

C[AY]®¢ —C
ou, ce qui revient au méme, comme élément du quotient par &F de I’ensemble des caracteres complexes de

Ay =T, (Fe)/Te(Og).

Lorsque G = GL,, T, s’identifie en toute place x € |F| au tore maximal T, = GI,, T,(F,) s’'iden-
tifie a (F))", Top(F,)/T:(0;) s’identifie par la valuation v, & Z" et 'ensemble de ses caractéres, c’est-a-
dire des caractéres non ramifiés de T (F,), s’identifie & (C*)". En outre, 6% = S s’identifie au groupe
symétrique &, agissant sur (C*)" par permutation des coordonnées. Se donner une représentation lisse
admissible irréductible et non ramifiée 7, de GL,(F}) équivaut donc & se donner une famille A(7,) =
(M (72), -, Ar(mz)) de r nombres complexes non nuls, & ’ordre pres de ses composantes.

Revenons au cas général ou G est un groupe réductif connexe sur F' arbitraire.

Proposition I1.13. — Quel que soit le groupe réductif connexe G sur le corps global F, le sous-groupe G(F)
du groupe topologique localement compact G(A) est discret. |

Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(A), l'espace Cx (G(F)\G(A)) des fonctions

G(A) — C
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invariantes & gauche par le sous-groupe discret G(F) et invariantes & droite par K est muni d’une action de
l'algebre HE par convolution a droite.

Alors la réunion filtrante Coo (G(F)\G(A)) de ces espaces Cx (G(F)\G(A)) est une représentation lisse de
HE ou G(A). Les éléments de Co. (G(F)\G(A)), c’est-a-dire les fonctions

G(F)\G(A) — C

invariantes & droite par un sous-groupe ouvert compact de G(A), sont appelées les “formes automorphes de
G”.

Définition I1.14. — Une représentation lisse admissible irréductible 7 de G(A) est dite “automorphe” s’il
est possible de la réaliser dans ’espace des formes automorphes de G, c’est-a-dire si l’espace

Homye (7, Coo (G(F)\G(A)))
est non nul. |
Lorsque G = GL,, on dispose du théoréme suivant de Piatetski-Shapiro :

Théoréme I1.15. —

(i) (Multiplicité 1) Si 7 est une représentation automorphe de GL,.(A), l’espace des homomorphismes
T — Coo(GL,(F)\GL,(A))

équivariants relativement auz actions de H™ = HEYr est de dimension 1.

(ii) (Rigidité) Soient 7 et ' deux représentations automorphes de GL,.(A) telles que, en presque toute place
x € |F| ot 7y et w, sont non ramifiés, on ait

Alors m et ' sont isomorphes. O

Considérons maintenant un homomorphisme continu de groupes
p: G =G x1® - GL,(C).

En notant “GL, = GL,(C) x Fr;,s’ on peut tout aussi bien voir p comme un homomorphisme qui s’inscrit
dans un triangle commutatif :

Ly LGL,

N

nr,S
FF

Un tel homomorphisme p : “*G — GL,.(C) est appelé “homomorphisme de transfert”. Comme il est continu,
son noyau contient un sous-groupe ouvert d’indice fini de Fr}r’s. Autrement dit, il existe une extension finie
galoisienne E de F, non ramifiée en dehors de S et contenue dans F™5 telle que p se factorise en

G X FE/F — GLT((C) .
En toute place x € |F| — S, p induit un homomorphisme de groupes

pe: “Gy =G xT% — GL,(C)

30



et donc un homomorphisme d’algebres

p:: C[GL,(C)°“© — C[G,]¢ .

Définition I1.16. — Etant donnés un homomorphisme de transfert
~ s
p:GxITp"” — GL,(C)
et un place sans ramification x € |F| — S, on note encore
* G
Pz - H;,@ - Hz,@

U’homomorphisme de l'algebre de Hecke sphérique locale H, ;) = HS’,{;T de GL,.(F,) vers celle de G(F,) qui
s’obtient en combinant

e [’homomorphisme d’algebres )
Pl : C[GLA(C)]F® — C[G,)¢

induit par ’homomorphisme de groupes

px:émfrﬁ; — GL,.(C),

o les isomorphismes de Satake du théoreme I1.8,

e ct les isomorphismes de la proposition 11.12.

Par simple composition, I’homomorphisme d’algebres p} : H7 ) — Hf@ induit une application

(pz)s : {caracteéres de 'Hf,@} — {caracteres de Hj y}.

Le principe de fonctorialité de Langlands pour un tel homomorphisme de transfert
p: TG =G x F;}r’s — GL,.(C)
s’exprime de la maniere suivante :

Conjecture I1.17. — Soit p: G = G % I‘I}r’s — GL,(C) un homomorphisme de transfert.

Alors, pour toute représentation automorphe m de G(A), il existe une représentation automorphe ' de
GL,-(A) telle que, en toute place x € |F| — S ot 7 est non ramifiée, ©’ est également non ramifiée et

A(m,) = (p2)«(A(mz)) -

Remarque. D’apres le théoreme I1.15(ii) de rigidité de Piatetski-Shapiro, 7’ est unique & isomorphisme
pres, si elle existe. Et d’apres le théoreme I1.15(i) de multiplicité 1, 7’ se réalise de maniére unique comme
une sous-représentation de Coo(GL,(F)\GL,(A)). On note p.(m) cette sous-représentation de l'espace des
formes automorphes de GL, ; on I’appelle le transfert de w par p. |

Comme F est un corps de fonctions, la conjecture est connue dés que G est un groupe linéaire de la forme

G = HReSEL/F GLTL

ou ¢ décrit un ensemble fini d’indices, les r, sont des rangs > 1 et les F, sont des extensions finies de F' non
ramifiées en dehors de S.
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6 Une notion de “noyaux du transfert”

On consideére toujours un groupe réductif connexe G sur F et un sous-ensemble fini S de |F| tel que, en
toute place z € |F| — S, le groupe G, est non ramifié sur le corps local F.

En toute place z € |F|, G(F,) est muni d’une mesure de Haar dg, qui définit le produit de convolution

de I’algebre de Hecke locale HS. Siz ¢ S, dg, est la mesure de Haar qui attribue le volume 1 au sous-groupe

ouvert compact maximal K, = Gp,(0,) et HS contient la sous-algebre de Hecke sphérique Hfm constituée

des fonctions invariantes a droite et a gauche par K.

On consideére encore un homomorphisme de transfert
p: LG =G x FI;’S — GL,.(C).

Il existe une extension finie galoisienne E de F, contenue dans F""° donc non ramifiée en toute place
x € |F|— S, telle que '’homomorphisme p se factorise en

Dans la définition II.16, nous avons défini en chaque place sans ramification z € |F| — S un homomor-
phisme d’algebres induit par p
Py MLy — HS .

x

Nous proposons la définition suivante :

Définition I1.18. — Soit G un groupe réductif conneze sur F, non ramifié en dehors d’une partie finie S de
|F, et

p: FG =G xS = GL,(C)
un homomorphisme de transfert.

Si K = [] Ky est un sous-groupe ouvert compact de G(A) tel que K, = Gp,(0;), Vo € |F| =S, on
z€|F|
appelle “K-noyau du transfert par p” toute fonction

K%?:G(A) x G(A) x GL,.(A) — C

qui vérifie les propriétés suivantes :

(0) En les deuz premiéres variables, K est invariante a droite par K et, en la troisiéme variable, elle est

invariante a droite par un sous-groupe ouvert compact K' = [[ K. de GL.(A) tel que K|, = K, = GL,.(O,),
z€|F|

Vzel|F|—S.

(1) En toute place x € |[F| — S, on a
KGP sy o = KO0 s p*(0)), V. € Hio

K 59 0, = K9 51 ), Vo EHS,@v
ou :

e les signes %1 el xo désignent le produit de convolution sur G(F,) par rapport auz deur premiéres
variables de K& (e, 0, 0),

o le signe x3 désigne le produit de convolution sur GL,.(F.) par rapport d la troisiéme variable de
KG7P(.7 .7 .)7

e pour toute fonction v, sur G(Fy), la notation o) désigne la fonction déduite de o, par le changement
de variable g, — g5 *.
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(2) En les deuz premiéres variables, la fonction K est invariante a gauche par
G(F)x G(F).
(3) En la troisiéme variable, la fonction K& est invariante a gauche par

GL,(F).

Remarques.
o Les propriétés (0) et (1) sont locales tandis que les propriétés (2) et (3) sont globales.

e Dans nos tentatives pour construire des “K-noyaux du transfert par p”, la propriété (2) sera automa-
tiquement vérifiée par construction.

e En revanche, toute la difficulté du probleme de transfert se trouvera concentrée dans la propriété
cruciale (3) qu’il s’agira d’essayer de démontrer.

O
Nous complétons la définition des “noyaux du transfert” de la maniere suivante :

Définition 11.19. — Dans la situation et avec les notations de la définition précédente, une famille { K%}
de “K-noyaux du transfert par p” est dite “compléte” si elle vérifie la propriété suivante :

(4) Pour toute fonction a support compact
h:GA)/K —C

telle que la fonction

G(A) — C
g — Y. h(vg)

YEG(F)
ne soit pas nulle, il existe un élément K de la famille {IKKP} tel que la fonction intégrale
G(A) x GL.(A) — C

(92,9") dg - h(g) K¢ (g, 92, 9")
G(A)

ne soit pas nulle. O
On a:

Proposition I1.20. — Dans la situation des deuz définitions précédentes, l'existence d’une famille “complete”
{K%*} de “K-noyauz du tranfert par p : GNFII}I’S — GL,.(C)” implique que toute représentation automorphe
(7, Vi) de G(A) telle que VX 5 0 admet un transfert automorphe p.(7), ¢’est-a-dire une représentation lisse

admissible irréductible 7’ = @ =l de GL,.(A), réalisée comme sous-représentation de ’espace des fonctions
z€|X|

GL,(F)\GL(A) — C
et telle que
)\W; :(pw)* (/\ﬂ'w)’ Ve |F|_S

Démonstration sous des hypothéses légérement plus fortes. Supposons que la famille { K% *} vérifie
les deux propriétés supplémentaires suivantes, dont la seconde renforce légerement la propriété (4) de la
définition I1.19 :
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e Pour tout élément K%? de { K"} et tous éléments go € G(A), ¢’ € GL,.(A), la fonction

G(F)\G(A) — C
g — K°(g,92,9)

a un support compact.

e Pour toute forme automorphe

h: G(F\G(A) — C

invariante & droite par K, il existe un élément K“* de la famille { K% *} tel que la fonction intégrale
(92:9') = / dg - h(g) - K*(g.92.9)
G(F)\G(A)
ne soit pas uniformément nulle.

Sous ces hypotheses, considérons une représentation automorphe (w,Vy) de G(A) dont 'espace Vi
contienne une forme automorphe non nulle

hy s G(F)\G(A) — C

invariante a droite par K.

En toute place x € |F|— S, I'algebre de Hecke sphérique Hf(b agit par convolution sur h, par le caractere
A(mz). Cela signifie
ha % 0o = S (02)(A(m2)) - b, Viow € HS .

Choisissons un élément K de la famille { K%*} et un élément go € G(A) tels que la fonction
Rl : GL.(F)\GL,.(A) — C

g dg - hx(g9) - K*(g,92,9")
G(F)\G(4)

ne soit pas nulle

D’apres la propriété (0) de la définition I1.18, cette fonction h!. est invariante & droite par un sous-groupe
K'= [] K. de GL,(A) tel que, en toute place z € |F| — S, K., = K, = GL,(O,).
z€|F|

D’apres la propriété (1) et le choix de hy, l'algebre de Hecke sphérique M} , de GL,(F;) en toute

place x € [F| — S agit par convolution sur A7 par le caractere (ps)« (A(75)) composé de M LN Hfﬂ et
Armg) : HEy — C. Cela signifie

ho 0 = Sp(00) ((pa)s (M(m2)) - hi Vol € Hpy.
D’apres le théoreme I1.15 de multiplicité 1 et de rigidité de Piatetski-Shapiro, la forme automorphe
k' : GL,.(F)\GL.(A)/K' — C

engendre une représentation de ’algébre de Hecke H" de GL,(A) qui est nécessairement irréductible. C’est
le transfert automorphe p.(7) de 7 par p.

Dans le cas général, la démonstration de la proposition repose sur la classification de Langlands des

représentations automorphes de G(A) et sur son théoreme de décomposition spectrale de ’espace des formes
automorphes. 0O

34



Chapitre III :

Développement de Fourier sur GL,
et fonctions de Whittaker

1 Définition des coefficients de Fourier sur GL,
Choisissons un caractere continu non trivial
P F\A — C*

du quotient compact F\A du groupe adélique additif A par son sous-groupe discret F'.

Pour toute place = € |F|, notons
Y, Fy — C*

le caractere continu non trivial de F}, qui se déduit de ¢ par I'immersion F, — A. Le conducteur de v, est
l'unique entier Ny, € Z tel que la restriction de v, au sous-groupe additif {a, € Fy | vy(ay) > Ny, } soit
triviale et que sa restriction au sous-groupe {a, € Fy | vy(az) > Ny, — 1} soit non triviale. On sait que le
caractere 1, est “régulier”, c’est-a-dire vérifie Ny, = 0, en presque toute place = € |F|.

En toute place z € |F|, on munit F, de la mesure additive da, qui est “autoduale” relativement au
caractere v, : c’est I'unique mesure invariante qui attribue au sous-groupe ouvert compact O, de F, le

Ny /2
volume qx“/.

Puis on munit A de la mesure produit da = Q) da,. On sait que, pour ce choix de mesure, le volume
z€|F|
du quotient compact F\A est égal & 1.

On note N, le radical unipotent du sous-groupe de Borel B, de GL, constitué des matrices triangu-
laires supérieures. Le groupe algébrique N,. admet une filtration dont tous les sous-quotients successifs sont
isomorphes au groupe additif G,.

En toute place z € |F|, N,(F;) admet une filtration induite dont tous les sous-quotients successifs
s’identifient & F,,. Par conséquent, la mesure da, de F, induit une mesure du, de N,(F,) : c’est 'unique
Ny  r(r=1)
mesure invariante qui attribue au sous-groupe ouvert compact N,.(O,) de N,.(F;) le volume g 2

Puis on munit le groupe adélique N,.(A) de la mesure produit du = &) du,. Pour ce choix de mesure,
z€|F|
le volume du quotient compact N, (F)\N,.(A) est égal a 1.

Le caractere ¢ : F\A — C* induit sur le radical unipotent N,(A) le caractere

w(r) : N,(A) — C*
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1 U1,2 N U1,r

0o . :

u=1 — 1/)(r)(u) =9 Z Us,s+1
P VI g 1<s<r
o ... 0 1

Ce caractere 1),y est invariant par le sous-groupe discret N,.(F').

Plus généralement, on introduit :

Définition IIL.1. — Sir = r1 + --- + 1 est une partition de Uentier r, désignée par le sous-ensemble
r={r,r+ra...,m1+ - +rg_1,71+---+ 1 =1} de ’ensemble {1,2,...,r}, on lui associe le caractére
invariant par le sous-groupe N,.(F) des points rationnels

¥y : Np(A) — C*

1 Ui,2 e Uy, r
0o .o :
w=1 . = Yp(u) =9 Z Us,s+1
L e
0 0 1 -
U

On note Z, = G,, le centre de GL, et T,, = GJ,, son tore maximal constitué des matrices diagonales.
Pour toute partition r = {ri,r1 +ro,...,71 + -+ + rp = r} de Pentier r, on note Z, le sous-tore de

T, = GJ, défini par les équations

Hs = Hs+1 v56{1,2,-..,7‘}—£.

C’est aussi le centre du sous-groupe de Levi standard M, = GL,, x GL,, x --- x GL,, de GL, qui est associé
a la partition r.

Si lon fait agir T,.(A) sur ’ensemble des caractéres continus
6:N.(A) —C*

par conjugaison
(11,0) = 0" = (No(A) 3 urs Ouup),

on remarque que le fixateur du caractere ¢, est Z.(A) et que, plus généralement, le fixateur de chaque
caractere 1, est Z,(A).

Nous pouvons maintenant définir les ¢-coefficients de Fourier d’une fonction sur N, (F)\GL,(A) :
Définition II1.2. — Pour toute fonction
h: N (F)\GL,(A) - C

invariante a droite par un sous-groupe ouvert K de K" = GL.(Oy), on appelle “p-coefficient de Fourier
régulier de h”, et on note W h, la fonction

N(F)\GL,(A)/K — C

g Wy h(g) = / du -y (1) - h(ug)
N (F)\N,.(4)
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Plus généralement, si r est une partition de Uentier r, on appelle “p,-coefficient de Fourier de h” (ou
“p-coefficient de Fourier de type r de h”), et on note W, h, la fonction

Ny (F)\GL,(A)/K — C

g W, h(g) = / du - 1py (1) - h(ug).

N (F)\N7(A)

Les 1-coefficients de Fourier d’une fonction
h: N.(F)\GL,.(A) - C
satisfont les regles de transformation suivantes par le sous-groupe N,.(A)

W, h(ug) = ¥p(u)™" - W, h(g), Yue N.(A), VgecGL.(A).

Si h : GL.(A) — C est une fonction invariante & droite par un sous-groupe ouvert K et invariante a
gauche par le groupe Q(F') des points F-rationnels d’un sous-groupe algébrique @ de GL, qui contient N,.,
on peut parler des i-coefficients de Fourier de h.

Le coefficient de Fourier régulier W,y h est invariant & gauche par N,.(F) - (Q N Z,)(F) et, plus généra-
lement, chaque W, h est invariant & gauche par N,.(F) - (Q N Z,)(F).

2 La formule d’inversion de Shalika revisitée

On notera
* % %
Q - :
* * ok
0 0

le sous-groupe parabolique standard de GL, associé a la partition r = (r — 1) + 1, et

Qr = '
0 ... 01
son sous-groupe “mirabolique” défini en imposant la valeur 1 au dernier coefficient diagonal.

Une fonction
h:Q.-(F)\GL.(A) — C,

invariante & droite par un sous-groupe ouvert K de GL,(O,), est dite “cuspidale” si elle vérifie
Wr.h =0

pour toute partition non triviale r # (r) de l'entier r.

Rappelons ’énoncé du théoreme d’inversion de Shalika :

Théoreme II1.3. — Pour tout sous-groupe ouvert K de GL,(Oy), on a :
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(i) Toute fonction
h:Qr(F)\GL.(A)/K — C

qui est cuspidale se déduit de son coefficient de Fourier régulier W,y h par la formule
hg)= >, Wy h(dg).
SEN(FN\Qr(F)
(ii) Réciproquement, pour toute fonction
h(ry : Np(F)\GL,(A)/K — C

qui satisfait la régle de transformation

h(r) (uy) = q/](7“) (u)il ' h(r) (g) ) Yu e NT(A) y VQ S GLT‘(A) )

la somme

g—hlg)= > hy(dg)

SEN-(F)\Qr(F)
est localement finie et définit une fonction
h:Q.(F)\GL,.(A)/K — C
qui est cuspidale et dont le coefficient de Fourier régulier est
Wy h = hy -

O

La formule de (i) s’applique en particulier aux formes automorphes GL,.(F)\GL.(A) — C qui sont
cuspidales, mais elle ne s’applique pas aux séries d’Eisenstein.

Le but du présent paragraphe est de généraliser la formule de (i) — ainsi que sa réciproque (ii) — & toutes

les fonctions
h:Q-(F)\GL.(A) —» C

invariantes a droite par un sous-groupe ouvert.

Commengons par poser la définition suivante :

Définition II1.4. — On considére une famille de fonctions
hy : No(F) - (Qr N Z,)(F)\GL,(A) — C

indexées par les partitions r de l'entier r. On suppose qu’elles sont invariantes a droite par un sous-groupe
ouvert K de GL,.(Oy) et satisfont les régles de transformation

he(ug) = e (w)™" - he(g), Yue N (A), VgeGL(A).

Une telle famille sera dite “sommable sur Q,(F)” si, pour tout rang v’ = 1,2,...,r — 1, elle satisfait la
condition suivante :

(%) Pour toute partition de lintervalle [r',r] notée comme une partie v’ de Uensemble {r' + 1,7 +2,...,r},
la somme localement finie

Py (he)(g) = > Psyi_1,5/(he)(09) | + Psp—1 gryur (he)(9)
5€Q,. (F)\GL,, (F)
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(en notant Psg v (he)(g) = hy(g), Vg, V', si v’ —1 =0) est invariante ¢ gauche par GL,.(F) et donc par
Qrr41 (F)

Remarques.

e Dans cet énoncé, tous les groupes linéaires GL,., 1 < r’ < r, sont naturellement plongés dans GL, par

/
/ g 0
g (0 L«_w> |

e Pour tout 7’/ > 2, les sommes introduites dans 1’énoncé de la condition (), sont bien définies deés lors que
les conditions ()1, (*)2, ..., (*),»—1 sont déja satisfaites. g

Lorsque ' = r — 1 et, nécessairement, r’ = (r), on écrira simplement
PSr—l,(T)(ho) = Psrfl(ho) .

Si une famille h, comme ci-dessus est “sommable sur Q,.(F)”, la fonction Ps,_1(he) est bien définie et
invariante a gauche par Q,.(F).

Le théoreme II1.3 de Shalika se généralise de la maniere suivante :

Théoréme IIL.5. — Soit K un sous-groupe ouwvert de GL,(Oy).

(i) Pour toute fonction

h:Q.(F)\GL.(A)/K — C,
la famille Wq h de ses -coefficients de Fourier

Wﬁh:gr—>/ du - Y (u) - h(ug)
N, (F)\N(A)

indexés par les partitions r de Uentier r, est “sommable sur Q,.(F)” au sens de la définition précédente.

De plus, la fonction h s’exprime a partir de ses -coefficients de Fourier par la formule
h="Ps._1(Weh).
(ii) Réciproquement, considérons une famille hy de fonctions
hy s Ny(F) - (Qr 1) Z,)(F)\GL,(A)/K — C

telles que
he(ug) = ¥r(u) ™ - he(g), Vr, VueN.(A), VgeGL.(A).
Supposons de plus que la famille he est “sommable sur Q,.(F)” au sens de la définition précédente.

Alors la somme
PST-_l(h.) =h

définit une fonction
h:Q-(F)\GL,.(A)/K — C

telle que, pour toute partition r de Uentier r, on ait

W, h=h,.

Remarque. La partie (i) du théoréme signifie en particulier que toute fonction h : Q,(F)\GL,(F)/K — C
est entierement déterminée par ses 1-coefficients de Fourier W h.
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Démonstration.
(i) Sir =1, il n’y a rien & démontrer.

Raisonnant par récurrence, supposons donc que r > 2 et que ’assertion soit déja connue en rang r — 1.

On note
1 0 0 =
0
Ve = 0 =
: 1 =
0 0 1

le radical unipotent du sous-groupe parabolique Q’.. C’est un groupe additif isomorphe & G”~*.

Les caracteres périodiques du groupe adélique V,.(A) sont donnés par le lemme suivant :

Lemme II1.6. — La correspondance

8+ (v Yy (vd )
définit une bijection de Qr_1(F)\GLy_1(F) sur lensemble des caractéres non triviauzr de V,.(F)\V,(A).

Démonstration du lemme. Il résulte de ce que la correspondance

7= (a—¢(qa))

définit une bijection de F' sur 'ensemble des caracteres de F\A. O
Suite de la démonstration du théoréme IIL.5. La fonction sur GL,(A)

g — h(g)

est invariante & gauche par Q. (F) et, a fortiori, par V,.(F).

Munissant le groupe adélique V;.(A) de la mesure additive dv qui attribue le volume 1 au quotient compact
V.. (F)\V,(A), la formule de Poisson relative au sous-groupe discret V,.(F') de V,.(A) et le lemme IIL.6 ci-dessus
impliquent le développement en somme localement finie

hig) = Z /VT(F)\VT(A) dv -1y (6vd~7) - h(vg) | + / dv - h(vg) .

6€Qr—1(F)\GL,_1(F) Vi (F)\ V- (A)

Or on a, pour tout élément 6 € Q,_1(F)\GL,_1(F),

t/ dv -y (§v67") - h(vg) t/ dv - Py (v) - (6" 0 b g)
Vi (F)\Vr(A) Vi (F)\Vi(A)

-/ do - iy (v) - h(v o g).
Ve (F)\Vr(A)

Cela implique en particulier que, pour tout élément g € GL,(A) et tout § € Q,—1(F)\GL,_1(F), la

fonction
hgs : GL,_1(A) — C

!

g = hes(g) = fVT(F)\VT(A) dv -y (v) - h(vdg'g)

est invariante & gauche par =1 - Q,_1(F) - 6.
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D’autre part, la fonction

hg70 : GL,,«_l(A)

—
’
g

C
hg,O(g/) = fV,.(F)\VT(A) dv - h(” g/g)

est invariante a gauche par GL,_1(F), et on a

h(g'g) = > hg.s(9') | +hgolg) -
0€Qr—1(F)\GL,_1(F)

En appliquant 'hypotheése de récurrence aux fonctions
g = hgs(9), 6€Qr1(F)\GL,_1(F),
et g — hgolg)
de la variable ¢’ € GL,_1(A), on obtient

hes(9) = Psi_ag—1)(Wehys(de))(g)
Ps, oy (We h)(dg'g)

et

hgo(g) = Psi_g—1)(Wehgo)(g')
= Psr72,(r71,'r) (WO h’) (g/g) .

Le développement annoncé en rang r résulte alors de la formule de définition

Psr—l(Wo h)(g) = Psr—l,(r)(W' h)(g)

Z PST*Q,(T)(W. h)<6g) + PST*Q,(T*l,T) (Wo h) (g) .
6€Qr—1 (F)O\GLy—1(F)

(ii) Ayant défini la fonction h comme

g = h(g) =Ps,—1(he)(9),
nous devons prouver que, pour toute partition r de ’entier r, on a
Wy h = h,.

Une fois encore, nous raisonnons par récurrence et supposons le résultat déja connu en rang r — 1.

Pour toute partition r de lentier 7 et tout élément § € GL,_1(F), on a d’aprés le lemme I11.6

he(6g) si r—1¢r et 6€Q@Qr_1(F),
dv - Yy (v) - he(dvg) =13 & .
/V,V(F)\V,,,(A) v (v) - hel0v) {0 si r—1€r ou §¢Q,1(F),

et
si r—1¢r,

0
dU . hr 61}9 fry { .
/V;(F>\v;-<A) =(6v9) he(6g) si r—ler.

41



Comme

h(g) = Psr—l,('r')(ho)(g)
= Z Psr72,(r) (h.)(6 g) + Psr72,(r71,r)(h‘°)(g) y
d€Qr—1(F)\GLr_1(F)
on obtient
/ @ () (0) - h(vg) = Ps, 3. (1) (ha) (9)
Ve (F)\Vr(A)
et

/ dv - h(vg) = Ps,_a (r—1.(he)(g) -
Ve (F)\Vr(A)

On conclut en appliquant le résultat en rang » — 1, déja connu par hypothese de récurrence, aux fonctions
sur GL,_1(A)

g/ — PST_QV(T‘) (ho)(g/g) )
g/ — Psrfz,(r—l,r)(ho)(g/g) :

On a fini de démontrer le théoréme II1.5. O

3 Modéles et fonctions de Whittaker

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux représentations lisses admissibles (7, Vy, ) de GL,(F})
ou, ce qui revient au méme, de 1’algébre de Hecke locale H. de GL, en une place x € |F|.

Rappelons qu’une telle représentation (m,, Vy, ) est dite “non ramifiée” si le sous-espace V,Ti_i; des vecteurs
de lespace V. invariants par K = GL,(O,) est de dimension 1.

Si (74, Vi, ) est une représentation lisse admissible irréductible de HZ, telle que le sous-espace Vﬂljl' ne soit
pas nul, ce sous-espace muni de I'action de ’algebre de Hecke sphérique H;,(Z) est irréductible ; comme H ; est
commutative, il est de dimension 1 et la représentation (7, Vi) est non ramifiée. Enfin, la classe d’isomofphie
de la représentation irréductible (m,, V) est entierement déterminée par le caractére de 1’algebre sphérique

H}, ¢ qui agit sur la droite VWI&.
Rappelons encore que le choix d’un caractere continu non trivial
¥ F\A — C*
a permis de définir le caractere “régulier”
Uiyt Ne(F)\Np(A) — C*.

On dispose de ses facteurs locaux
w(r) : N’I‘(Fév) — C* ,

1 ’U,LQ e ul,r
0o . :
u= . . . = 11[1(7") (u) = ’l/)m Z us,s+1
: - ’ Upr—1,r 1<s<r
o ... 0 1
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Si (s, Vi, ) est une représentation lisse admissible de GL,.(F},), on note Vi Ve )

de Whittaker” sur V;, c’est-a-dire des fonctionnelles linéaires

espace des “fonctionnelles

x

Ao Vo, —C
telles que
Xo(me(u) - €) = ¥y (u) - Ae(€), Vu€ No(Fy), VEE V.
On connait le résultat suivant :

Théoreme II1.7. — Pour toute représentation lisse admissible (7., V), Uespace V;f(’") de ses fonctionnelles
de Whittaker est de dimension finie.

Si 7, est irréductible, il est de dimension 0 ou 1. O
Puis on a la définition :

Définition ITI.8. — Une représentation lisse admissible (7, Vz,) de GL,.(Fy) est dite “de type de Whittaker”
8%
dim (V;Y0) = 1.

Dans ce cas, on appelle “modéle de Whittaker” de m, l'image
w T
Wr" = {We, (o) | & € Vi, }
de I’homomorphisme équivariant associé a n’importe quelle fonctionnelle de Whittaker A, € V:f(”

. GL.(Fu), —
Ve, — indy 5 (40))

§o = We,
ou Wﬁz(g) = Ae(72(9) - &), Vg € GL,.(Fy). 4

Une représentation lisse admissible de GL,.(F}) qui est a la fois irréductible et “de type de Whittaker”
est appelée “générique”. Elle est alors isomorphe a son modele de Whittaker.

Présentons une maniere particuliere de construire des représentations de type de Whittaker : c’est par
induction unitaire de B, (Fy) & GL,(B;) d’un caractere de B, (F}).

Afin de définir 'induction unitaire, nous avons besoin du caractere modulaire
pB, : Br(Fy) — Br(Fy) /Ny (F;) = (sz)r - Qf

i
Hj

TR o

1<i<j<r

x

Définition II1.9. — Si x : B,.(F,) — C* est un caractére continu, nécessairement de la forme

X BT(FI) - BT(FI)/NT(FT,) = (FX)T - an

(- pir) = H Xi(1i)
1<i<r

on appelle “induite unitaire” de x = @ x:i o GL.(F.) et on note
1<i<lr

QL (F,)
Indg (p,) ® Xi

1<i<r
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l’espace des fonctions
h:GL.(F;) —C

telles que
{o h est invariante a droite par un sous-groupe ouvert de K, = GL,.(O,),
o Dlbege) = P (0:)  X(be) hlge), Vbi € By(F2), Vs € GLy(F),
mung de laction de Hl, [ou de GL,(F,)] par convolution [resp. translation] & droite. O
Un caractere continu x = @ x; : Br(F;) — C* est non ramifié, c’est-a-dire trivial sur B,(Oy), si et

1<i<lr
seulement si ses composantes x; : F,° — C*, 1 <4 <r, sont non ramifiées, c’est-a-dire de la forme

i /\:m(u)

pour une unique famille A = (Ay,..., ) € (C*)".

On peut alors noter x = xx = & x,-
1<i<r

On a:

Théoréme III1.10. —

(i) Pour tout caractére continu x = @ xi: Br(Fy) — C*, Uinduite unitaire
1<i<r
GL,(F,
Ty = IndBT(ng) )( )

est une représentation lisse admissible de type de Whittaker de HL, ou GL,.(Fy).

Elle n’est pas nécessairement irréductible mais admet pour caractére central

Wr, = Zo(Fp)=F) — C
poe o ] xaw)-

1<i<r

(ii) Une telle induite unitaire m, = Indgf&gf)’”)(x) est non ramifiée si et seulement si le caractére x est non

ramifié, ¢’est-a-dire de la forme x = xa pour une famille X = (A1, ..., \y) € (C*)" =1T,.
Dans ce cas, la représentation w, admet un unique sous-quotient irréductible non ramifié : c’est la sous-
représentation engendrée par la fonction sphérique

Vist No(Fo)\GL(F;)/GLr(O,) — C

x

dont la restriction a T,.(F,) = (F,X)" est

x

= (s ) = pg () - AU )

Sz

Enfin, l'algébre de Hecke sphérique H;,V) - C[TT]GT agit sur le vecteur V" par le caractere

=0 — C,
O = ST (o) (A1, ).

(iil) Six = xa : Br(Fy) — C* est le caractére non ramifié associé a une famille A = (Ay,..., \) € (C*)" =
TT, Uinduite unitaire w, = IndgL(TIg:)“)(X) est irréductible si et seulement si sa sous-représentation engendrée

par le vecteur sphérique VT’")\ : GL,.(Fy,) — C est de type de Whittaker.
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C’est le cas en particulier si [A| = -+ = |\

(iv) Réciproquement, toute représentation lisse admissible irréductible et non ramifiée m, de GL,(F,) est
isomorphe a la représentation engendrée par le vecteur sphérique

associé a une certaine famille X = (A, ...

Viy: GL,.(F,) — C

) € (CX) =T

Cette famille X est déterminée par m, a l'ordre prés de ses composantes A1, ..., ..

La partie (i) du théoreme ci-dessus dit en particulier que si A = (Aq, ...

(Fz)

]

Ar) € (CX)" =T, est une famille

de r nombres complexes non nuls, I'induite unitaire IndgL(T ) (xa) est de type de Whittaker. Elle admet

donc un modele de Whittaker, lequel consiste en une représentation irréductible de GL,(F,) composée de

fonctions GL,.(F,) — C.

Nous allons maintenant définir des fonctions particulieres GL,(F}) — C, les “fonctions de Whittaker”,

qui engendrent les modeles de Whittaker des induites unitaires Ind

Définition III.11. — Soit A = (Aq,..

On appelle “fonction de Whittaker associée a A et au caractére non trivial ¥, : F, — C*” la fonction

définie de la maniére suivante :

e _
Wz)\ =

GL,(F,) )
B (k) (XA)

LA € (C) = T, une famille de r nombres complexes non nuls.

GL,(F,)/GL,(0,) — C

(i) Si le caractére 1, est régulier et si un élément

g € GL,(F,)
est écrit sous la forme d’Iwasawa
g=upk
avec
no= (Mla---vﬂr)E(FmX)T:TT(FI)a
u € N.(F,),
ke KI=GL.(O,),
on pose
)\Il)z(m)ﬂ"*l /\gz(ul)“*l
( y )\;)x(uv»fl)ﬂ )\;{w(m-fl)ﬂ
b, Z 1_2 _T'vm(l‘i)> Um(,U‘r) Uz(HT)
W2 (g) = Woh ) - g Ay Ar
si vg(p1) = ve(pz) 2 > vz (pir)
0 sinon.

(ii) Si le caractére W, n'est pas nécessairement régulier, on l’écrit sous la forme

ww (am) -

"/)/z(%c_laac)a Va, € Fy,
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ou v, est n'importe quel élément de F) de valuation vy(vz) = Ny, et ), : Fy — C* est donc un caractére
régulier, et on pose pour tout élément g € GL,.(F;)

e | (
Wr,’tﬁz _ WT»@Z’; 0 e e .
T, (g) - z,\ . . 9
0 0 1
1 0 0
= w0 g A
Do - 0
0 0 Art
Remarque. La fonction de Whittaker W;f\bl ne dépend pas de l'ordre des composantes Aq,..., A, de la
famille A. |

Maintenant, on a :

Proposition II1.12. - Soit A = (Ay,...,\,) € (C*)" =T

(i) Le sous-espace des fonctions
W :GL,.(F,) — C

telles que

o W est invariante & droite par K = GL,(O,),

o W(ug) =9, (u)-W(g), YueN.(F), VgeGQL.(F),

e en notant * le produit de convolution des fonctions sur GL,(Fy) et Sy : H! , — C[1,]®"
lisomorphisme de Satake, on a

Wk pp = Sp(pe)(N) - W, Ve, € H;,V)’

est de dimension 1.

(ii) Ce sous-espace est engendré par la fonction de Whittaker
Wi GL(F,) — C.

Plus précisément, cette fonction est l'unique élément de ce sous-espace tel que

r=t0 ...0
" N
WA _ _ =1
: ooy 0
0 ... 0 1

pour n’importe quel élément v, € F) de valuation vy(7y,) = Ny, .
(iii) Les transformées de la fonction de Whittaker W;’f’ sous laction de H:, [ou GL,.(F,)] par convolution

[resp. translation] o droite composent le modéle de Whittaker de Uinduite unitaire Indgf&g’")(xg. O
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Considérons un instant une fonction globale
h:Q-(F)\GL.(A) - C

invariante a droite par un sous-groupe ouvert K de GL,.(O,) et telle que, en une certaine place z € |F|, on
ait

e | est invariante a droite par K}, = GL,(O,),

o hxpy=5(p:)N)-h, Ve,€ Harc,(b’
pour une certaine famille A = (Ay,...,\,) € (C*)" =1T,.

Alors, d’apres la proposition II1.12 ci-dessus, les composantes locales en x du -coefficient de Fourier
régulier W,y h sont toutes des multiples de la fonction de Whittaker W;f*

4 Fonctions de Whittaker intermédiaires

Dans ce paragraphe, considérons une partition r = {ry,r +ra,...,71 + --- + 1, = r} de Ventier r.

Elle induit un sous-groupe parabolique standard P, de GL,, son radical unipotent N, et son sous-groupe
de Levi standard M, = GL,, x --- x GL,,, .

On note encore &, le sous-groupe du groupe symétrique &, constitué des permutations de {1,...,r} qui
respectent la partition en intervalles

{1,...,7’}: H {T1+"'+’I"i_1+17...,T1+"'+T1‘}.
1<i<k

Travaillant en une place x € |F|, on dispose encore du caractére modulaire de P, (Fy)

Pr - PL(FGJ)/NL(FJJ> = ML(FGJ) = GL,, (Fy) x --- x GLy, (Fy) — qfa

| det(g:) |+’
(gla"'agk>'_> H ™
L<isjen | det(g))]z
Posons :
Définition II1.13. — Considérons une famille X\ = (A1,...,\,) € (C*)" =T, de r nombres complezes non
nuls et ses sous-familles A = (Apy 4oty 1415 -+ s My toetrs ), 1 <4 < k, induites par la partition r de Uentier

.

On appelle “fonction de Whittaker de type r associée a X\ et ¥, ” la fonction
WEL™ « N (Fp)\GL,(F,)/GL,(0,) — C

définie de la maniére suivante :

(i) Si le caractére 1, est régulier et si un élément

g € GL.(F,)
est écrit sous la forme d’Iwasawa
g=ugrk
avec
9 = (91,--:9k) € Myp(Fy) = GLy, (Fy) X -+ x GLy, (F) ,
u € Ny (Fyp),
kE e GL.(O,),
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on pose

Wos () = o %a0) - [T Wit (9.
1<i<k

(ii) Si le caractére 1, n'est pas nécessairement régulier, on l’écrit sous la forme

wm(am) = ¢;(7;1am)a Va, € Fy,

ou 7y, est n'importe quel élément de F de valuation vy(y,) = Ny, et ¥ : Fy — C* est donc un caractére
régulier, et on pose pour tout élément g € GL,.(F,)

vt 0 .0
T ) 0 T
Wx,A (9) = Wm,x . ) g
: Yo 0
0 0 1
1 0 0
= Wi’f; 0 % : g | O ) DN
: 0
0 0 7t

Remarques.

e Deux fonctions de Whittaker de type r, W:fj\“ et Wi’j\%’”, associées & deux familles A = (Aq,...,\) et
XN = (M,...,A) de r nombres complexes non nuls, sont égales si et seulement si ces deux familles ne
different que par une permutation de leurs composantes qui respecte la partition r de 'entier r, c¢’est-a-dire
par un élément de &,.

e Si r est la partition la plus fine {1,2,...,r} de 'entier r, avec donc k =r et ry =ry=---=rp =1, et si
le caractere 1, est régulier, la fonction
WEL™ © N (Fp)\GL,(F,)/GL,(0,) — C
se confond avec la fonction
Vi Ne(Fp)\GL,(F:)/GL-(O;) — C

déja introduite dans I’énoncé du théoreme IIT.10(ii).

e Quelles que soient la partition r et la famille A\, on a

b0 L. 0
vt 0 T
WS o =1
: Y 0
0 ... 0 1
pour n’'importe quel élément v, € F* de valuation v, (v;) = Ny, . O

On a maintenant la généralisation partielle suivante de la proposition I11.12 :

Proposition II1.14. - Soit A = (\y,...,\,) € (C*)" =T,
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(i) Le sous-espace des fonctions
W :GL,.(F;) — C

telles que

o W est invariante a droite par GL,.(O,),
W(ug) = 7/’7?1(70 -Wi(g), YuéeN(F,), VgeGL.(F;),
Wk op = Sp(pa)(N) - W, Ve, €HLy,

est de dimension finie.

(ii) Ce sous-espace est engendré par les fonctions de Whittaker de type r

WEve s GLy(F,) — C

associées aur familles (X)) = (Ag(1), -+ - Ao(r)) déduites de A = (A1,...,\.) par les classes de permutations
0€6,/6,. O
Considérons un instant une fonction globale
h: Qr(F)\GL-(A) = C
invariante & droite par un sous-groupe ouvert de GL,(O,) et telle que, en une certaine place = € |F|, on ait

e h est invariante a droite par GL,.(O,,),
o hxp,=S5"(ps)(A)-h, Ve,€ 'H;@,

pour une certaine famille A = (Ay, ..., \,) € (C*)" =1T,.

Alors les composantes locales en x du -coefficient de Fourier W, h de type r de h sont des éléments du
sous-espace introduit dans la proposition III.14 ci-dessus. Autrement dit, ce sont des combinaisons linéaires
des fonctions de Whittaker de type r

WEle) s GL(F,) — C

indexées par les classes 0 € 6,/6,. O
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Chapitre IV :

Termes principaux pour la construction
de noyaux du transtert

1 Relevement des homomorphismes de transfert entre algebres de
Hecke sphériques locales

Nous revenons a la situation et aux notations du chapitre II.

Nous considérons donc un groupe réductif connexe G sur le corps de fonctions F', non ramifié en dehors
d’un sous-ensemble fini S de |F|, et un homomorphisme de transfert

p:G xS - GL.(C).

Il existe une extension finie galoisienne £ de F, contenue dans F™"° donc non ramifiée en dehors de

S, telle que ’action de FI;’S sur la donnée radicielle (X¢, ®g, X, ®Y), le groupe de Weyl G¢ et le dual

de Langlands G de G se factorise A travers son quotient fini I'y,p et que 'homomorphisme de transfert
p:G xS - GL,(C) se factorise en

G % Tg/p — GL,(C).

Pour toute place x € |F| — S, 0, désigne I'image dans le groupe fini I'g,/p de I’élément de Frobenius en
x, générateur topologique de Iy = I'y(p) = Z.
On notera e, 'ordre de I'élément o, dans le groupe fini '/ p.

On rappelle que le groupe de Weyl F,-rationnel 6f s’identifie au sous-groupe de & constitué des
éléments fixés par o.

L’isomorphisme de Satake pour 'algebre de Hecke sphérique ng de G en la place x € |F| — S s'écrit
S MGy — CIAY]%%
ol AY s’identifie au réseau des caracteéres complexes
T — C~

qui sont fixés par 'action de o, sur T, c’est-a-dire au réseau des caracteres complexes du tore Tg, conoyau
de ’homomorphisme

T
ox(\) - AL,

> M

—
—
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Tout caractere de 'algebre C[AY]®6 est défini par I'évaluation en un élément de Tjﬂ bien déterminé a
action pres du groupe fini &.

De méme, I'isomorphisme de Satake pour 'algebre de Hecke sphérique H, ; de GL,(F}) s’écrit
H 5 — C[A)]®,

ou A} s’identifie au réseau des caracteéres complexes T, — C* du tore T, = (C*)".

Tout caractére de l'algebre C[AY]®" est défini par Pévaluation en un élément de T, = (C*)", bien
déterminé a action pres du groupe symétrique G,..

Rappelons encore qu’en toute place x € |F| — S, G, désigne la fibre de G x I'g/r au-dessus de I’élément
de Frobenius o,.

L’homomorphisme de transfert entre algebres de Hecke sphériques locales
* G
P - H;,@ - Hw,@

induit par p : G % I'g/r — GL,.(C) est défini par le diagramme commutatif :

r Jom
ll J{?
clay clay)ss

C[GL,(C)]%(© —— (|G, ¢

Les homomorphismes p%, x € |F|— .S, ne changent pas si ’'on remplace p par son conjugué par un élément
de GL,(C). On peut donc supposer que p envoie le tore maximal T' de G dans le tore maximal T,. = (C*)"
de GL,(C). On note
pr:T —T,.=(C*)"
I’homomorphisme induit entre ces tores complexes.
En toute place z € |F| — S, on note encore T, la fibre de T x I'p/r au-dessus de I'élément o, de I'g,p.

Les dléments de T}, sont de la forme (A, 0,) avec A € T. Deux éléments A et A" du tore T ont méme image
dans le tore quotient 7 si et seulement si les éléments (A, 0,) et (X, 0,) de T, se déduisent 1'un de I'autre
par conjugaison par un élément de 7.

Lemme IV.1. — En toute place x € |F| — S, il existe un unique homomorphisme de tores
PTz * Tﬁ - Tr =(C*)"
tel que, pour tout élément \ € T d’image X dans Tgf, on ait
PN, 05)% = pT,x(;\) -

Tout comme le tore quotient Tg, cet homomorphisme pr , ne dépend de la place x € |F| — S qu’a travers
I’élément o, du groupe fini U'g/p.

Démonstration. Comme oé= = 1, (A, 0,)% appartient & la fibre T de T x I'p/r au-dessus de I'unité de
g r et vaut
A-op(N)-aZ2(N)...o% ().

x xT
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Comme p envoie T dans T, X — p(A, 0,)¢ définit un homomorphisme de tores
T—T,.

Il se factorise & travers le quotient Tgf de T puisque, si (A, 0z) et (N, 0,) sont conjugués par un élément
de T, il en est de méme de (A, 0,)% et (N, 0,)% qui sont alors égaux. O

Via les isomorphismes de Satake, les homomorphismes induits par p entre algebres de Hecke sphériques
locales
Pz Hyg— Hg’:@

x

s’identifient & des homomorphismes R R
i CIF,1S — T

Proposition IV.2. — En toute place x € |F| — S, il existe un élément e, = (eL,...,e") € T, = (C)" tel
que
o e =1 (clest-d-dire (e}) = ... = (h)% = 1),

e pour tout polynome symétrique p € C[Tr}e’"‘ et pour tout élément \ € Tg, on a

Pa(P) (X)) = plee - pra(N)).

Cet élément e, peut étre choisi de facon a ne dépendre de la place x qu’a travers ’élément o, du groupe

Démonstration. Le polyndéme symétrique p peut aussi étre vu comme une fonction invariante sur GL,.(C) :
on associe & toute matrice inversible la valeur prise par le polynéme p en la famille de ses r valeurs propres.

Prenons pour A le point générique du tore Tg
Par définition de 'homomorphisme p%, p%(p)(A°) est la valeur prise par p en la matrice p(A\°~,0,),
élément de GL,.(C). Or on a
PN, 04)% = pra(A™) = (pr.a(A)™ .
La matrice p(A\°,0,) est donc annulée par un polynéme scindé. Elle est triangulable et la famille de ses
valeurs propres est de la forme
Ex - pT,x(A)

pour un certain élément e, = (¢l,...,e7) € T, = (C*)" tel que & = 1. O

A titre d’exemple, considérons le cas de I'induction automorphe de GL; a GL,..

Dans ce cas, G = Resg,,r GL1 est le groupe réductif déduit de GL; par restriction des scalaires a la Weil
d’une extension Fy de F' de degré r, non ramifiée en dehors d’une partie finie S de |F|.

Si E désigne une extension finie galoisienne de F', non ramifiée en dehors de S et dans laquelle Ey se
plonge, le groupe dual G de G s’écrit
G¢= ][] c*

v:Eg—FE
ou ¢ décrit ’ensemble a r éléments des plongements possibles Ey — FE.
L’homomorphisme de transfert .
p: G x FE/F — GLT(C)

est le composé de I'immersion naturelle
(C*)" = GL,(C)
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et de ’homomorphisme

FE/F — GLT((C)
qui consiste & associer & tout automorphisme de E sur F' la matrice de permutation correspondante de
Pensemble & r éléments {¢ : Eg — E}.

Alors, pour toute place x € |F|— S, 'élément ¢, € 1, = (C*)" consiste en la famille des r valeurs propres
de la matrice de permutation obtenue comme image de I'élément o, € I'g/r d’ordre e;.

2 Construction de noyaux locaux du transfert non ramifié

Considérons une place x € |F| — S.

Le groupe réductif connexe G, est non ramifié sur F, et on dispose de l'algebre de Hecke sphérique
locale ’Hfm constituée des fonctions & support compact sur G(F;) qui sont invariantes & droite et & gauche
par K, = Gp,(O,).

Nous voulons d’abord rappeler ’énoncé du théoréeme de décomposition spectrale pour cette algebre.

L’isomorphisme de Satake /
S¢Sy = CIAY]®G
implique que se donner un caractere de I'algebre commutative 'Hf@ équivaut a se donner un caractere du
réseau A modulo I'action du groupe de Weyl F-rationnel &%,.
Or le groupe des caracteres complexes du réseau AY s’identifie au tore complexe T;f

On note Im 7% le sous-groupe de T constitué des caracteres unitaires de AY. C'est le plus grand sous-
groupe compact de 7. 11 est isomorphe & un produit de copies du cercle unité de C*.

Ainsi, se donner un caractére [resp. un caractere unitaire] de 1’algeébre sphérique wa équivaut a se donner
un élément de T;f [resp. Im T;f] modulo I'action du groupe fini &¢.

L’isomorphisme de Satake s’écrit encore
G .G ™~ S
Syt Hy g — ClI;]7e.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de décomposition spectrale des algebres de Hecke sphériques
locales en les places sans ramification :

Théoreme IV.3. — Soit x € |F| — S une place sans ramification.

(i) Pour tout élément \ € T;j, il existe une unique fonction sphérique

05\ K \G(F,) /Ky, — C

telle que
o 05\ *pr = 0u x5\ = ST (pa)(N) - 085, Voo € HEy,
e 0 \(1)=1.
(ii) Pour tout élément g € G(Fy), la fonction
T;f — C
AN ()

est une fonction polynomiale invariante par GF.
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(iil) 11 existe sur le tore réel compact Im Tg une unique mesure d\ invariante par G¢ et telle que, pour toute
fonction ¢, € ’Hg@, on ait

¢x(9) :/1 " d\- S ()N - pGa(9), Vg€ G(Fy).
On lappelle la mesure de Plancherel. O

Considérons maintenant un homomorphisme de transfert
p: G x FI;’S — GL,.(C).

Comme dans le paragraphe précédent, on choisit une extension finie galoisienne E de F', non ramifiée en
dehors de S, telle que p se factorise en

é X FE/F — GLT((C) .

Pour toute place x € |F| — S, 0, désigne I'image dans I'g/ de I'élément de Frobenius en z, et e, son ordre
comme élément du groupe fini I'g,/ .

En toute telle place, on dispose de ’homomorphisme p} entre algebres de Hecke sphériques locales induit
par p. On peut aussi le voir comme un homomorphisme entre deux algebres de polynomes symétriques :

Quitte a remplacer p par son conjugé par un élément de GL; (C), on a pu supposer que p envoie le tore
maximal T de G dans le tore maximal T, = (C*)" de GL,(C) et induit ainsi un homomorphisme de tores

pPrT T — Tr .
Le lemme IV.1 et la proposition IV.2 ont alors permis de définir, en chaque place x € |F| — S,

e un homomorphisme canonique pr : Tg — T,

e un élément ¢, € T, = (C*)" vérifiant & = 1,

tels que R .
Pr()A) = ples - pra(N), VpeC[L], VAT,

La paire (pr,s,€,) ne dépend de la place x € |F| — S qu’a travers I'élément o, € T'g/p.

Choisissons maintenant un caractere additif continu non trivial
P F\A —C
comme dans le chapitre III. Ses composantes en les différentes places € |F| sont notées
Yy 1 Fy — C*.

Dans la définition II1.11, nous avons rappelé la formation explicite, pour tout parametre ' € (C*)" = T,
de la fonction de Whittaker
Wi GL(F,) — C.

95



Les fonctions de Whittaker W;;{’,‘ , N € (CX)" =T, vérifient les propriétés suivantes :
e Elles sont invariantes a droite par K = GL,.(O,).
o W1 (ug) = ) (u) - W2 (9), Y € No(Fy), ¥g € GLy(Fy), YN
o Wik sl = Sh(el)(N) - Wik, Vgl € HE 4 YN,
e Pour tout élément g € GL,.(F}), la fonction

)y =17 — C
XN W (9)

est un polynome symétrique, c’est-a-dire invariant par ’action de ...
Notons dA°* la mesure sur Im T;f qui se déduit de la mesure de Plancherel d\ par 'homomorphisme

Ing — Imfg,
A = A%

Ainsi, on a pour toute fonction continue p sur Im Tg la formule d’intégration

/ A m.pu):/ Cdhpe (V)
ImT'¢ Im T'¢

1
Pe ) = e 2 =1 2, o0

ou

A1 €Im Tf

€x _
AT =X

Tout comme la mesure de Plancherel d, la mesure dA®* est invariante par I’action du groupe fini &%.

Nous pouvons maintenant construire des fonctions que nous appellerons “noyaux locaux du transfert non
ramifié” en une place z :

Définition IV.4. — Soit x € |F| — S une place sans ramification.

Pour tout polynéme symétrique p, € C[Tg]Gé, on note
G.p e .
K00 s K \G(Fy) /Ky x GL(Fy)/GL:(Oy) — C

la fonction définie par la formule intégrale

(9.9') — AN e (X=) - o ne (9) - WL (d)

Im Tf

Enoncons les principales propriétés de ces fonctions :

Proposition IV.5. — Soit x € |F| — S une place sans ramification.

(i) Pour tout polynome symétrique p, € C[Tg]%, la fonction
K= (o,0) 1 G(F,) x GL(F,) — C

possede les propriétés suivantes :

(0) En la premiére variable, elle est invariante & droite et a gauche par K, = Gp,(O;) et, en la seconde
variable, elle est invariante & droite par KI, = GL,.(O,).
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(1) Ona
KSPVe o ol = KO0V s pi(l,), Vo, €HLy.
(2) Pour tout élément g’ € GL,(F), la fonction
G(F,) — C
g — KSPv(g,q)

Z,Px

est a support compact (dépendant de g’ ).
(3) Pour tous éléments g € G(Fy), ¢’ € GL.(F;) et u € N.(Fy), on a

K500 (g,ug') = v (u) - K= (9,9

(ii) Réciproquement, toute fonction
G(F,) x GL,.(F,) — C

qui posseéde les propriétés (0), (1), (2) et (3) ci-dessus est de la forme
KGpa

TP
pour un certain polynome symétrique p, € C[Tg]GTG,

Remarques.

e C’est & cause de cette proposition, et tout particulierement de la propriété (1), que les fonctions Kgb‘;’wm
sont appelées des “noyaux locaux du tranfert non ramifié par p” en la place z € |F| — S.

e Dans une large mesure, les propriétés de cette proposition sont des analogues locales des propriétés de la
définition I1.18, c’est-a-dire des propriétés qui définissent la notion de “noyaux globaux du transfert par p”.
O

3 Construction explicite de termes principaux pour les noyaux
globaux du transfert non ramifié

Dans ce paragraphe, on suppose S = ().

Ainsi, le groupe réductif connexe G sur F' est non ramifié sur F, en toute place z € |F|. On dispose donc
en toute place x du sous-groupe ouvert compact maximal K, = G, (O,,) et de l’algebre de Hecke sphérique
locale wa.

Globalement, on dispose du sous-groupe ouvert compact maximal K¢ = [[ K, de G(A) et de 'algebre

z€|F|
de Hecke sphérique globale
G G
H@ - ® H%@ .

z€|F|

Elle est constituée des fonctions & support compact sur G(A) qui sont invariantes a droite et & gauche par
K¢,

Une représentation lisse admissible irréductible de G(A) ou, plus généralement, une représentation lisse
admissible factorisable (m,V;) =2 @ (7, Vr,) de G(A) est dite non ramifiée si

TE|F|
. G
dimVE" =1
ou, ce qui est équivalent, si

dim V5 =1, Vae|F|.
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On considere un homomorphisme de transfert p qui est lui-méme partout non ramifié. Cela signifie qu’il
s’écrit R
p:GxTy — GL,.(C).
On peut choisir une extension finie galoisienne E de F, contenue dans F* donc partout non ramifiée, telle
que p se factorise en un homomorphisme

é bell FE/F — GLT(C) .
Notre but serait de réaliser le transfert par p des représentations automorphes partout non ramifiées de
G(A).

Pour cela, nous cherchons a construire des “noyaux globaux du transfert non ramifié par p” au sens de la
définition I1.18. Au paragraphe précédent, nous avons déja construit en chaque place = € |F| des fonctions

KSpe : G(F,) x GL,(F,) — C
qui sont des “noyaux locaux du transfert non ramifié par p”.
Avant d’aller plus loin, rappelons quelques notations du chapitre III relatives a certains sous-groupes de

GL,.

Pour tout entier ' < 7, on considere GL,, comme plongé dans GL,. par

/ g 0
g (0 Lﬂ_ﬂ) |

Tout sous-groupe d'un GL,., ' < r, peut étre considéré comme un sous-groupe de GL,. via ce plongement.

On a noté Q. le sous-groupe parabolique standard de GL, associé & la partition r = (r — 1) + 1, et Q,
son sous-groupe “mirabolique”.

On a
Qr :NT'Gerl et NTOGerl :N'r‘flv

si bien que le quotient N, \Q, s’identifie au quotient N,_1\GL,_;.

Ayant noté Z, = G,, le centre de GL,, on a aussi

Q:‘:ZT'QT"

Ces notations étant rappelées, choisissons une famille p = (p;).¢|r| de polynomes symétriques p, €
(C[de]slé, soumise a la seule condition que p, = 1 en presque toute place x.
On dispose alors de la fonction

KSPY . G(A) x GL.(A) — C

()

z€|F|

Cette fonction possede en particulier la propriété de variance

K0 (g,ug') = o) (w) - K5 (g,9'), Vg eG(A), Vg €GL.(A), YueN.(A).

Comume le caractere régulier

'l/](r) . NT(A) — C*

est trivial sur N,.(F), la fonction Kf&f’)w est invariante & gauche par N, (F') en la deuxiéme variable ¢’ €
GL,(A).
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On a maintenant :

Lemme IV.6. — Considérons comme ci-dessus une famille p = (pg)ze|p| de polynomes invariants p, €
C[Tg]eg presque tous égauz a 1.

Pour tous éléments g1,g2 € G(A) et ¢ € GL,(A), introduisons la somme

Kg&ﬁ)(glaQQMQI) = Z Z Ki&ﬁ’)w(gl_lf}/QQaég/) .
YEG(F) SEN,(F\Qr(F)
Alors
(i) Cette somme est localement finie sur G(A) x G(A) x GL,(A).
(ii) Elle définit une fonction
KSP: G(A) x G(A) x GL.(A) = C
qui posséde les propriétés (0), (1) et (2) de la définition I1.18 (avec S = 0 et donc

K=K%= T[] K., K =GL:(0s)= [] GL.(0.))

z€|F| z€|F|

(iii) En la troisieme variable g’ € GL,.(A), cette fonction Kfii) est invariante & gauche par Q. (F) et méme
par Q..(F).

(iv) En chacune des deux premiéres variables ¢1,g2, la fonction K¢ ( ) est 4 supports compacts (dépendant
des deuz autres variables) dans G(F)\G(A). O

p

Ainsi, les fonctions Kf&r) possedent toutes les propriétés de définition des “noyaux globaux du transfert

non ramifié par p”, sauf la propriété difficile (3) d’invariance a gauche par GL,.(F') en la troisieme variable,
qui est remplacée par la propriété plus faible d’invariance & gauche par Q..(F).

Par construction et d’apres le théoreme II1.3 d’inversion de Shalika, on a :

Lemme IV.7. — Pour toute famille de polynémes p = (py)s € |F| comme dans le lemme précédent, et pour
tous éléments g1, g2 € G(A), la fonction

Q.(F)\GL,(A) — C

g — K (T)(gla927g)
est cuspidale.

De plus, son coefficient de Fourier régulier
g - / du -y (u) - K0 (91,92, ug')
F)\Nr(&) 7

est €gal a la somme
G
9= D K e ).
YEG(F)
O

Le principe de fonctorialité de Langlands dit en particulier que toute représentation automorphe non
ramifiée m de G(A) se transfere par p en une représentation automorphe p, () de GL,(A). Mais les représenta-
tions p.(7) ainsi obtenues par transfert ne sont pas nécessairement cuspidales. Ce qui signifie que les formes
automorphes non ramifiées

h: GLT(F)\GLT<A)/GLT<OA) —-C
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qui engendrent ces représentations ne sont pas nécessairement cuspidales : leurs 1-coefficients de Fourier
g - Wohi) = [ du -, (u) - h{ug)
(F)\Nr(A)

peuvent ne pas étre nuls, méme lorsque r # (r) est une partition non triviale de lentier r.

Cette remarque rend impossible que les fonctions

K&»

oy P G(A) X G(A) x GL,(A) = C

possedent en général la propriété (3), d’invariance & gauche par GL,.(F) en la troisieme variable, qui leur
manque pour étre des “noyaux globaux du transfert non ramifié par p” au sens de la définition II.18.

En revanche, on a :

Proposition IV.8. — La validité du principe de fonctorialité de Langlands pour le transfert par
p:GxI'¥ - GL,(C)

des représentations automorphes partout non ramifiées de G(A), équivaut a l’evistence, pour toute famille

P = (Px)zc|r| de polyndmes symétriques p, € C[T1)%6 presque tous égauz a1, d’une fonction complémentaire
KPPt G(A) x G(A) x GL,(A) — C

telle que :

(i) Tout comme Kf&i), la fonction K¢ pon) Possede les propriétés (0), (1) et (2) de la définition T1.18 (avec
S=0etdonc K= [] K, K' = H GL,(On)).

z€|F| z€|F|
(ii) Son coefficient de Fourier régulier

(9139279 ) = W(T‘) P, cpl (9179279/) = / du - 1/)(7)(”“) . Kgcgl (913927u9/)
N (F)\Nr(A)

est identiquement nul.
(iii) La somme

KSP: G(A) x G(A) x GL,(A) = C

G, P
(91,92a9/) = K;?m(gthagl) = Kp7(i)(gla92ag/) + Kp cpl (9179279/)

est, en sa troisieme variable ¢ € GL,(A), invariante ¢ gauche par GL,.(F) tout entier.

Remarques.

o Il résulte des propriétés (i) et (iii) ci-dessus que les sommes Kf P sont des “noyaux globaux du transfert
non ramifié par p” au sens de la définition I1.18.

e La propriété (ii) ci-dessus et le lemme IV.7 garantissent que toute simplification entre K (ﬁ ) €t K chl est
impossible. En particulier, on a pour tous éléments g1, g2 € G(A) et ¢’ € GL,.(A)

G, G,p, -
Wiy K5 (g1,92,9') = Wy K0 (91, 92,9) = Y K0 (91 v 9,9)).
YEG(F)

Cela permet d’assurer que, p = (pz)ze|p| décrivant I'ensemble des familles de polynémes symétriques

Py € (C[T 5]62 presque tous égaux a 1, I’ensemble des “noyaux globaux du transfert non ramifié par p”
associés Kf P est “complet” au sens de la définition I1.19.
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e La fonction complémentaire

K% G(F)\G(A) x G(F)\G(A) x GL,(A) — C

psepl
n’est pas uniquement déterminée par les propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition.

Elle n’est uniquement déterminée que sur la partie du spectre automorphe de G(A) composée des
représentations automorphes partout non ramifiées 7 telles que, pour toute forme automorphe

Bt GLo(F)\GL.(A)/GL,(O) — C
qui est un vecteur de la représentation p,(7), on ait 'implication
h#0= Wih#0.
O

Au chapitre VII, nous proposerons des formules conjecturales pour la construction de fonctions complé-
mentaires explicites
Gop .
Kpp‘;l :G(FP)\G(A) x G(F)\G(A) x GL,.(A) - C
vérifiant les propriétés de la proposition ci-dessus, pour toute famille p = (ps),¢|r| de polyndmes symétriques

Pz € (C[Tgf]e2 presque tous égaux a 1.
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Chapitre V :

Noyaux du transfert automorphe
par I'identité de GLy(C)

1 Transformation de Fourier sur les M;(F,)
Au début du chapitre III, nous avons choisi un caractere additif continu non trivial
P F\A — C*.
Sa composante en chaque place x € |F| est un caractére continu non trivial
Yy 1 Fy — C*.

Les conducteurs

Ny, =min{N € Z | ¢, est trivial sur {a, € Fy | vz(az) > N}}

des composantes locales 1, valent 0 en presque toutes les places x € |F|.

Le groupe additif F), est muni de la mesure invariante “autoduale” da, qui attribue au sous-groupe ouvert
Nepy

compact O, de Fj le volume ¢; > . Comme groupe additif, I'algébre matricielle My(F,) s’identifie & F2 et

. Nepg

se trouve munie de la mesure invariante “autoduale” induite dm,, qui attribue & M5(O,) le volume q;1 2

La 1), -transformation de Fourier sur My (F,) est définie de la maniére suivante :

Définition V.1. — Pour toute fonction localement constante & support compact f sur Ms(Fy), la fonction
Fomim fn) = [ im0 T () fma)
My (Fy)

est elle-méme localement constante a support compact sur Ma(Fy).

On Uappelle la 1, -transformée de Fourier de f.
Rappelons les principales propriétés de la ,-transformation de Fourier :

Proposition V.2. -
(i) La ¥y -transformation de Fourier
ff
définit un automorphisme de lespace des fonctions localement constantes & support compact sur Ma(Fy).

Son automorphisme réciproque n’est autre que la V. -transformation de Fourier.
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(ii) Si f est une telle fonction sur Ma(F,) et g, est un élément de GLy(F,), la ¢,-transformée de Fourier
de la fonction
My = f(gs - M) [resp. mg — f(ma - go)]

est égale a R .
my = f(lgrtomy) - |det(ga)|;? [resp. mi = f(my - fgpt) - | det(g.)] 7]
En particulier, si f est invariante d gauche ou & droite par un sous-groupe ouvert compact de GLa(Fy),
[ est invariante par le méme sous-groupe.

(iii) (Formule de Plancherel)

Pour toutes fonctions f et ' localement constantes & support compact sur Ms(F,), leur produit hermitien
sy = [ dmg fm) - T
Mo (Fy)

est égal a celus, <f, f’), de leurs transformées de Fourier. a

Si F est une distribution sur Mz(F}), c’est-a-dire une forme linéaire sur I'espace des fonctions localement
constantes & support compact f : Ma(F,) — C, on définit sa 1,-transformée de Fourier F par la formule

Fh=F), vr.
Il résulte de la formule de Plancherel que la 1,-transformation de Fourier des distributions prolonge celle
des fonctions.
Considérons maintenant une représentation lisse admissible (7, V) du groupe GLa(F}.).

P ’ . 4 1s Vv ero s s 4.
Par définition, I'espace V., de sa représentation contragrédiente 7, est constitué des formes linéaires
’ T
xT
by Vp, —C

qui sont invariantes par un sous-groupe ouvert compact de GLy(F,).

La forme bilinéaire

V7vr X Vﬂ—w — C

x

(lz,ve) = Lay(vz)
est invariante par action du groupe GLy(F}).

On appelle “coefficients matriciels” de 7, les fonctions sur GLso(F},) qui sont de la forme

pour un choix d’éléments v, € Vet £, € V7vr .

On rappelle les propriétés suivantes :

Lemme V.3. — Soit 7, une représentation lisse admissible de GLa(Fy). Alors :
(i) La représentation contragrédiente de 7\1/':,c s’identifie a ;.

" P . .y . . ) . v
(ii) La représentation m, est irréductible si et seulement s’il en est de méme de 7.

(iii) St @, = GLy(Fy) — C est un coefficient matriciel de la représentation w,, alors la fonction
GL2(Fy) 3 g2 — wu('g; ")

est un coefficient matriciel de la représentation contragrédiente m,,. (|
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Si 7, est une représentation lisse admissible irréductible de GLo(F}), on sait lui associer

e un facteur L local
Cos Ly(me,q;°)

(qui est I'inverse d’un polynoéme en ¢, * = ¢~9°8(*) dont le coefficient constant est égal & 1 et le degré
inférieur ou égal a 2),

e un facteur multiplicatif local
C3 s e, Varq; )

(qui est un monoéme en g, ).
On a le résultat fondamental suivant pour le calcul des transformées de Fourier :
Théoréme V.4. — Soit 7, une représentation lisse admissible irréductible et unitaire de GLo(F}).
Alors, pour tout coefficient matriciel g, de 7z, la distribution sur Ms(Fy) définie par la fonction
my = | det(mw)|m_1 “z(my)

admet pour P, -transformée de Fourier le produit de la distribution définie par la fonction

my, = |det(ml) [0 ga(‘mih)

et de la constante 1/2
~1/2), La(meae )

5$(7r$7w$7qx Vv —1/92 .
Ly(7s, qa / )

2 Formule de Poisson

Rappelons maintenant la définition de la w-transformation de Fourier globale sur le groupe adélique

M>5(A) muni de la mesure additive dm = &) dm,.
z€|F|

Définition V.5. — Pour toute fonction localement constante a support compact [ sur Ms(A), la fonction
f;m'Hf(m/):/ dm - o Tr ("m/ - m) - f(m)
M3 (A)
est elle-méme localement constante & support compact sur Ma(A).
On appelle la Y-transformée de Fourier de f. O

Si f est une fonction sur Ms(A) de la forme

f:®fr

z€|F|

ou chaque f, est une fonction localement constante & support compact sur Ms(F,) et presque toutes les f,
sont égales aux fonctions caractéristiques My, o,y des Ma(O,), on a

65



Autrement dit, la ¢-transformation de Fourier globale sur Ms(A) est le produit tensoriel, sur toutes les
places z € |F|, des 1,-transformations de Fourier locales sur les My(F;).

Il en résulte que la y-transformation de Fourier vérifie les analogues globales des propriétés de la propo-
sition V.2 :

e Elle définit un automorphisme de I'espace des fonctions localement constantes a support compact sur
M5(A), et son automorphisme réciproque n’est autre que la t-transformation de Fourier.

e Elle transforme la translation a gauche [resp. a droite] par un élément g = (g.)zejp| € GL2(A) en la

translation & gauche [resp. & droite] par g~! combinée avec la multiplication par la constante |det(g)|=2 =
[T [det(gs)l;>.

z€|F|

e Elle respecte le produit hermitien

L) = () = /M , dm ) TG

Le groupe additif Ms(F) est un sous-groupe discret du groupe topologique localement compact Ma(A).
Le quotient Ms(A)/Ms(F') est compact et son volume pour la mesure autoduale dm est égal & 1.

On dispose de la formule de Poisson :

Théoréme V.6. — Pour toute fonction localement constante & support compact f sur Ma(A), on a

Yo ofm= > f)

YEM(F) YEM2(F)

et, plus généralement, pour tout élément g € GLa(A),

> flgw)=ldet() 2 D flgt

YEM2(F) YEM:(F)
et
Yo fyg)=ldet(g) - > fiv-tgTh.
YEM;(F) YEM2(F)

3 Décomposition spectrale des fonctions sphériques sur M(F},)

Dans ce paragraphe on travaille en une place x € |F)|.

Commengons par rappeler la décomposition spectrale de I'espace des fonctions sphériques sur GLo(F).

On note dg, la mesure de Haar sur GLo(F,) qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact
maximal K2 = GLy(0,), et dk, la restriction de dg, & ce sous-groupe.

L’algebre de Hecke sphérique H o de GLa(F,) est constituée des fonctions & support compact invariantes
A droite et & gauche par K2 ; la multiplication dans cette algebre est définie par le produit de convolution
relativement a la mesure dgx.

On note Ty = G, X Gy, le tore diagonal de GL3, Bs le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
supérieures et Ny le radical unipotent de By. On munit T5(F,) de la mesure de Haar du, qui attribue le
volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal T5(O,), et Na(F;) de la mesure de Haar dn, qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact N2(O,).
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On dispose du caractere modulaire

By Bo(Fy) = To(Fy) = d s o = (p1,pi2) = ’Z; = gy meelim),

x

L’isomorphisme de Satake
52102, < CIXFL X

associe a toute fonction sphérique h, € Hi ¢ le polynome symétrique S2(h;) en les variables XljEl et X2il
défini par la formule

— Uz (M1 —Vg (2 1/2
S2(hs) :/ dpg - X7 ° () X5 (ha) 'PB/Q (Ha) - /N " )dnm +ha(pe a) -
— 2 T

x=(p1,12)

On note TQ = C* x C* le tore complexe dual de T5.

Pour tout élément A = (A1, A2) de T, on note
V72 GLy(F,) = C

I'unique fonction
e invariante & droite par K2 = GLy(O,),
e invariante & gauche par No(Fy),

o telle que, pour tout élément p, = (u1, u2) € To(Fy), on ait
V2 (ta) = ol () - Ay 4 g 02

Enfin, on note
‘Pi,A : GLo(F,) — C

la fonction invariante & droite et & gauche par K2 = GLy(O,) définie par la formule
Fa@) = [ ke V2 g2). Vou € GLa(Fy).
K2

Les fonctions Vx% 5 et goi y Vérifient les propriétés suivantes, qui justifient leur construction :

Théoreme V.7. -
(i) Pour tout élément A = (A, \p) € Tp = C* x C*, on a

VxQ.,A * Py = Sg(@z)O‘) : V:r2,)\7 Vi, € Hi,@ .
(i) Pour tout élément X\ = (A1, \a) € Tb, @i)\ est lunique fonction
K2\GLy(F,)/K} — C
telle que

i 90925’)\ * Py = Po ¥ Sﬁi,)\ = Si(‘ﬁx)()\) : 803;,)\7 Vi € Hfﬁ,@’
hd 903»\(1) =1
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(iii) Pour tout élément g, € GLo(Fy), la fonction

Ty, =C*xC* — C
A=A, 0) = 92 (00)

est une fonction polynomiale symétrique de /\fl et )éd.

(iv) Munissons le tore réel compact
ImTy = U(1) x U(1) € C* x C* =T

de la mesure symétrique de Plancherel

1 [ 1-% 1- 42
d\ = 2-[1_ b | -dh - dh
qx A2 qx M1

2 A A '
(17 Qw§\2) <17 qm§\1>

(ot d\1 et do désignent la mesure invariante de volume 1 sur le cercle unité U(1) C C*).

Alors on a pour toute fonction sphérique p, € wa

¢ (9x) :/1 ; dX - S2(02)(A) - @2 A (9a) s Vo € GLa(Fy).

Remarque. Les parties (ii), (iii) et (iv) de ce théoreme sont le cas particulier du théoreme IV.3 qui correspond
a G = GL,. Elles apportent dans ce cas deux précisions supplémentaires : la construction explicite des
fonctions propres @i’ \ & partir des fonctions VI% » et la forme explicite de la mesure de Plancherel dA sur

Im TQ. O

Passons maintenant aux fonctions sur GLa(F,) qui sont invariantes & droite et & gauche par K2 et se
prolongent en des fonctions localement constantes & support compact sur Ma(F;).

On a:

Théoréme V.8. —

(i) Les fonctions

qui

e sont invariantes a droite et  gauche par K2 = GLy(O,),
e se prolongent par continuité en une fonction localement constante d support compact sur My (Fy),

sont exactement les fonctions de la forme

02\ (92)

2 -1 p()\lv)\Q)
9o = Pap(9e) = [det(gs)l; / dX- - _
’ a=ourem s (1=A e ) (1=l )

associées auz polynomes symétriques p € (C[Xlil, XQﬂ]62,
(ii) La fonction Wy, 0,y caractéristique de Ma(O,) n'est autre que la fonction <p3.71 associée au polynéme
p=1.
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(iii) Sip € (C[Xfﬂ,X;l]gz est un polynome symétrique et @, € Hi g est une fonction sphérique a support
compact sur GLy(F,) dont la transformée de Satake S2(,) € C[XEY, XF)S2 est écrite sous la forme

S2(¢a) = polq; ' X1,¢;, " X2),

on a
2 _ 2 _ 2
Pup * Po = Pa* Py p = Pz pp, -

(Il
On déduit des propriétés (ii) et (iii) de ce théoreme :
Corollaire V.9. — Soit un polynome symétrique p € (C[Xlil,XQﬂ]%.
Si @, € Hi,(z) est la fonction sphérique a support compact sur GLa(F,) telle que
Sg((pw) = p(qm_lea Q;1X2) 3
on a pour toute matrice m, € Ma(F,) la formule
(Pi,p(mm) = / dgw ) %Oz(gw) ) IIMZ(OI) (g;l ma:) :
GLy(F,)
En particulier, on a
¢2.5(0) :/ dgy - ¢ (9:) = pla; /4, %) .
GL2(F3)
([l

Si 7, est la représentation sphérique irréductible unitaire qui correspond a un élément A = (A1, A2) de
ImT, =U(1) x U(1), on a
1

Lx('ﬂm q;1/2) = — — 5
(1= Mg /(1= Xz ’?)

v 1
Lm(ﬁxvq;1/2) = )
-2 - At V)

Ez(ﬂ—a:a ¢w7q;1/2) = ()‘1 )\Q)N’% .

De plus, la fonction 2  : GLo(F,) — C est un “coefficient matriciel” de la représentation m, et la

fonction g, — @2 \(*g; ") nest autre que 2 ,_,.
On déduit donc du théoreme V.4 :

Lemme V.10. — Pour tout élément A = (A1, \2) € ImTy = U(1) x U(1), la distribution sur My(F,) définie
par la fonction
mg = [det(my)[5 - @7 \(ma)

admet pour 1, -transformée de Fourier le produit de la distribution définie par la fonction
mi, = | det(mf)[; - @2y (m))

et de la constante
LA )= At e )

1=XaH0=-2e?

(A )\2)NW . (
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On déduit de ce lemme :
Corollaire V.11. — Soit un polynéme symétrique p € (C[Xlil, XQil]GZ.
Alors la fonction localement constante & support compact sur Ma(F)
2
(p(lf,p
admet pour . -transformée de Fourier la fonction
2
QD:v,p’
associée au polynome symétrique

P (X1, Xa) = (X1 Xo) Mo - p(X7H, X571

4 Construction de noyaux locaux

Commencgons par rappeler la définition des fonctions de Whittaker. Leur construction générale sur
GL,(F;) a été donnée dans la définition IT1.11 mais elle peut étre rendue plus explicite encore sur GLo(F;).

Supposons d’abord que le caractére local ¥, : F, — C* est régulier c’est-a-dire a pour conducteur
Ny, = 0.

Si A = (A1, A2) est un élément de Im Ty = U(1) x U(1), la fonction de Whittaker
W2 : GLy(F,) — C

associe a tout élihent g, € GLo(F,), écrit sous la forme d’Iwasawa
(1 wu w0
=0 1) (4 )

R ) ED DI VPVy

2
M ny+ng=vy (11 u2)
vg (p1)2ny,mg v (k)

I’expression

Si le caractere 1, n’est pas régulier, on 1’écrit sous la forme

VYo(ag) = ¢;(7;1 agz), ag € Fy,

ol v, € F) est un élément de valuation v, (y;) = Ny, si bien que 9
régulier, et on définit la fonction de Whittaker

!/

'+ Fy — C est un caractere additif

W2 : GLy(F,) — C

par la formule

W, 210 w ({1 0 B

Cette définition ne dépend pas du choix de I'élément v, € F* de valuation Ny, .
Les fonctions de Whittaker Wj j\/” ne dépendent pas de l'ordre des deux composantes de A = (A1, Aa).

Comme cas particulier de la proposition I11.12, elles vérifient les propriétés suivantes, qui les caractérisent :
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Elles sont invariantes & droite par K2 = GLa(O,).

Pour tout élément ¢, de l'algebre de Hecke sphérique Hi g on a

Wf&pl * Py = S’i((pz)()\) : W:??;\pl :

Pour tous éléments u € F, et g, € GLy(F,), on a

1 u _
Was" ((0 1) 'g“> = (w) ™ WS (g2)

Pour tout élément v, € F* de valuation v;(7;) = Ny, , on a
271% 737 0 —
wi (5 3) =

P2 = GL2 (C) — GLQ ((C)

Notons

la représentation “standard” de GLy(C), ¢’est-a-dire son automorphisme identique.

Dans ce cas particulier, la construction générale des noyaux locaux du transfert non ramifié — donnée
dans la définition IV.4 — devient :

Définition V.12. — On appelle “noyaux locaux du transfert par ps” les fonctions
KP2¥s . GLy(F,) x GLy(F,) — C

Z,Px

définies par des intégrales de la forme

Kr2be(g, ') = / AN 20) W ()
mTs

pour un polynéme symétrique p, € C[X' XSz, O

Pour tout polynéme symétrique p, € C[Xit, XF']%2, la fonction K£2%s est invariante & droite par
GLs(0,) x GLa(O,).

Si ¢, est un élément de 1'algebre de Hecke sphérique Hi gs on a

p5(pz) = 0

et, en notant S2(p,) = p,

P2,V — KP2:Ya — P2V
K@wpm *1 Pr = Kw,pz *2 P = Kw,pzp :

Enfin, comme d\ est la mesure de Plancherel sur Im T 5, on a pour tout élément A de Im Ty

/GL iy 02\ (92) - K250 (90, 9') = pa(N) - W2 (9), V' € GLy(Fy).
2 Fa:
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5 Echange par transformation de Fourier

Nous allons démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme V.13. — En une place x € |F|, considérons un polynéme symétrique
Dz € C[Xlil>X§tl]62 )
un caractére multiplicatif unitaire (éventuellement ramifié)
w:Ff —C*

et trois éléments

91,92,9" € GLy(Fy).
Alors :
(i) Les deux fonctions sur GLa(Fy)

_ _ _ _ 0
ma = foms) = ldet(m)) - dettma)ls - [ dpest) K250 (a7 st (1) o)
FX

v /() = et ) - el )| [ deo() - K2 (g;1~m;-gz,<‘f }J)-(g‘ ‘j)-g’)
FX

se prolongent par continuité en des fonctions localement constantes a support compact sur Mo(Fy).

/

") est la Yy -transformée de Fourier de la fonction my — f(my).

(ii) La fonction m/, — f'(m
(iii) Lorsque le caractére additif 1, est régulier, que le caractére multiplicatif w est non ramifié, que p, = 1 et
que les trois éléments g1, g2, 9" sont dans GLa(O,), les fonctions f et [’ sont toutes deux égales a la fonction
caractéristique My, 0,)-

Démonstration. D’aprés la propriété de variance des transformées de Fourier de la proposition V.2(ii), il
suffit de prouver le théoreme lorsque g; = g2 = 1, ce que nous supposerons.

La démonstration repose sur le cas particulier des rangs 1 et 2 du théoréeme d’équation fonctionnelle
locale des fonctions L de paires :

Théoreme V.14. (Jacquet, Langlands) — Pour tout élément ¢’ € GLa(F,) et tout caractére multiplicatif
unitaire w : F)* — C*, on a :
(i) L’intégrale

Im T2 — C

0
A= (A A) = dp - w(p) - Wy ((g 1) -g’)

est partout bien définie et de la forme

Puw.g’ (A1, A2) st w est ramifié,

pw,g’(>\la)\2)
(1—2uM q{l/z)(l — Zw A2 qgl/z)

si w est non ramifié et z,, désigne sa valeur propre,

0U Dy g €St un polyndme symétrique, élément de (C[Xlil,XQﬂ]G?
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(ii) De méme, l’intégrale
Im7, — C
- . w2l (O LY (e 0N
s = L ()6 )
est partout bien définie et de la forme

Pl.gr (M1, A2) siw est ramifié,

Pl (A1, A2)
(1—2" M\ e - 2010 )

si w est mon ramifié,

ot p;, . est un polynome symétrique, élément de (C[Xlil,XQﬂ]GQ.

(iii) Les polynémes p, g et pZJ’g, sont liés par la relation suivante, dite “équation fonctionnelle locale”,
Pl g (X1, X2) = puog (X1, X2) - €(w, 9, X145 /)71 €(w, e, Xo gz /) 7!
ol E(w,z/;w,qul/Q) est un monome en X, égal
(2w X)N”’w

si le caractére w est non ramifié.

(iv) Lorsque le caractére v, est régulier, que le caractére w est non ramifié et que g’ est élément de GLo(O,),
les deux polyndomes p,, 4 et p;,g, sont égauz a 1. O

Suite de la démonstration du théoréme V.13. Traitons d’abord le cas ou le caractére unitaire
w:Ff —C*
est non ramifié.

Avec les notations des énoncés des théoremes V.13 et V.14, on a :

flme) = w(det(mg))™" - | det(my)|;!

— Puw,g’ A >>\
3 Cdhpa(V) @R g (A1, %o)
A=(A1,A2)€ImTs

(1 —2uM q;1/2)(1 — Zw A2 q{l/z)
(pz ' pw,g/)()‘lv )‘2)

(I—2zuM q{l/z)(l — Zw A2 q;1/2)

= \det(mr)|;1 / dX - Soi, (ATlzgt A_lz_l)(mm) .
A=(A1,A2)E€ImTy J(AL T za Ay 20

Comme la mesure de Plancherel d\ sur Im T = U (1) x U(1) est invariante par Paction diagonale du groupe
U(1) ainsi que par l'involution de passage & I'inverse, on obtient encore :

_ (s * Pw g’)(zfl)\l_lazfl >\2_1) 2
f(m)=|det(mz)|w1~/ dx- ) M A )
v rmGuagem®s (L= ATl Y- At V) T

De méme, on a :

fl(ml,) = w(det(m},))-|det(m},)[;"
Pl (A1, A2)
' dX - pa(N) - @2 (M) - —r -
/A—(Al,/\z)eImTZ ’ (1- z;l)\flqw 1/2)(1 — leAgqu 1/2)
(P = P, 40 ) (A1, A2)
et )| [ I 02 e (1) Py .
A=(A1,A2)E€ImTy sz re) (1— 25"\ " 1/2)(1 — 20\ s 1/2)

RS A [ D SR
|det(m;)|;1-/ dA - v Ziwfl)/g : 1 —21)/2
A=(A1,\2)E€ImTs (I=X"g "Y1 =X"qz ")

'@i,x(m;)
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Or, d’apres I’équation fonctionnelle locale du théoréme V.14(iii), on a la relation
Py (25 M, 25 A2) = Pugr (251 A1, 25T A2) - (M Ag) ™o

Le théoreme V.8(i) implique que les fonctions f et f’ sont localement constantes & support compact sur
M5 (Fy), et le corollaire V.11 implique que f’ est la v,-transformée de Fourier de la fonction f.

Si w est non ramifié comme ci-dessus, 1, est régulier, ¢’ est élément de GL3(O,) et p, =1, on a

Pz Pw,g’ = 1

et

Pz p/w,g’ = ]'
si bien que, d’apres le théoreme V.8(ii), les fonctions f et f’ sont égales a la fonction caractéristique My, (0,)
de M(O,) dans My (Fy).

Il reste a traiter le cas ou le caractere unitaire w est ramifié.

Dans ce cas, on peut écrire :
fm) = wldet(m)) " |det(ma)|;* - [ AN e () )
A=(A1,A2)€ImT,
= W(det(mm))_l : \det(mz)|;1 : / AN (Prpug ) (N) ‘pi (ATt A*l)(mz)
A=(A1,A2)EImT, oL 2
= w(det(my,))"" | det(m,)]; ! / AN (P P )AL AT - 03 ()
A=(A1,02)EImT,

De méme, on peut écrire :
flimy) = w(det(my)) - |det(m})[; / AN pa(N) A (mg) - Dl g (V)
A=(A1,22)€Im Ty

= w(det(ml)) - | det(ml,)];" - / A (e pug) (V)
A=(A1,)2)€ImTy

: €<wa "/jwa AL q;1/2)—1 . E(wv ’(Z}:m A2 q;l/Q)—l : Lpi,/\(m;)

Ainsi, f et f’ sont des fonctions localement constantes & support compact sur GLy(F},) et, a fortiori, sur
My (F,).

Pour tout élément A = (A1, A2) de Im 75 = U(1) x U(1), la fonction

Mg — api’)\(ﬂ”%)

est un “coefficient matriciel” de la représentation sphérique irréductible unitaire 7, de GLy(F),) qui corres-
pond au caractere A\ de I'algebre (C[Xlil, ijﬂ]GZ = Hi ¢+ Donc la fonction

2 ot -1 2
Mg — <pa:,/\( My ) = wz,)\*l(mw)
est un coefficient matriciel de la représentation contragrédiente m,,, et la fonction

mg — w(det(mg)) "t - Opa-1(mz)

est un coefficient matriciel de la représentation ramifiée Mo ® w(det(e))~ 1.
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Or on a
L, (7rw®w(det( ))_ q_l/z) 1,

L, (7, @ w(det(e)), g, 1/2) 1,
et

Ew(']\-‘/—w®w(det(.>) 71/}263 _1/2) = ( _lawz7>\1 ! _1/2) ( 71/Jwa)\2 1Q;1/2)
= &(w, %,)\1 q71/2) ez (w, %,/\2 q71/2)

D’apres le théoréme V.4, la distribution sur Ms(F,) définie par la fonction
mg — | det(mg)|; " - w(det(ms)) ™ - 93 s (mo)
admet pour v, -transformée de Fourier la distribution définie par la fonction
mly = |det(mf)[7 " - w(det(ml,)) - 3 \(mf,) - e(w, de, Mgz /)T - e(w, by Ao g P

11 en résulte comme annoncé que f’ est la v),-transformée de Fourier de la fonction f.

Cela termine la démonstration du théoréme V.13. O

6 Calcul des termes de bord
Rappelons que pour tout élément A\ = (A1, A2) de TQ, nous avons noté
V2, GLy(F,) —C
I'unique fonction invariante a droite par K2 = GL2(O,) et invariante & gauche par No(F}) telle que
VEa(e) = o, () - A0 050y = G, aa) € To(Fy) = FY < B

On note aussi
W2 GLy(F,) — C

la fonction définie par la formule

-1 1 0 _
Wjﬁ(gm)vjA«”B 1)~gm>vjk<<o 7$>'gz>'(A1>\2) Noa

ol v, désigne n’importe quel élément de F de valuation v, () = Ny, . Comme VT2 A W2 ") est invariante a
droite par GL2(O,,) et invariante & gauche par No(F,). Elle coincide avec Vﬁ 5 Si ¥, est régulier et en differe

par une translation a gauche si Ny, # 0.
BoP — M1 0
2 u

{0y

pugr s BoP(F) — qf

D’autre part, notons

le sous-groupe de Borel opposé de Bs,

son radical unipotent et

le caractére modulaire associé. Les caractéres pger et p5! coincident sur le tore diagonal To(F,) = F)X X Fr.
2 B3 T T
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Pour tout élément A = (A1, \2) de Ty, = C* x CX, soit
V2P GLy(F,) — C
'unique fonction invariante & droite par K2 = GL2(O,) et invariante a gauche par Ny¥(F) telle que

VISP (1) = oo (1) - A0 05702 g = (o) € To(Fr)

On a
V2P(g2) = Vs ('gr ), Vga € GLa(Fy).

Nous pouvons maintenant introduire de nouveaux noyaux locaux, qui s’avereront des formes de dégénérescences
des noyaux locaux K£2%+ de la définition V.12 :

Définition V.15. — Soit p, € C[XE', X)®2 un polynome symétrique.
(i) On note
KFr20: GLy(F,) x GLo(F,) x GLy(F,) — C

TPz

la fonction définie par la formule intégrale

d\; - d\ .
K£22(g1,92.9) :/ ) e (V) V(1) - VISP (9) - WEN(G)
A=(A1de)elmTy=U()xU(1) 1 —qz " - 5L

ot d\1 et dhg désignent la mesure invariante de volume 1 sur le cercle unité U(1).
(ii) On note
KP2%0 . GLy(F,) x GLy(F,) — C

1:7p473

la fonction définie par la formule intégrale

1/2 (9/) .

Z,De (Mg 7 Aqx )

KPz,OO(g’g/) _ /( )d/\l 'pm()\l qi/2,>\1 q;1/2) . )\iz(det(g)) . W2,() 0
U1

. 2,0
Remarque. Toutes les fonctions g’ — W=~ | /2. 12
z,(A1gz" ", A1qz 77)

v, (det(g’)) mais ce n’est pas le cas des fonctions ¢’ — WQ’(O)\ _
T,(A1qz

intégrale de définition des noyaux K 5?1;20. O

(¢') se factorisent & travers ’homomorphisme ¢’ —

VPRV (¢’) qui apparaissent dans la formule
A1z

Les fonctions K£%° sont invariantes a droite par GLa(O;) x GL2(0,) x GL2(O,). Elles sont invariantes
a gauche par
Ny (F,) x N3P(Fy) x Nao(Fy)

ainsi que par le noyau de I’homomorphisme
TQ(Fz) X TZ(FI) X TQ(Fz) — TQ(FI)

-1
(1, po, p) = g po
Enfin, on a pour toute fonction sphérique ¢, € wa
sz’o *3 Qg = sz,() *9 Py = sz,O *1 90;/’

TP Z,Px Z,Px

ce qui justifie de considérer aussi les K 52];9 comme des noyaux locaux du transfert non ramifié par ps.
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Pour tout A\; € C*, la fonction

g )\v£ (det(g))
n’est autre que
()02 = 2 — 2
(Alq 1/2 ;:/2) I ()\1q1/2 )\lq 1/2) z ()\1q1/2 Alq 1/2) .

Les fonctions
K222 GLy(Fy) x GLa(F,) — C

sont invariantes a droite par
GLQ(OQJ) X GLQ(O;E)

et invariantes a gauche par
SLQ( ) X NQ (F )

Leurs restrictions a
GLQ(FZ) X TQ(Fw)

s’écrivent

(gv (m 0>>H / A pe O a0 g7 2) AT O g0 O g ).
0 o U(1)

Enfin, on a pour toute fonction sphérique ¢, € Hi 0

p2,00 — Jcp2,00
K.Lpz *2 Pr = K.LpI *1 Px

ce qui justifie de considérer aussi les K7 ”2’ O comme des noyaux locaux du transfert non ramifié par ps.

Nous pouvons maintenant compléter 1 énoncé du théoreme V.13 par le calcul suivant des termes de bord :

Théoréme V.16. — En une place x € |F|, considérons un polynéme symétrique
Pz € CIX{, X512,

un caractere multiplicatif unitaire
w:F —C*
et trois éléments g1, 92,9 € GLa(Fy).

Soient f et f' les deuzx fonctions localement constantes & support compact sur My(F,) définies sur
GLy(F,) par les formules intégrales du théoréme V.13

flome) = et )) et [ et K252 (o mi o (1) ')

po) = er(mi) - Jdee() - [tz (o emion (0 0)-(5)) o)
Alors :

i) Si le caractére w est ramifié, les fonctions et f' s’annulent en les matrices de M2 Fm ui ne sont pas
) q p
inversibles.

(ii) Si le caractére w est non ramifié et my est une matrice de rang 1 de My(Fy), écrite sous la forme

0 0 _
my = "y - (0 1) ity avee v, € GLo(Fy),
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on a
_ —1 —1 02,0 w0 /
Flma) = w(det(r7 ) - | detr e [ i) - K250 (1 91,020, (1 0) o)
Fy
De méme, si m., est une matrice de rang 1 de My(F;), écrite sous la forme

mh =+t ((1) 8) vy avee vy,7h € GLa(Fy),

_ _ _ 0 1 0
Ftmt) = (et o) - den(ri g [ duewt) K252 (s (3 0) - (1))

x

(iii) Si le caractére w est non ramifié, on a

10 = [ et 5252 (o (5 7))

o= [ anewt g (st (V) (5 9) 9

(i) Si le caractére w est ramifié, il résulte des théorémes V.14(i)(ii) et V.7(iv) que les fonctions f et f’ sont
supportées par des parties compactes de Pouvert GLo(F,) de My (F;).

Démonstration.

Pour (ii) et (iii), examinons d’abord la dépendance par rapport au caractere local 9, de la fonction f
[resp. f'] et des expressions proposées dans ’énoncé du théoréme pour ses valeurs en les matrices de rang 1
ou 0.

Si on écrit le caractere v, sous la forme

/lz[}T(aT) :1/);5(7;1@7), afI: GF’I‘7
ol vy, est un élément de F* de valuation v, (y,) = Ny, et ¥, est un caractére régulier, remplacer v, par 9.,

_ R 12 1
équivaut a remplacer partout 1’élément ¢’ par (’gﬁ ?) - g’ [resp. par (0 ’3) -q'].
x
On peut donc supposer que v, est régulier.
Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme V.17. — Soient w : F) — C* un caractére unitaire, g’ un élément de GL2(F,) et u un élément de
F,.
(i) Comme fonction de X = (A1, A2) € Im T, la différence des deux intégrales

0 1 u 0
s () )4) e ()
- e w(p) - Woy 0 1 o 1)°9 Fx poew(p) - W' 0o 1)9
5 ([0 1 0 1 0
[resp. /F ) duw(u)-wf;;‘“((l 0)(6‘ 1)(u 1)-9’)

ez (-2 0)0)
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est un polynéme élément de C[Xit, X192,
(ii) Pour tous éléments g1, g2 € GLa2(Fy), la différence

W -1 ¢, -1 p 0 1 u
/F dp - w(p) - K750 <91 Cmg - go, <0 1>-<0 1)-9’)

S 0
= dpw(p) - K23 <91 Potmpt g, (‘5 1) 'g’)
F1‘>,<

v 0 1 0y (1 0
. L P2 Lo (H : g
[resp. /FX dp-w(p) - K2%! (91 M * 92, (1 0) <0 1) (u 1) 9>

3 0 1 0
_ . . P2 -1 7. (M L q
est une fonction de my [resp. m!, ] a support compact dans GLa(Fy).

Démonstration du lemme.

(i) Cette différence est égale a

/F dp - w(p) - [ (pu) — 1] - WY ((;5 (;) .g,)
[resp. /FX dp-w(p) - [ (™ u) — 1] - W2 ((tl) é) . <g (1)> .g/> s

Yr(pu) =1 si vy(pu) > Ny,
[resp. ¥.(p tu)=1 si v(u tu)> Ny, ]
D’autre part, la fonction de Whittaker

2,z p“ 0 A 5 2771)33 0 ]' . p“ O Al
W:r,)\ ((0 1) g) [resp. W:p,)\ ((1 0 o 1)9 ]

s’annule si v, (1) est assez petit [resp. assez grand] en fonction de I’élément fixé ¢'.

Or on a

Ne contribuent donc aux intégrales ci-dessus qu'un nombre fini de valuations possibles de p. D’ou le
résultat de (i).

(ii) est conséquence de (i) d’apres la définition des fonctions noyaux K£2¥+ et K. :’jf];fz et le théoreme V.7(iv).
O

Suite de la démonstration du théoréme V.16(ii)(iii). Examinons la dépendance par rapport a ¢’ €
GLy(F,) des valeurs de f [resp. f’] en les matrices de My (F,) de rang 1 ou 0 et des expressions proposées
pour ces valeurs dans les parties (ii) et (iii) du théoreme.

Toutes sont invariantes & droite par GL2(O,) = K2.

D’apreés le lemme V.17 ci-dessus, elles sont également invariantes a gauche par No(F,) = { (1 u) ‘ U € Fz}

[resp. par (2 é) No(Fy) - (? (1)) - {(i ?) ’u € Fw} = NP(F)).

Voyons comment sont modifiées les fonctions f et f' sur My(F,) lorsque ¢’ est remplacé par

/,1/1 0 ’ X
(0 M2) g avec pui,ps € F.
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Cela revient & remplacer le polynéme p, (X7, X3) par
Pae(X1, Xa) - (X1 Xo)=(2)

et & multiplier les fonctions obtenues par la constante

w_l (l“) v (M> .
H2 M1
Il résulte des définitions des fonctions Kgfl;g et KQ?I;SO que les différentes expressions proposées dans les

parties (ii) et (iii) du théoréeme se transforment de la méme fagon quand on remplace ¢’ par (%1 /? > g
2

On peut donc supposer que g’ = 1, ce que nous ferons désormais.

Examinons maintenant la dépendance par rapport au polynome p, € C[X fﬂ, XQﬂ}% et aux éléments
91,92 € GLa(F,) des fonctions f et f’ ainsi que des différentes expressions de (ii) et (iii).

Si @, € Hi p est une fonction sphérique & support compact sur GLa(F;) dont la transformée de Satake

est un polynome S2(¢,) = p € C[XF', XF1]S2 1a convolution & droite par ¢, en la variable gy équivaut au
remplacement du polynéme p, par p,p.

On peut donc supposer que p, = 1.

Comme le caractere v, est régulier, que le caractére w est non ramifié, que p, = 1 et que ¢’ = 1, on
obtient, d’apres le théoréme V.13(iii), les expressions suivantes pour les fonctions f et f :

f(mg) = w(det(g1g5 ")) - [ det(9195 e - Tnry(0,)(Cg1 - ma - fg5 ")

f'(my) = w(det(g1g5 ")) - |det (g1 " g2)le - Tara(0,) (91" - 1 - 92)

D’autre part, on a

00 -1 uw 0 _
,/me d/‘L : w(lu) : Kg?p_, (gl 92, <0 1) : gl) - -/F

x

= w(det(g1g5 ")) - | det(g195")a

-1
dp - w(p) - / dy - Ao e ) s
x v()

et de méme
(01 0 _ _
/FX dp - w(p) - K73 (91 L9, (1 0) : (g 1) -g’) = w(det(g1g5 ")) - [ det(g1 " g2)] -

Cela acheve la preuve de (iii).

Reste & terminer la preuve de (ii).

Supposons que m,, [resp. m/,] est écrit sous la forme

_t_OO_t—l /_/—1.10_/
My = M (0 1 V2 [resp. my =" 0 0 72]

Examinons la dépendance par rapport aux variables

91,92, 7191, V292 [resp. 91,92, ’Yi a1, ’7592]

de f(my) [resp. f/(m’)] et de I'expression proposée pour cette valeur dans la partie (ii) du théoréeme.
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Comme
det(v; ' y2) = det(g1 g5 ") - det((v191) " - (12 92))

[resp.  det(vi " 73) = det(g1 g5 ') - det((v] 91) ™" - (5.92)) ],

la dépendance par rapport aux variables g; et go existe uniquement a travers det(g; ! g2)-

Par rapport aux variables v; g1 et v2 g2 [resp. 7{ g1 et 75 g2], les deux cotés de 1'égalité & démontrer sont
invariants & droite par GL2(0,) x GL2(O,) et invariants & gauche par No(F,) x N3P (F,).

On peut donc supposer que

_(m 0 _(m2 O
7191_(0 ul) et 7292_(0 VQ)

’ N 25 0 ’ [ M2 0
[resp. 7191—<0 1/1) et 7292—(0 u2>]'

Dans cette situation, la fonction caractéristique

0 0 14 —
Tps,(0.) <t91 t% : (0 1) t% ! tgz 1)
1 1 0
[resp. Mz, (0,) <91 Pyt (0 0> % gz)]
| <vz <V1> > 0) [resp. 1 (vx (,@) > 0) ].
1] 125}

Pour conclure, il reste seulement & vérifier la formule suivante

d)\ d/\z 2 M1 0 2.0 125 0 2 1% 0
du-w(u)‘/ e L/ ( VP V2
~/FIX A=(A1,A2)eUW)xU) 1 — gz _— 2 A0 m A 0 v A0 1

= |N1V1N2 Vy |m W(N1V1M2 V2 ( ( ) )
dA1 - dXs

[resp. du w(p / —_—
A=(re)eU(xu) 1 — gzt %

i () (5 0)- v (@ 0)-(609)

= |pvipy vy ot w(p gyt ) - <Uz (T) > 0) J-
1

s’écrit simplement

Or on a
Vian </1L)1 2) = (g EATT) O (g2 ag Tyt

0 1] z

(s -

v () = A (g gty

et
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mw.vﬁ<c 3-@ %)zwyﬁﬁ“ml

Le produit de ces trois termes est égal a

(qglv/2)\1)_Uw(ﬂl)"rvw(ﬂz)-‘rvm(ﬂ) . (q;1/2)\2)_vz(’/1)+vm(’/2) . (q;l)”’(”)
[resp. (qglt/2)\1)fvw(m)+vw(m) . (q;1/2)\2)7vw(V1)+vw(Vz)+vx(u) .qgw(u) ].

En intégrant par la mesure

dX1 - dA
— 2 swe U(1) x U(1),
1— L2
4z b%
on obtient la fonction de u qui vaut
0 si v(11) < vg(12) [resp. vy (1) > vg(p2)]

et sinon
;W Mg (p) = va (v py vy )

resp.  ¢2" ") W(vy (1) = vo(pavr py 'vy 1)) ).

En intégrant par la mesure
dp-w(p) sur F),

on obtient
1 -1 - 1 -
I (vx (1/2> > 0) “|pav Ho 1V2 1‘37 w(pv Ho 1’/2 1)

[resp. T (vgJ <Z?> > 0) Npavn py oy o w(pav s trg t) .

C’est ce que 'on voulait. O

7 Construction de noyaux globaux

Considérons une famille p = (p;)ze 7| de polynomes symétriques p, € CIXT, X192, telle que p, = 1
en presque toute place.

En chaque place x € |F|, nous avons introduit le noyau local
Kgfz;g’w i GLao(Fy) x GLo(F,) — C
(9.9) = SR HORTNOR USSR
Nous avons également introduit les noyaux locaux de bord

sz’o : GLQ(F:E) X GLQ(Fm) X GLQ(Fx) — C

z7pﬂ?
( ) Ay - dAy
91,92, 9 A= A2) 1— q»[l A
€ImTH=U(1)x U (1) ’ A1

pe(N) - V2L (g1) - VISP (g2) - W2N()
et

— v (det (¢ 2.0
(9:9) = /U<1) dAs - po(ay* Mgy PA) AW L

(49"
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En faisant le produit sur toutes les places = € |F|, on peut définir des fonctions globales

Kp2%: GLo(A) x GLa(A) — C
(9.9) — [ K% (9,9)

z€|F|
ainsi que
K£2’O : GLQ(A) X GLQ(A) X GLQ(A) — C
(91,92,9) — I E&%2(91.92.9")
z€|F|
et

K£2’OO : GLQ(A) X GLQ(A) C

.
(9.9) — ][] K2%9.9).
z€|F|

On déduit des théorémes V.13 et V.16 combinés avec la formule de Poisson pour le réseau Ms(F') de
MQ(A) :

Théoréme V.18. — Soit p = (ps)ze|r| une famille de polynomes symétriques p, € (C[Xlil,chl]GQ, telle
que p, = 1 en presque toute place.

i) Pour tous éléments g1, ge, g € GLa(A), la somme
91,92, 9

_ 6 0
K (gr92,9) = Y, > K (911792, (0 1)-9’)

FEGLa(F) §eFx

+ > > KPP g1,7292.9)

71€B2(F)\GL2(F) 42€NSP(F)\GLx(F)

+ > K297y g2,9)
'YGSLQ(F)\GLQ(F)

est égale a la somme

£ sl )6 ) )

YEGL2(F) d€FX

0 1
+ > > K> (vlglngz, (1 0)-9’)

Y1 €B2(F)\GL2(F) ~y2€N;P (F)\GL2(F)
_ 0 1
,00 1
+ Z K£2 (gl Y 92, (1 0) gl> .
~Y€ESLy (F)\GL2(F)

(ii) La fonction
K;;z : GLQ(A) X GLQ(A) X GLQ(A) — C
(91,92,9") — Kf*(91,92,9")
est un noyau global du transfert non ramifié par l’automorphisme identité

p2 : GLy(C) — GLy(C),

au sens de la définition 11.18.

En particulier, elle est invariante d gauche par
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GLQ(F) X GLQ(F) X GLQ(F) .

Ce théoreme est complété par la proposition suivante :

Proposition V.19. — Lorsque p = (pz).e|r| décrit I'ensemble des familles de polynomes symétriques p, €
(C[Xlil, Xgﬂ]62 égaux a 1 en presque toute place x € |F|, les fonctions

K;;z : GLQ(A) X GLQ(A) X GLQ(A) — C

constituent un ensemble complet de noyaux globaux du transfert non ramifi€ par ps, au sens de la définition
11.19. |

84



Chapitre VI :

Noyaux du transfert automorphe
par la représentation standard de SLy(C)

1 Fonctions sur les groupes locaux PGLy(F,), GLy(F,) et SLo(F,)

Dans ce paragraphe, on travaille en une place x € |F|.

On munit GLy(F,), PGLo(F,) et SLy(F,) des mesures de Haar, toutes notées dg,, qui attribuent le
volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux GL2(O,), PGL2(0,) et SLy(O,).

On dispose des suites exactes
1 — F)} — GLa(F,) — PGLy(F,) — 1,

1 — {£1} — SLy(Fy) — PGLy(Fy) — 1,

si bien que 'on peut identifier les fonctions sur PGLy(F;) aux fonctions sur GLo(F,) qui sont invariantes
par son centre F¢, ou encore aux fonctions sur SLg(Fw) qui sont invariantes par son centre {il}.

On note H2 et Hg les algebres de Hecke de GLy(F) et PGLa(F;), puis H2 ; et Hz o les sous-algebres de
Hecke sphériques des fonctions invariantes & droite et & gauche par GL2(O,,).

L’intégration sur le centre F,* de GLa(F})

hy = hy = (g H/ dwhm(ug))
FX

x

définit un homomorphisme d’algebres i
Py HZ — H2

qui envoie H2 ; dans H;w.
La restriction )
2 5
Pz Hep — Heyp

n’est autre que ’homomorphisme induit par le plongement standard
p3 : SL2(C) — GL2(C)
du dual P/CEQ = SLy(C) de PGL2 dans le dual C/}EQ = GL2(C) de GLs.
Rappelons que nous avons noté T = G,,, X G, le tore maximal de GLg, Bs et Bs" ses sous-groupes de

Borel constitués des matrices triangulaires supérieures et inférieures, No et N3P les radicaux unipotents de
BQ et ng.
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On note Ts = G;,,\T» le tore maximal de PGLo, Bs et ng ses sous-groupes de Borel G,,,\ Bz et G,,\ B3,
N5 = Ny et N = N, leurs radicaux unipotents.

On dispose des caractéres modulaires
pB, = Py : Ba(Fy) — Bs(Fy) — ¢

et

x

PBSP = PBZP ByP(Fy) — ng(Fm) — ¢
puis des isomorphismes de Satake
S2iH2, = CIX{, XF'S:
oo f e X700 D2 [y halpa)
po=(p1,12)ET2(Fz) Na(Fy)
et - B
S2 . Hiw = C[X,X1)®:

hy +— dfiy .X—vx(u1)+uz(u2)p113/22(um) . / dng - hy(tz ng) -
pa=(p1,p2) EFS\T2 (Fz) Na(Fz)

Via les isomorphismes de Satake, ’homomorphisme
* 2 2
P35 - Hm,@ - Hz,@

s’écrit simplement
CIX!, X371 — C[X, X712,

pz(XlaXQ) = px(X7X71) .

Rappelons que nous avons noté T, = C* x C* le tore complexe dual de T5. Soit encore
Ts = {(A1,X2) € C* x CX | M\jAg =1}

le tore dual de T5 = G,,,\(G,, x G,,) identifié & un sous-tore de Ty.

Pour tout élément A\ = (A1, A2) de TQ, les fonctions associées définies au paragraphe V.3
V2t No(Fp)\GLa(F,)/GL2(0,) — C,

@3 » : GL2(04)\GL2(F,)/GL2(0;) — C,

sont invariantes par le centre F;* de GLa(F}) si et seulement si A est élément du sous-tore TQ
Si A est un élément de TQ et Py € Hi@ une fonction sphérique & support compact sur PGLy(F,) =
FX\GLy(F;), on a i
Vasg,)\ * Py = S2(Pa) () - V:EQ,,\
et ~
P32 * P = P x 0oy = S2(@a)(N) - 02y

Nous avons rappelé dans le théoreme V.7(iv) que toute fonction sphérique ¢, € Hi ¢ admet la représentation
intégrale

g (-2)(-8)
= . . qT . 2 ! . 2 . 2
wz(0) = e dXy - d)s 2 (1 M ) (1 _ X ) Sa(pz)(N) cpac,)\(.) :
Im Tr=U(1)x U (1) qz 2 Qo A1




En notant Im75 = {A = (A, A2) € ImTy = U(1) x U(1) | MA2 = 1}, on en déduit que toute fonction
sphérique ¢, € Hi ¢ admet la représentation intégrale

I+ 1-A)0-NY)

ORI () (1) CHERIEE N

9z qx

Pour tout élément A = (A1, \2) de T, = C* x C*, le centre F) de GLo(F,) agit sur la fonction de
Whittaker du paragraphe V.4
W2 : GLy(F,) — C

par le caractere 1 +— (A A2)U»(#) Ce caractere central est trivial si et seulement si A est élément du sous-tore
TQ de TQ.

Il en est exactement de méme des fonctions introduites au paragraphe V.6
WSt No(F)\GLe(Fy)/GLz(0,) — €

et
V2Pt N§P(F,)\GLa(F,) /GLa(0,) — C.

2 Noyaux locaux du transfert et termes de bord

Comme au paragraphe précédent dont nous allons utiliser les notations et les rappels, nous travaillons
en une place = € |F|.

Posons :

Définition VI.1. — On appelle noyauz locaux du transfert non ramifié par ps les fonctions
K720  PGLy(F,) x GLy(F,) — C
définies par des intégrales de la forme

5 I+ 1-MA)1-X2
K (0.9) = [ Cany e EEIOEA) ) g2 ) wWE )
A=(A1,A2=A] ") EIm T} (1 — 4) (1 — #)

qx qz

pour un polynéme symétrique p, € C[X, X 1]%2, O
Le lemme suivant explicite le lien entre les noyaux locaux du transfert non ramifié par ps et par ps :

Lemme VI.2. - Soit p, un polynéme symétrique élément de C[Xit, XSz,
(i) Si p, désigne le polynome induit p,(X, X 1) € C[X, X ~1%2, on a pour tous éléments g,g" de GLa(F,)

Ps: Y A
K. (9.9) = /F dp - K252 (ng, g') -
(ii) Plus généralement, pour tout caractére unitaire non ramifié

w:FX = C g (2) W)

et pour tous éléments g,g" de GLo(Fy), lintégrale

K3 (9.9') = /F A w ™ () - K250 (ng, o)

x
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est égale a

T+ (1-A2)(1— A2
/ A ( A;)( j,z) Pa(Az0) 92 xe, (9) - WoRE (9).
A=(A1,A2=A] ")EIm T} (1 - 4) (1 — 17)

9z qz

Passons maintenant aux termes de bord :

Dans la définition V.15 du paragraphe V.6, nous avons introduit pour tout polyndéme symétrique p, €
C[XTE!, X192 les fonctions

sz, GLQ( )XGLQ( )XGLQ( ) (C,

Z,Pe
dA1 - dXa o
(91,9279/) = N T 1 A px(A) - Vz2,)ﬁ1(91) ) Vf,’)\p(gﬂ : WE,’S(QI)
A=A A2)elmTy=U)xU(1) 1 — gz - 52
et
K029 GLy(Fy) x GLy(F,) — C
/ ) 1/2 —1/2 Cyve(det(g)) | 1r72,0 /
(g,g ) — /U(l) M px(qw /\17% )\1) )\1 Wx (@ 1/2)\17(11/2)\1)(9 )
our tout polynome symétrique S ~*|¥2, introduisons maintenant les deux nouvelles fonctions
P polyno ymétrique p, € C[X, X 1]6,' dui i les d lles f i
[(pQ7 PGLQ( ) XPGLQ( ) XGLQ( )—>(C
1 -
(91.92.9') = AN (V) Vi (g1) - VIR (92) - W)
A=(A1,2=AT1)EImT; 1—gz AT
et

K;’f : PGLy(F,) x GLy(F,) — C

]. _— ~ —_ v €
(9,9") = 5 - [Belas™, @) W2 ija 12 (6) + Ba(—ar/?, = 2) - (Z1) O W20 e (6]

Le lemme suivant explicite le lien entre ces nouvelles fonctions et les précédentes :

Lemme VI.3. — Soit p, un polynéme symétrique élément de C[X' X%z,
(i) Si p, désigne le polynome induit p, (X, X 1) € C[X, X ~Y%2, on a pour tous éléments g1, g2, g’ de GLo(F,)

K£2p,$ 91,92,9 / d/.l/ Kp,zpi) 91, 4 92,9 / d/’L KP?:DS Hg1,92,9 )
et pour tous éléments g,qg" de GLa(F})
5,00
K% (9, 9) / dp - K220 (ng.g')
(ii) Plus généralement, pour tout caractére multiplicatif unitaire non ramifié

wiFX = C*, g (2)=W

et pour tous éléments g1, g, g,q9 de GLa(Fy), lintégrale

K0 o(9.92.9) = | dpew ™ (w) K220 (91,192, 9)
Fy

- / dp- () - K220 (g1, g2, 9')
FX
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est égale a

1
/ . A\ ——— pr(A2w) - Vf)\qul(g) : V;}?fu (92) - Wj:gzw 4,
A=(A1,A2=A7 ) eImT L—qs A} AT R

et lintégrale

K 0.9) = [ dnew™ () K250,

x

est égale a

1 1/2 1/2 d 2,0
5 [Pe(a/?2l P L) WY s e, (9)
, . 2,0
bope(a 2, —a ) () W ()]
ot z, désigne une racine carrée de z,. ]

3 Noyaux globaux du transfert non ramifié par la représentation
standard de SL;(C)

Considérons une famille p = (p,)ze|r| de polynomes symétriques p, € C[X, X ~1182 presque tous égaux
al.

En formant le produit sur toutes les places = € |F'| des noyaux locaux introduits au paragraphe précédent,
on définit une fonction

K2 PGLy(A) x GLy(A) — C
(979/) = H ngqu’r
z€|F|
ainsi que
K2 PGLy(A) x PGLa(A) x GLy(A) — C
5,0
(91.92,9) — [ K% (91.92.9)
z€|F|
et

K" . PGLy(A) x GLy(A) — C
(9.9) — T[] K2 (9.9
z€|F|

On déduit du théoréme V.18 :

Théoreme VI1.4. — Soit p = (pz)ze|r| une famille de polynomes symétriques p, € CIX, X71)®2, presque
tous égaux a 1.

Alors :
(i) Pour tous éléments g1,g2 € PGL2(A) et ¢’ € GLa(A), la somme

i o [ 5§ 0
K3 (91,92,9") = >y Kg”’(gl ' g2, (0 1)-9’)

YEPGLy(F) S€FX

+ Z Z Kgi’o(’n 91,7292, 9)

Y1€B5(F)\PGL2(F) ~2€N3”(F)\PGL2(F)

1 5,00, —
+ 5 > K2 (97" v 92, 9)
YE({£1}\SL2(F))\PGL2(F)
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est égale a la somme

s Ee (el )69

YEPGLy(F) S€FX

5,0 0 1
+ > > K2 (71 91,72 92, (1 0) : g’)
(F)

11 EB5(F)\PGL2(F) v2€N5(F)\PGL2

1 5,00 [ _ 0 1
+ 3 > K2 (91 1792,(1 0) -g’)-
YE({£1}\SLa (F))\PGLs (F)

(ii) La fonction
Kg§ : PGL2(A) x PGLy(A) x GLe(A) — C
(9139279/) = ng(glag%g/)
est un noyau global du transfert non ramifié par la représentation standard

pPs5 - SLQ(C) — GLQ(C),

au sens de la définition 11.18.

En particulier, elle est invariante d gauche par
PGLy(F) x PGLy(F) x GLy(F).
a

Lorsque p = (Pg)ze|r| décrit I'ensemble des familles de polynomes symétriques p, € C[X, X 1Sz telles
que p, = 1 en presque toute place x € |F|, les fonctions

constituent un ensemble complet de noyaux globaux du transfert non ramifié par p5, au sens de la définition I1.19.

Plus généralement, considérons un caractere multiplicatif unitaire partout non ramifié
w: FX\AY — C*.
Sa composante locale en chaque place z € |F| est notée
Wyt FX = CX g — (20, )eBe)

Si p = (pe)ze|r| est une famille de polynoémes symétriques p, € (C[Xlﬂ, Xzil]GZ, presque tous égaux a 1,
on peut former le produit sur toutes les places x € |F| des fonctions introduites dans les lemmes VI.2(ii) et
VI1.3(ii). On définit ainsi une fonction

K. GL(A) x GLy(A) — C
(0.9) = [ K22e.(0.9)
z€|F|
ainsi que
K20 o GLy(A) x GLa(A) x GLa(A) C

-
(91,92,9) — [] E#2°..(91,92,9)
z€|F|

90



et
Kg?u’)oo : GLQ(A) X GLQ(A) C

.
(9.9) — I K2%..(9.9)-
z€|F|

On déduit encore du théoréme V.18 combiné avec les lemmes VI.2(ii) et VI.3(ii) :

Corollaire VI.5. — Considérons une famille p = (px).¢c|r| de polyndmes symétriques p, € (C[Xlil, XQil]GZ,
presque tous égaux a 1, et un caractére multiplicatif unitaire partout non ramifié

w: FX\AY — C*.

Alors, pour tous éléments g1,g2,9" de GLo(A), la somme

5 0
K22,(91,92,9") = > > KR ( ' g2, (0 1)-9')

~vEPGLy(F) S€FX

+ Z Z sz (71917729279)
1 EB;(F)\PGL2(F) ~v2€N”(F)\PGL2(F)
1 —

t 3 > K22 (97 ' v 92.9)

YE€({£11\SL2 (F))\PGL2 (F)
est €gale a la somme

i 0 1\ (6 0
SN ke (91 v 92, (1 0) : (0 1) -g’)

YEPGLy(F) S€FX

0 1
+ Z Z Kp2p (’71 91,72 92, (1 0) '9’)

Y1 E€B5(F)\PGL(F) 42 €N (F)\PGLa(F)
1

0 1
+ 5 : Z KP2 00 (gl 7927 (1 0) 9/> .
YE({£1\SL2 (F)\PGL2 (F)

En particulier, la fonction
Kg?w : GLQ(A) X GLQ(A) X GLQ(A) — C
(91,92:9") +— Kp2,(91,92.9')

est invariante a gauche par
GLQ(F) X GLQ(F) X GLQ(F) .

O

4 Généralisation aux représentations standard de groupes réductifs
dont le rang semi-simple est égal a 1

Dans ce paragraphe, nous considérons un groupe réductif connexe et déployé G sur F' tel que
e le quotient G/Z¢ de G par son centre Zg est isomorphe & PGLoy
e le groupe dérivé G du dual de Langlands G de G est isomorphe & SLy(C).
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L’image réciproque par la projection G — G/Zg = PGLs du tore maximal T5 = G,,\T> de PGLy =
G \GL2 est un tore maximal 7' de G. De méme, les images réciproques des sous-groupes de Borel B; =
G \Bz et BS® = G,,\By" de PGLy sont des sous-groupes de Borel de G, que 1'on notera B et B°P. Leurs

radicaux unipotents Np et N2” se projettent isomorphiquement sur N5 et N3

On note 7' le tore maximal de G dont lintersection avec Gder = SL2(C) est égale au tore maximal

Ty = {(3 A(ﬂl) e (CX} de SLs(C).

Le groupe de Weyl &g = & compte deux éléments. On notera ici og son unique élément non trivial.

On consideére enfin un homomorphisme de transfert
p: G — GLy(C)
dont la restriction & G4 2 ST, (C) est égale a la représentation standard
p3 : SLy(C) — GLy(C).

Ainsi, p est irréductible et envoie le tore maximal 7' de G dans le tore maximal Th = C* x C* de GLy(C).
Les composantes .
p1,p2: T — C*

de 'homomorphisme induit pp : T — T sont deux caractéres distincts de 7. Ils sont échangés par I'action
de I’élément og € Gg.

En toute place x € |F|, on note
on B(E) — o

le caractere modulaire associé au sous-groupe de Borel B de G, et
ord, : T(F;) — X7 = X
I'unique homomorphisme tel que, pour tout caractere x : T' — G,,, on ait

(ordy (pz), x) = va(X (), Viz € T(Fy).

L’isomorphisme de Satake pour 'algebre de Hecke sphérique qu) de G en la place x s’écrit

~

S¢: HE, = C[T)e,

hy — T2\ / dpig - ordg (pg)(A) ~p113/2(pz) . / dng - hy(pzng) | -
T(Fy) Np(F:)

Pour tout élément A € T, il existe une unique fonction sphérique
i G (0:)\G(F2) /G, (0s) — C

telle que
o 0\ on=pr xSy =855 (pa)N) - 0S5, Voo € HE,
° cpg/\(l) =1.
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Pour tout g, € G(Fy), la fonction
— C
= Spg)\(gw)

> M

est un polynéme symétrique élément de C[177¢.

On note d\ la mesure de Plancherel du tore réel compact Im 7T relative & G. Elle est caractérisée par la
propriété que, pour toute fonction ¢, € Hf@, on a

prla) = [ dx-SEe0N) - 9Eal0r). Vou € GIF).
Construisons maintenant des noyaux locaux pour le transfert de G vers GLs par ’homomorphisme
p: G — GLy(C).

En toute place x € |F| et pour tout polynéme symétrique p, € C[T]7¢, on note

KSpv : G, (02)\G(Fy) /G, (Oy) x GLa(F,)/GLa(0,) — C

x7p.’£

la fonction

(9:9") = - X\ -pe(N) - 90 (9) - W24 (9)-

Pour tout élément A € T, on introduit encore la fonction
VS, : Np(F\G(F2)/Gr, (0.) — C

x

[resp. V5P - NP (Fo)\G(F,) /G, (0;) — C]
telle que, pour tout élément p, € T'(Fy),

VE, (112) = pif* (1) - ordy (1) (A)

resp. V5P (1) = ppt (1) - orda (1) (V) .

On peut alors associer & tout polynéme symétrique p, € C[T]7¢ la fonction

KSP0: G(F,)/Gr,(0;) x G(Fy)/Gr, (0y) x GLy(F,)/GL2(0,) — C

1 G,o »
(9179279/) = N dO A 1 2(N\) : px(A) : V;CG,)\*l(gl) : Vz,),\ p(QZ) ! Wj’ET()\) (g/)
ey

ou dg A désigne la mesure invariante de volume 1 sur le tore réel compact Im 7.

Enfin, notons
KG:p00 . G(F:)/GF,(0z) x GLa(F,)/GL2(0,) — C

x?p(l?

la fonction

/ p(A-det,) - VO 20 /
.90 iz, "0 Pa(A-dete) - Valvaew (9 W, () a2 pannay 9

ou :

e Z; désigne le centre de G', cest-a-dire le sous-tore de 7" défini par I'équation p; = po,
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e dyo A désigne ici la mesure invariante de volume 1 sur le groupe réel commutatif compact Im Z composé
des éléments A € Z tels que

IX(M)] =1, Vxe€ Xz, =Hom(Z,,C*),

1/2 R R
o det, désigne I'élément (qzo 2/2> de SLy(C) = G, vu comme un élément de 7.

x

En faisant le produit sur toutes les places = € |F|, on peut maintenant définir des fonctions globales
associées aux familles p = (pz).¢|r| de polynémes symétriques p, € C[T]7¢ presque tous égaux a 1.
On introduit donc la fonction globale
Kf’p’w : G(A) xGLy(A) — C
(9.9) — ][] KS¢v=(9.9)

z€|F|
ainsi que
Kfvf’vo : G(A) x G(A) x GLy(A) — C
(91,929 — ][I K&¢%91,92.9")
z€|F|
et

Km0 G(A)x GLy(A) — C
(9.9) — ][] KS .9
z€|F|
En intégrant contre tous les caractéres automorphes partout non ramifiés et unitaires
w: Zg(F)\Zg(A) — C*,

appliquant le corollaire VI.5 et sommant sur tous les w, on obtient :

Théoréme VI.6. — Comme ci-dessus, soit G un groupe réductif conneze et déployé sur F' tel que
o le quotient G/Zg de G par son centre Zg est isomorphe a PGLg,
e le groupe dérivé GI* du dual de Langlands G de G est isomorphe d SLy(C).

Soit aussi un homomorphisme de transfert
p: G — GLy(C)
dont la restriction & Gder =~ SLo(C) est égale a la représentation standard
p5 : SLa(C) — GL2(C).

Soit enfin p = (pz)ze|r| une famille de polynémes symétriques p, € C[T ]"G telle que p, = 1 en presque
toute place z € |F)|.

Alors :
(i) Pour tous éléments g1,g2 € G(A) et ¢’ € GLa(A), la somme

_ 0 0
K$P(91,92,9) = >, Y, KG’“"(QH’VQQ, (0 1)~g’>

YEG(F) deFX*

+ > > K501 91,72 92, 9')

Y1EB(F\G(F) 72N (F)\G(F)

1
+ : > K797y g2, 9')
# Ker (SLa(F) — G(F)) ~ECoker(SLa (F)—G(F))
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est égale a

i 0 1) (5 0
S Kgev <911’792a (1 0>~<0 1)-9’)

YEG(F) SeFX

0 1
+ > > Ky (%91,7292, (1 0)-9’)

MEB(F)\G(F) 2N (F)\G(F)

1 G.p,00 [ —1 0 1\
T ¥ Rer SL(F) = G(F) 2 By <91 19 (1 0) g)'

y€Coker(SLy (F)—G(F))

(ii) La fonction
KPG’p i G(A) x G(A) x GLg(A) — C
(9179%9/) = Kg:’p(glag%g/)

est un noyau global du transfert non ramifié par I’homomorphisme
p: G — GLy(C),

au sens de la définition 11.18.

En particulier, elle est invariante a gauche par

G(F) x G(F) x GLy(F).

Remarque. Lorsque p = (p;).¢r| décrit 'ensemble des familles de polynomes symétriques p, € (C[T]"G
presque tous égaux a 1, les fonctions Kf P constituent un ensemble complet de noyaux globaux du transfert
non ramifié par p, au sens de la définition I1.19. |
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Chapitre VII :

Termes complémentaires
pour la construction de noyaux du transfert

1 Homomorphismes de transfert minimaux
Si G est un groupe réductif connexe sur F' et p un homomorphisme de transfert
G xTp — GL,.(C),

on notera ®, C X; = X l'ensemble fini des caractéres du tore maximal T de G qui apparaissent dans

I’action de T sur l'espace V = C".

Posons la définition suivante :

Définition VII.1. — Soit G un groupe réductif connexe sur F.
On suppose que G est quasi-déployé sur F.
Un homomorphisme de transfert R
p:GxT'p— GL.(C)
est dit “minimal” s’il satisfait les deux conditions suivantes :

e Pour tout caractére du tore mazimal T de G qui est élément de ®,, le sous-espace propre de V- = C" qui
lui est associé est de dimension 1.

e Le produit
GGF X FF

du groupe de Weyl F-rationnel de G (égal au sous-groupe du groupe de Weyl absolu Sg composé des éléments
fizés par Uaction de T'r) et du groupe de Galois T'rp de F agit transitivement sur l’ensemble fini ®@,,.

Remarques.
e Tout homomorphisme de transfert minimal p : G x T'p — GL,.(C) est irréductible.

o Lorsque p est un homomorphisme de transfert “minimal”, le cardinal de I’ensemble fini ®, est égal au rang
r de p. Remplacer p par une représentation conjuguée qui envoie 7' dans le tore maximal 7. = (C*)" de
GL,(C) équivaut a numéroter les éléments de @,

(I)P = {P17P2,~~;P7’}

et a choisir un vecteur de base dans chaque sous-espace propre V,,, de V = C" associé¢ a un p;, 1 <¢ <. [J

Voici des exemples d’homomorphismes de transfert minimaux :
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e Si G = GL,, la représentation standard
pr =1d : GL,.(C) — GL,(C)

et ses puissances extérieures A®p,., 1 < s < r, sont “minimales”.
e Si G =GL,, x--- x GL,,, le produit tensoriel

GL,,(C) x --- x GL;,(C) — GL,...»,.(C)

est “minimal”.
¢ Si G = Resg,r GL, est le groupe déduit d’un groupe linéaire GL, par restriction des scalaires a la Weil
d’une extension séparable E de F' de degré d, 'homomorphisme d’induction automorphe

é X FF — GLTd((C)

est “minimal”.
e Si GG est déployé et semi-simple de type adjoint sur F', si bien que G est semi-simple et simplement connexe,

toute représentation R
p:G— GL,.(C)

dont le plus haut poids est indécomposable (c’est-a-dire ne s’écrit pas comme une somme non triviale de
poids dominants) est minimale.

Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la suite de ce chapitre, étudions le cas ou le groupe réductif
connexe G est déployé sur F et ou p est une simple représentation de G sans partie galoisienne

p:G — GL,.(C).

Dans ce cas, dire que p est “minimal” signifie que ®, compte r éléments distincts sur lesquels le groupe de
Weyl 6 = G agit transitivement.

Par définition, toute racine o € @ est un caractere
a:T — G,
et il lui correspond un caractere du tore dual
T —Cx.

. . v
On note Ty, et T, les composantes neutres des noyaux des caractéres « et a. Ce sont des sous-tores de T’
et T de codimension 1.

On note encore G et Go, les centralisateurs de T, et T, dans G et G. Ce sont des sous- groupes de Levi
de G et G (et donc des groupes réductifs connexes) qui contiennent les tores maximaux 7' et T.

Les groupes dérivés GI°* et G‘O{er de G, et G, sont des groupes semi-simples de rang 1, donc isomorphes
a SLy ou PGLs.

En tant qu’élément de X% = X [resp. de Xé = X¢|, la coracine o [resp. a] est I'unique homomorphisme
% G — Gl
[resp. a: C* — Gder |
tel que

T=T, (Ima) et {(a,d)=2
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[resp. T =T, (Ima) et (Xy,a> =2].
Enfin, les groupes finis ¢, = N¢,(T)/Zc,(T) et 65 = Ng_ (T)/ZGQ (T') agissent de maniére non
triviale sur T/T,, = G, et T/Ta ~ C*. La réflexion

O'a:O'(\)/tGGGZGG

est définie comme I'image dans Gg = &4 de I'unique élément non trivial de &g, ou Sq. -

On sait que
v
UQ(X):X—<X,OZ>'O[7 VXEXT:X%/a
v
oy (p) =p— (o) a, YpeXp=Xi.

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition VII.2. — Soit G un groupe réductif connexe et déployé sur F.

Soit p : G— GL,.(C) un homomorphisme de transfert sans partie galoisienne, que l’on suppose “minimal”
au sens de la définition précédente.

Soient une racine o € ®g et deux caractéres distincts p1, ps : T — Cx , €léments de ®,, qui sont échangés
P, P P

par la réflezion oo = ay.

Alors :

(i) Le caractére quotient p1/p2 T — C* est égal d la coracine &: T — CX ou a son inverse.

(ii) Le groupe quotient G, /Ty est isomorphe ¢ PGLa, si bien que T, est le centre de G,

(iii) Le groupe dérivé GI* est isomorphe d SLa(C).

(iv) L’action du sous-groupe G, de G stabilise le sous-espace V,, ,, de V- = C" qui est la somme directe des

deuz espaces propres V), et V,, associés aux deuxr éléments p1 et po de @,.

Et laction de G = SLy(C) sur V,, ,, est isomorphe & la représentation standard p; : SLa(C) <

GLs(C).

Remarque. Comme G, s’identifie au dual de Langlands du groupe réductif connexe déployé G, on peut
appliquer a G, et & ’homomorphisme induit par p

Pa 't éa - AUt(VPth) = GL2(C)

les constructions du théoreme VI.6.

Pour toute racine a € ®¢ et toute paire d’éléments distincts p1, p2 € ®, échangés par la réflexion o,, on
dispose ainsi de noyaux globaux du transfert automorphe sans ramification de G, & GLg via I’homomorphisme
Po induit par p.

Mais ce n’est pas suffisant pour construire des noyaux du transfert automorphe par p de G a GL,.... O

Démonstration de la proposition. Il existe un unique homomorphisme
SLy(C) — Gder

dont le composé avec
C* — SLy(C)

A0
e (6 an)

envoie C* dans 7' et se confond avec la coracine

a:C*=T.
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Le composé
SLy(C) — G4 — G, — G - GL,(C)

définit une action de SLa(C) sur V = C".
) de SLQ(C)

o , . . 14 0 1
La réflexion o, = oy n'est autre que la conjugaison par I'image de ’élément (1 0

Par hypothese, o, échange les deux caracteres distincts p; et p2. La représentation
SLo(C) — GL,.(C)
est donc non triviale.

L’homomorphisme
SLy(C) — Gder
est surjectif et on a nécessairement
Go =T Gl = T, . G
Décomposons l'espace V = C” comme une somme de représentations irréductibles sous I'action de 7'. Par
hypothese, il existe une seule telle décomposition. Elle s’écrit

V= @ Vi
ned,
ou V,, désigne I'espace propre, de dimension 1, associé a chaque caractere u € ®,,.

Puis décomposons V sous l'action du produit semi-direct T % {1,04,}. La décomposition reste unique.
Elle s’écrit

V= @ Vil @ @ (Vm ® Vuz)
neEPp {u1,n2}
oa(p)=p H1:p2€Pp
wi1Fp2=0a (1)
L’un des facteurs de cette décomposition est V), ,, =V, @®V,,.
Enfin, décomposons V sous 'action de G, = T -Gger =T, Gger, et notons V' I'unique facteur irréductible
de la décomposition obtenue qui contient V), ,,.
Le tore T}, est central dans G, donc il agit sur V' par un caractere.

On en déduit que V’ est une représentation irréductible de G‘gf’r ou, ce qui revient au méme, de SLy(C).
11 existe un entier k¥ > 1 tel que V' muni de I’action de SLy(C) soit isomorphe & la puissance symétrique
Sym”*(C?).
A0

Alors I'action du tore maximal C* = { <O A1

) } de SLy(C) sur V' fait apparaitre tous les caractéres

Br i A= AF Rk e 40,1, k),

chacun avec la multiplicité 1.

L’action du tore 7" sur V fait donc apparaitre des caracteres
ww T —C*, ke {0,1,...,k},

tous avec la multiplicité 1, tels que les quotients pys /o soient triviaux sur T., et soient égaux a O/ /Bp sur
le tore maximal C* de SLy(C). Autrement dit, utilisant la notation additive dans le réseau X = X% des

caracteres de T, on a
i =po+k &, 0<k <k.
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Or on sait d’apres la théorie générale des représentations des groupes réductifs que, pour tout choix d’un
sous-groupe de Borel B de G contenant T, la représentation irréductible p de G admet un “plus haut poids” :
c’est un élément p de @, tel que

p>p, Ve €d,.

Comme le groupe de Weyl &g = & agit transitivement sur ®, par hypothese, on peut supposer que Ba
été choisi de telle fagon que p1 = pg + & soit le “plus haut poids” de la représentation irréductible p. 11 doit
vérifier a la fois py > po et p1 > pg = po + k- a.

Cela impose k = 1, ce qui entraine les assertions (i) et (iv) de la proposition.

Cela entraine aussi que ’homomorphisme composé

SLy(C) — Gdr — & 2 GL,(C)
est injectif, si bien que X
SLy(C) — Gder

est un isomorphisme. C’est 1'assertion (iii) de la proposition.

Elle implique que %-a n’est pas élément du réseau X(\é = X¢ et donc que le quotient G, /T, est isomorphe
a PGLy. C’est lassertion (ii) qui restait & prouver. O

2 Paires admissibles et variétés toriques affines complexes
associées
Dans ce paragraphe, nous considérons un groupe réductif connexe G sur le corps de fonctions F' ainsi

qu’un homomorphisme de transfert R
p:GxTr— GL.(C).

On peut choisir une extension finie galoisienne E de F' contenue dans Fj telle que p se factorise en
é X FE/F — GLT((C) .

D’autre part, quitte & remplacer p par son conjugué par un élément de GL,(C), on peut supposer qu’il
envoie le tore maximal T' de G dans le tore diagonal T, = (C*)" de GL,(C). Alors p induit un homomorphisme
de tores composé de r caracteres

pT:<p1a"'apT):T_)((C><)r'

Soit (eq,...,e,) une base de V.= C" telle que, pour tout indice ¢ € {1,...,r}, le tore maximal T de G
agit sur le vecteur e; par le caractére p;.

Pour tout rang s € {1,...,r}, Pespace A*V admet pour base la famille des vecteurs
es =e€j Nejyp N o Neg,

indexés par les parties S = {i; < iy < --- < is} de {1,2,...,7} de cardinal s. On note {S}% I’ensemble de
ces parties et (€§)se(syr la base duale de (es)se(syr-

Pour tout rang s € {1,...,r} et toute partie S € {S}%, le tore T agit sur le vecteur eg par le caractere
pS:HpZ—:T—NCX.
=r

A titre heuristique, considérons maintenant une partition

r={r,r+ry...,r+-+r=r} C{1,2,...,7}
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de I'entier r et une filtration

Ve = (0 - erl - ‘/;“1+7“2 -G V’"1+"‘+7‘k = V)

=

de l'espace V' = C" par des sous-espaces V; de dimension s, s € r.

Pour tout rang s € r, A*V; est une droite vectorielle plongée dans A*V. On peut lui associer la partie
non vide

Bs € {5}
composée des sous-ensembles S C {1,...,r} de cardinal s tels que la forme linéaire de coordonnée d’indice
S
eg NV - C

ne soit pas nulle sur la droite A*Vj.

Alors le fixateur de la filtration (V,) dans le tore 7' est le sous-tore (pas nécessairement connexe) défini
par les équations
psr =psr, VS.,8"ep,, Vser.

On remarque qu’il existe seulement un nombre fini de possibilités pour les partitions r de I'entier 7 et les
familles de parties non vides 85 C {S}%, s € r, et donc pour les sous-tores de T' définis par de telles familles
d’équations.

Ces considérations ameénent a poser la définition suivante :

Définition VII.3. — Considérons une paire (r,3) constituée de :

o une partition de l'entier v, notée comme une partie v = {ry,m1 +ro,...,r1 + -+ 1, =1} de Uintervalle
{1,2,...,r} qui contient r,

o une famille 8 = (Bs)ser composée, pour chaque indice s € r, d’une partie non vide 35 de l’ensemble {S}%.

On notera Qf’p la variété torique dont le tore est un quotient de

T % 1_[((:X =T x HSpec (C[XEY)

SET ser

et qui est définie comme le spectre de ’algeébre du monoide CTT’BP engendré par les caractéres

Xs'pS7 ser, Seﬂs-

Remarque. L’ensemble {S}! compte exactement un élément, l'intervalle {1,2,...,7}, si bien que, pour
toute paire (r, 3) comme dans la définition ci-dessus, on a
Br = {S}: .
O

Par définition, Qf; est un sous-schéma fermé de 'espace affine produit
Crp =[] ]I Spec(ClXs)).
sEr Sefs
D’apres la théorie générale des variétés toriques, QTT[_’; est réunion d’un nombre fini d’orbites localement
fermées. -
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Chaque orbite possede un unique “point base” : il est défini par la propriété que tous les caracteres du

tore 7' x (C*)~ qui induisent des fonctions rationnelles sur Qz’p bien définies au voisinage de cette orbite
prennent en ce point les valeurs 0 ou 1.

Ainsi, pour qu'un point de Qfﬂp soit le point base d’une orbite, il faut et il suffit que toutes les coordonnées

de son image dans C, g valent 0 ou 1.

Lemme VIL.4. - Soit (r, 5) une paire comme ci-dessus.
Alors :

(i) Le point base de l'unique orbite ouverte (dense) de la variété torique QTTﬁp est le point 1, g de C, g dont
toutes les coordonnées valent 1. -

(ii) Le fizateur de ce point 1,5 est le sous-tore T} 5 de
T x [[C* =T x ][ Spec (CIX5))
sEr SET

défini par les équations
Xs-ps=1, Vser, VSegis.

1l se projette isomorphiquement sur le sous-tore Tﬁ de T défini par les équations

psr = Ps, vsefa vslvsneﬁS'

iii) L’unique orbite fermée de la variété torique affine QL0 consiste en le point O, g de C, 5 dont toutes les
r,B 7,8 T3
coordonnées valent 0.

Son fizateur est le tore T x (C*)E tout entier.

Remarque. Il résulte de (i) et (ii) que QTT[? est une variété torique de tore

(% (C)) /Ty 5.

On peut également noter 1, 3 le point de la variété affine sur C
C, = HAS Cr = H H Spec (C[Xg])
se€r s€r Se{S}r

dont les coordonnées valent
XS:1 si Seﬁ878€£7
Xs=0 si Se{S},—f,,ser.

Posons :

Définition VIL.5. -

(i) Une paire (r, ) comme ci-dessus est dite “admissible” si le point 1, 3 de C, est élément de la variété
torique définie comme l’adhérence schématique de l’image de ’homomorphisme

(C)" x (C)-—C,

(()‘17 sy )\T)a (ﬂfs)s@) = (.135 . H /\z>

icS
se{s}r

s
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(ii) Etant donné un homomorphisme de transfert
p:Gx I'g/r — GL,(C)

qui envoie T dans TT = (C*)", une paire (r,[) comme ci-dessus est dite “pré-p-admissible” si elle est
“admissible” au sens de (1) et si :

e L’action du groupe de Galois U'g/p sur T préserve chaque ensemble de caractéres
{ps: T —C*|Sep}, ser.

e La codimension du sous-tore ng de T x (C*)T est égale au cardinal # 0 = > # Bs.

sET
Pour toute paire pré-p-admissible (r, 3), I'action de I'/ respecte le monoide de caracteres
CLﬁp C XT X X(Cx)z

qui définit la variété torique Qfﬁp Celle-ci est donc munie d’une action du groupe de Galois I'gp.

3 Variétés toriques affines locales et leurs duales

Dans ce paragraphe, on travaille en une place x € |F| telle que

e le groupe réductif G, est quasi-déployé sur F},

e l'extension finie galoisienne E de F' est non ramifiée en x.

En une telle place z, le groupe réductif Gp, est donc non ramifié sur F,, de méme que ’homomorphisme
de transfert X

p:GxTp— GL.(C).
On rappelle qu’en une telle place x sans ramification on a noté :
e 0, I'image dans le groupe fini I'g/r de I’élément de Frobenius en x,

o G le groupe de Weyl F-rationnel de G'f,, identifié au sous-groupe de & constitué des éléments fixés
par o,

° Tg le tore complexe défini comme le conoyau de ’homomorphisme

T,

T —
A= oy (A) AT
e AY le réseau des caractéres complexes
T4 — ¢~
x )

identifié au sous-réseau de X; = X, constitué des caractéres complexes
T — C*
fixés par 'action de o, sur 7'

Considérons maintenant une paire pré-p-admissible (r, 3) au sens de la définition VII.5.

La variété torique complexe affine QTTBP a été définie au paragraphe précédent comme le spectre de
I’algebre d’un certain monoide B

T,
CL; C XT X X(CX)£
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stabilisé par 'action de I'g/ et, a fortiori, par celle de I'’élément o,.

Définition VIL6. — Soit = € |F| une place ot G et p: G x I'g/r — GL.(C) sont non ramifiés.
(i) Pour toute paire pré-p-admissible (r,[3), on note

T,
Cz#ii C:f\; X )(CCX)L

le monoide constitué des éléments de C?bp qui sont fixés par laction de o,.. Autrement dit, c’est lintersection
du monoide Cg’ﬁp et du réseau A x X(cxyr dans Xj X X(cx)e.
(ii) Puis on note

Tdp

T,8,%
la variété torique complexe affine, de tore quotient de

T =< []c~,
ser

rd
qui est définie comme le spectre de l’algébre du monoide CTT‘”BZ ]

Ad R
Le plongement de ’algebre de CTT %Z dans celle de CZ”) définit un morphisme de variétés affines complexes

T,p Tdp
QLﬁ - QLBJ:

qui est équivariant pour I'action du tore

T x H Cc*.
ser
N d
Le point 1, g de QTTﬁp s’envoie sur un point de Qf’”ﬁ‘; que nous noterons de la méme facon : c’est le point
P

d
Zmﬁl; Son fixateur est le sous-tore 7} 5
de T4 x ] C* qui est I'image de T, 3 par I’homomorphisme surjectif

ser

base de 'unique orbite ouverte (dense) de la variété torique affine

T x [ — ¢ x [[ "

sEr sEr

Il n’est pas nécessairement connexe. Il se projette isomorphiquement sur son image dans Tg, qui n’est autre
que I'image Tdyx de T3 par ’homomorphisme surjectif

T —T¢

T -

Rappelons maintenant que, en la place sans ramification z € |F|, nous avons noté T, un tore F,-rationnel
et maximal de G, , et T¢ le plus grand sous-tore de T}, déployé sur F.

Comme le groupe réductif local G, est quasi-déployé sur F,, on peut identifier X7, & Xg et X7, a X .
Le réseau AY = XY, des cocaracteres du tore déployé maximal T s’identifie au sous-réseau de Xy, = X4
constitué des élémeilts fixés par I'action de o,. Le réseau A, dual de AY = X¥d s’identifie au réseau XT,g
des caracteres ‘
T = G,, .

x
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Posons encore :

Définition VIL.7. — Comme dans la définition précédente, considérons une place x € |F| sans ramification
et une paire pré-p-admissible (r,3).
(i) Notons
T,
Cﬂ,ﬁ,g C AI X XG%L
~d
le monoide saturé défini comme le dual du monoide CTT’ﬁi :

T, 14,
Cuh={x A x Xgr [ {(x,) >0, YueC,.5h

Ce monoide engendre le réseau N, x Xgr. tout entier.

(ii) Notons
Ti.p
.0,

la variété torique affine normale sur F,, de tore
d
T¢ x Gy, ,
qui est définie comme le spectre de l’algébre du monoide

Td.d
CE,B,% C Am X XG,,LR .
On note wy g, le point base de son unique orbite fermée, et T;,i’ﬁ’z le sous-tore de T4 x Gy, fivateur de
ce point base. O

.. T p . . g T p
Le monoide CTﬁJ engendre le réseau A, X Xgr tout entier parce que la variété torique affine QLB@

contient un point, I'image de O, g, qui est fixé par le tore T;f x (C*)T tout entier.
d d
La variété torique ng@’; est normale parce que le monoide Cg’”ﬁg est saturé.

Le sous-tore Tfl’ 5. de T4 x G, fixateur du point base w,. g, de I'unique orbite fermée, est connexe. Il
est défini par les équations

X(pz) =1

ol x décrit I'ensemble des caracteres, éléments de A, x Xgr , qui vérifient

7,
() =0, VuelC.nh.

En ce sens, il est 'orthogonal de 'image Tﬁd 5, du tore T, par Phomomorphisme surjectif

TXH(CXHfoH(CX.

ser SET

4 Résidus aux bords pour les noyaux locaux du transfert
Comme dans les deux paragraphes précédents, on considére un homomorphisme de transfert
p: é X FE/F — GLT((C)

qui envoie le tore maximal 7' de G dans le tore diagonal T, de GL,.(C) et induit donc un homomorphisme

pT:<p1a"'apT):T_)TT:(CX)T~
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On travaille comme dans le précédent paragraphe en une place € |F| ou le groupe réductif G est non
ramifié et I’extension finie galoisienne F de F' est non ramifiée.

Le groupe réductif local G, posseéde une paire de Borel (T}, B,,) rationnelle sur F, et le tore maximal
T, devient déployé sur ’extension non ramifiée E, = F ®p F, de F.

La notation 7% désigne toujours le plus grand sous-tore déployé contenu dans 7T}.. Son dual T;f est le tore
complexe défini comme le conoyau de I’lhomomorphisme

- T
= op(\) - AL

> =

Comme rappelé dans le théoreme 1.14(ii) du paragraphe 1.4, nous disposons de la complétion F,-
rationnelle Qg, du groupe réductif G, quasi-déployé sur F,. C’est un schéma lisse sur F,, muni d’une
action & droite de T x G, x G, et qui contient comme ouvert dense

(T x Gr,) /(T3 N Zay,) -
Il est muni d’un morphisme équivariant et lisse
Qagp, — Agy,

vers la variété torique affine

de tore T2 /(T N Zg, ).

D’autre part, si (r, 3) est une paire pré-p-admissible, nous avons construit au paragraphe précédent une
variété torique affine normale sur F
T, p
T,8,%
d T
de tore Ty x Gm,.

Nous avons noté T'¢ 3.2 1€ sous-tore connexe de T, 4 x G, qui est le fixateur du point base w, s, de I'unique
. . Tdp
orbite fermée de QT%IL

Rappelons encore que, par la définition IV.4 du paragraphe IV.2, nous avons associé¢ a tout polynome
symétrique p, € C[AY]®¢ = C[T¢]®& un “noyau local du transfert par ’homomorphisme p”
K&rve . G (0,)\G(Fy)/GF,(Oy) x GL,(F,)/GL.(0,) — C

Z,Pa

défini par la formule intégrale
Kpv=(g,9') = /1 L pe(X=) -9 (9) - WL (d).

Dans cette formule, les différentes notations ont la signification suivante :

e Im Tg désigne le plus grand sous-tore réel compact du tore complexe Tg Il est défini par les équations

(M =1,

ot p1 déerit le réseau AY des caractéres T4 — C*.

e ¢, désigne 'ordre de I’élément de Frobenius o, dans le groupe fini '/ .
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e d)\° désigne la mesure sur Im Tg qui se déduit de la mesure de Plancherel d par le changement de variable
A= A\,
e Pour tout A € Tf, @ﬁ » désigne I'unique fonction sphérique

G, (0:)\G(F:)/GF,(0s) = C

telle que
S\ * 0w = pa x9Sy = ST (0a)N) - S 55 Vo € HSy,
‘Pix(l) =1.
® 7w = (Ppgs- s Plpg) T4 — T, = (C*)" est ’homomorphisme de tores dont le composé avec I’homo-

morphisme surjectif
T— 17

T

est égal a
A= pr(A-op(N)-...-0=71(N).

x

1

PR

.,€") est un élément de T, = (C*)" tel que

(e = o= () =1,

ec, = (e

PE () (N*) = pu(es - pra(N), Vpe € C[T,]S, YA€ T2,
e Pour tout élément X' de T}, = (C*)", la fonction de Whittaker W;ff est I'unique fonction
GL(Fy)/GL(0,) — C
telle que
W (ug') =) () - WIS (g'), Yu € No(Fy), Yo' € GLy(Fy),

WIS+ 0l = SH(eh) (V) - WIKE Ve, € Ly,

x

vl 0

W;fﬁ 0 =1 pour n’importe quel élément ~, € F* de valuation vy (v;) = Ny, .
Yo 0
0 0 1

Rappelons enfin que, par la définition III.13 du paragraphe IIL.4, nous avons associé a tout élément N
de T, = (C*)" une “fonction de Whittaker de type r”

WEY? : GL, (F,)/GL(0;) — C
qui vérifie les propriétés suivantes :

Wa%f\b,z (ug') = (u) - Wf;f},”” (¢"), Yu € N.(F,), Vg € GL.(F,),

r

WESE # gl = SH(gl)(N) - WES Vgl € HT

'y;_l 0O ... 0

Wa%:/"\/’/z 0 =1si Yz € wa et ’Um(,)/w) = Nd)m :
Yo O
0 0 1
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Par analogie avec la définition IV.4 du paragraphe IV.2 rappelée ci-dessus, il est naturel de poser la
définition suivante :

Définition VIL.8. — Pour toute partition r de l'entier r et tout polynome symétrique p, € C[T}l]@“& on note

)

K& - Gp, (0.)\G(F,)/Gp,(0;) x GLy(F,)/GL,(0,) — C

TP T

la fonction définie par la formule intégrale

(9.9') = A pa (A7) oG (9) WED (9.

- Ty€z PT,x
d ’ ’
ImTz

O

Tout comme Kg’:}f;’%, les fonctions K%f;}é’ sont compatibles avec I’lhomomorphisme de transfert local
induit par p
G
peMup = Hig

au sens que, pour toute fonction sphérique ¢/, € H?, g Ol &

KGpaitbe %o ‘P/z — KGpatba %1 p;(@;)

TP T Z,Px,T

Nous avons besoin de pouvoir considérer les fonctions sphériques sur G(F},) comme des fonctions sphériques
sur (T4 x G(Fy)) /(T4 N Zgy, ).

Pour cela, nous disposons du lemme suivant :

Lemme VII.9. —

(i) La restriction

P (0,0) = o (1,0

définit un isomorphisme de l’espace des fonctions
@ T;g/Tg(Om) x Gp, (0:)\G(Fy)/GF, (0z) — C
telles que

o la restriction g, — @ (e, gz) est a support compact dans G(Fy) pour tout élément u, € T2,
e la restriction py — @(fa, gz) est invariante par &F pour tout élément g, € G(Fy),
e pour tous éléments p, € TS, g, € G(Fy) et z, € TN ZGp,, ON G

P(20 pas 9o) = P(Has 20 Gz ) »

e pour toute fonction sphérique @, € HS(Z) dont la transformée de Satake SS(¢,) € C[AY]®G est vue
comme une fonction ¢, : T2/T4(0,) — C, on a

P k2 Pz = P *1 ¥,
sur l’espace des fonctions sphériques a support compact

¢ G, (0)\G(E,) /G, (0,) — C.
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(ii) L’isomorphisme réciproque, noté
p(0) = (e,0)

s’obtient en écrivant la décomposition spectrale de ¢
o) = [ ) 6850
Im T2
avec pp, = SG(p) € C[AY]%¢ = C[T]®¢E, et en posant

PGurnge) = [ AN pa) - (orda (). ) -5 ).

Ce lemme permet de considérer la fonction sphérique de deux variables

K& o Gp, (0.)\G(F,)/Gp,(0;) x GL(F,)/GL,(0,) — C

TPz ,T

comme une fonction sphérique de trois variables

KSplr (T4 x G(F,)) /(TN Zg,, ) x GL.(F,) — C.

TP T

Pour toute partie non vide S de {1,2,...,r}, nous avons noté
ps: T — C*
le caractere ps = [] pi.
€S
De méme, nous pouvons noter

S .md X
pT,z . T’E —-C
le caractere
s _ i
pT,x - H pT,z
ies
et 3 € C* le produit
S _ i
e
i€S

Introduisons encore de nouvelles fonctions qui vont nous servir a définir des résidus aux bords pour les
i G P d .
fonctions KS:%= sur T x G(F,) x GL,(Fy) :

Définition VII.10. — Pour toute paire pré-p-admissible (r,3), soit
orpat (X)) (0F) x T /TH(04) — C

la fonction sphérique (a support non compact) dont la transformée de Satake est la série formelle

1 1
#6¢, > 1111 1-X,-e8 0(p?,)

oEGE, sE€r SEf.
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La fonction sphérique
Prpa (FY)EX Ty —C

est invariante par I'action de &% sur T2

Il en est de méme, pour tout polynéme symétrique p, € (C[A;;/]Gg = (C[T g]eg, de la fonction sphérique

K&pvs . T4 5 G(F,) x GL,(F,) — C.

;P T

Cette fonction est également invariante par le sous-tore T N Z¢,, plongé dans T¢ x G(F,) par 'homomor-
phisme ji; = (pi, o5 ")
On peut définir un produit de convolution de ces deux fonctions :

Lemme VII.11. — La convolution par rapport a la variable commune i, € TS définit une fonction sphérique
Prpwto KSP0  (FY)E x T x G(F,) x GL,(F,) — C

invariante par laction du groupe de Weyl F,-rationnel G sur T et par le sous-tore T4 N Zay, plongé dans
T x G(F,). ]

Dans ce lemme apparait une fonction définie sur I’espace des points a valeurs dans F), de la variété produit
GE, x T? x G, x GL,.
L’oubli des deux derniéres variables définit une projection équivariante vers le tore
G, x Ty
que I'on peut identifier a ’orbite ouverte de la variété torique affine

TS p
.8, "

D’autre part, I’oubli de la premiere variable et de la derniere, suivi du passage au quotient par le tore
TiN Zg . » définit une projection équivariante vers le groupe

(T3 x Gr,)/(T7 N Zay,)
que 'on peut identifier & I'orbite ouverte dense du schéma
Qap, -
Enfin, ce schéma Q¢,,  est lui-méme muni d’un morphisme équivariant et lisse
e

r — Acp,

vers la variété torique affine lisse

de tore T9 /(T2 N Zg,, ).

On est amené a poser encore :

Définition VII.12. — Pour toute paire pré-p-admissible (r,3), on note

QT;’,p
T,B,T
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la variété torique affine sur F,, de tore
GE, x T?

qui est définie comme l’adhérence schématique de ce tore dans le produit

QTg»P

.8, X AGFI '
O
~ d
Le point base de toute orbite de la variété torique QTT%’; est nécessairement de la forme (w, 1y) ott w est

d
le point base d’une orbite de QKT%Z et ou, comme dans le paragraphe 1.4, 1y désigne le point base de 'orbite

de Ag, associée a une partie f de Ag, = Ag/os.

La variété
G-

m

x T? x G, x GL,

s’identifie & un ouvert dense du sous-schéma fermé de

T¢.p
Qzﬁ,m X Qap. X GL,

défini comme 'image réciproque du sous-schéma fermé
T,

d
NIz P T, .p
Q.50 = g X Acp, -

Nous pouvons maintenant prolonger aux bords la fonction ¢, g 4 *2 K f },‘;’}éz introduite dans le lemme VII.11:
Théoreme VIL.13. - Pour toute paire pré-p-admissible (1, 3) et tout polynéme symétrique p, € C[AY]®¢ =
C[T2)®¢, la fonction sphérique

Pr.p,x *¥2 Kg}:;’% : (sz )£ X de X G(F:L’) X GLT(FZ) —-C

se prolonge par continuité en une fonction sur le fermé de

d
2,5 % Qa,, x GL,(Fy)

qui est l'image réciproque du fermé
ATa.p
Qrﬂ,z(F x)

de [075° x A, |(Fy). O

T,

Nous nous intéressons particulierement aux restrictions de la fonction ¢, g, *2 Kf}i@fﬁiw au-dessus des
. sz . ~Tﬁ,p . N . I . ,
points bases de la variété torique Qz,ﬂ,z qui relevent le point base w, g, de I'unique orbite fermée de la

s T
variété torique affine QT”B";.
.0,

Rappelons que, d’apres le théoréme 1.14(iii) du paragraphe 1.4, la fibre du morphisme équivariant et lisse

Qap, — Ay, = H Al

QGAGFI =Ag /oy
au-dessus du point base 1 de Ag, associé a une partie f de Ag,. s’identifie au quotient

Mg . (Ng X ng>\(G X G)
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On peut prouver :

Théoréme VII.14. — Dans les conditions du théoréme précédent, considérons un point base (wy g4, lo) de

~ md
Qzlﬁ’; constitué du point base wy g, de
partie 0 de Ag, = Ag/o,.

Alors :

(i) La restriction de la fonction

QTfuP
T,8,%

G0 Y
Pr.p.a *2 Ko 0r

a la fibre de
d
[Q5° % Qa,, x GL,J(Fy)

.8,z

au-dessus du point base (wr g4, lg) peut étre vue comme une fonction

KZ090: G(Fy) x G(Fy) x GLn(Fy) — C.

(ii) Cette fonction Kf;ﬁ’%"e vérifie les propriétés suivantes :
e FElle est invariante & droite par Gg, (Oy) X Gp, (Og) x GL.(O,).
e FElle est invariante & gauche par [My - (Ng x NyP)|(Fy).

e Elle est 1, !-équivariante au sens que

G.p,%z,0

et d’un point base 1g de Ag,,_, nécessairement associé a une

K5 (g1 g2,ug’) = o () K05 (91,92,9') s V1,92 € G(Fy), Vo' € GLo(Fy), Vu € No(Fy).

e FElle est compatible avec le transfert local par
G
g Ly — HE,

au sens que
G,p Yz ,0 _ 1oG,pa 0
K05 g oy = K007 %0 pr(y), Y, € My,
et

G,p,Yz,0 _ 1oGpsa,0 \Y G
Kz,pmﬂ *2 Pu = Krypm,ﬂ ¥190., Ve €Hyyg.

(iii) La restriction de la fonction

G,p, Yz ,0
Kr,pz,ﬁ

MQ(Fac) X MG(FQT) X GLT‘(F:C)

s’écrit sous la forme

) [ POl ni )
€ElmTHA@eIlmTg

1/2 —1 T, /
ppge(myma) - Wil e (9)
pour une certaine mesure dA°* sur le tore

AeImT? |\ e Imfgﬂc}

et un certain élément \g € Tg
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On peut se demander dans quelle mesure la fonction

KG’p’wI’a : G(Fz) X G(Fz) X GLT(FI) —-C

T,Pa B

dépend du choix du relevement (w, g4, 1lg) de wy g, En fait, elle n’en dépend pas :

Théoréeme VII.15. — Soit une paire pré-p-admissible (r, ) telle que le point base wy g, de l'unique orbite
d
fermée de la variété torique affine taﬁ[; se reléve en au moins un point base (wy gz, 1g) de la variété torique
~ d
affine QIT‘ﬂ’;

Alors, pour tout polynéme symétrique p, € (C[Tg]%, la fonction

K000 G(F,) x G(Fy) x GL,(F,) — C

ne dépend pas du choiz du relévement (wy g4, 1) de Wy g 4.

On la notera simplement

KV . G(F,) x G(F,) x GL,(F,) — C.

O

5 Termes complémentaires pour la construction de noyaux glo-
baux du transfert automorphe

Dans ce paragraphe, nous allons travailler globalement sur le corps de fonctions F'.

Nous considérons un groupe réductif connexe G qui est quasi-déployé sur F' ainsi qu’un homomorphisme
de transfert
p:GxTr— GL.(C).

Il existe une extension finie galoisienne E' de F', contenue dans la cloture séparable Fy et telle que p se
factorise en

Considérons une paire pré-p-admissible (r, 3).

Au paragraphe 2, nous avons construit une variété torique affine Qf/g de tore
T X H c* /Tzﬁ
ser

ou TL s désigne le sous-tore de T x []C* défini par les équations
sEr

Xs-ps=1, Vser, VSefs.
Comme schéma, QTTﬁp est le spectre de ’algebre du monoide CTTE’ engendré par les caracteres
Xs'pSv ser, Seﬁs'

Il contient une unique orbite fermée : celle-ci est réduite & un point O, g fixé par le tore T x (C¥)- tout
entier.
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Le groupe réductif connexe G, étant quasi-déployé sur F', posséde un épinglage (T, B, (tuq)acas) défini
sur F.

On note Tfﬁ le plus grand sous-tore de T' déployé sur F'. Son dual TI‘? est le plus grand quotient du tore

complexe T' sur lequel le groupe de Galois I'g/p agisse trivialement. Autrement dit, ng = X%d s’identifie
F

au sous-réseau de X7 = X/ constitué des caracteres de T (ou des cocaracteres de T') qui sont fixés par

l'action de '/ .

Définition VII.16. — Considérons comme ci-dessus un groupe réductif connexe G quasi-déployé sur F et
un homomorphisme de transfert X
p:GxTp— GL.(C).
Soit (r,3) une paire pré-p-admissible.
o X

(i) On note CfF’p le monoide constitué des éléments de CTT’ﬁp qui sont fixés par laction de I'p. Autrement
dit, c’est lintersection du monoide ng’ et du sous-réseau ng X Xcxye de X X X(cx)e.
(ii) On note

TE.p

T,B
la variété torique affine compleze, de tore quotient de

T x (C)r,
md
qui est définie comme le spectre de [’algébre du monoide ng’p. ]

- R
Le plongement de ’algebre de Czj%’p dans celle de ng définit un morphisme de variétés complexes affines
ole _, qTewr

r,8 B
qui est équivariant pour 'action du tore

T x (C*)~.

rd

Le tore de la variété torique Qf’g’p est le quotient

(T3 x (C)5)/TH,. 5

ot ¢, , désigne 'image de T, 5 par I’homomorphisme surjectif
T x (C*) — Tg x (CX).
Le sous-tore Tg,z, 3 n’est pas nécessairement connexe. Il se projette isomorphiquement sur son image dans

Tg, qui n’est autre que 'image Tg r de Tg par 'homomorphisme surjectif

Définition VII.17. — Dans les mémes conditions que la définition précédente, considérons une paire preé-
p-admissible (1, 3).

(i) Notons

T, p
CLI/B C XT;i X X(G%
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.. . i .. Td,
le monoide saturé défini comme le dual du monoide CTFﬁp :

T, 7,
C,l" ={x € Xrg x Xgz, | (x;1) 20, YueC. 5"}

Ce monoide engendre le réseau XTg x Xgz tout entier.

(ii) Notons
TE.p
T,

la variété torique affine normale sur F, de tore
T¢ x GE,
qui est définie comme le spectre de l’algébre du monoide

d
CL?F) C XTg X XGTLn .

On note wy g le point base de son unique orbite fermée, et Tgﬁ’p le sous-tore de T x G, fizateur de ce

point base. O

Nous disposons d’autre part de la complétion F-rationnelle Qg, du groupe réductif connexe G' quasi-
déployé sur F. C’est un schéma lisse sur ', muni d'une action & droite de T& x G x G et qui contient comme
ouvert dense

(TH x G) /(T N Zg) .-

Il est également muni d’un morphisme équivariant et lisse
QG P AG P

vers la variété torique affine lisse

Ac, = 11 Al

(XEAGF:AG/FE/F

de tore T% /(T4 N Zg).

Définition VII.18. — Dans la méme situation que les deux définitions précédentes, on note

ATi.p
Qz,ﬁ

la variété torique affine de tore
r d
G?n X TF s

qui est définie comme l'adhérence schématique de ce tore dans le produit

Te,
QLIEBP X AGF .

O

~ md
Le point base de toute orbite de la variété torique QZ%” est nécessairement de la forme (w, 1p) ot w est

d
le point base d’une orbite de Q:Fﬁ’p et 1p est le point base de l'orbite de Ag, associée a une partie 6 de
AGF = AG/FE/F-

Définition VIL.19. - Considérons comme ci-dessus un groupe réductif connexe G quasi-déployé sur F et
un homomorphisme de transfert p: G x T'r — GL,.(C) supposé irréductible.
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(i) Une paire pré-p-admissible (r,8) sera dite “p-admissible” si le point base wy g de l'unique orbite fermée
d ~ d
de Qz%’p se reléve en au moins un point base (wy g, 1lg) de la variété torique Qg%’p.

(ii) Si (r, B) est une paire p-admissible, on notera
TgCT
le sous-tore connexe de T défini par les équations
x(p) =1
associées a tous les caractéres x € Xp = XT\/ tels que
(X,ps'/ps) =0, Vser, VS, 8 ep;.

Ce sous-tore T de T est rationnel sur F. Il est contenu dans le groupe dérivé G de G.

(iil) Toujours si (r,3) est une paire p-admissible, on notera
Ggs [resp. G5]

le sous-groupe réductif de GI* C G [resp. du revétement simplement connexe G*¢ de G| engendré par le
sous-tore Ty de T [resp. par limage réciproque de Ty dans G*°] et par les sous-groupes unipotents

Ua
associés aux racines a € Ag telles que :

o la réflexion o, € G¢g préserve le sous-tore Ty g de T,

N V
o le cocaractére o : Gy, — T prend ses valeurs dans T g.

Ce sous-groupe réductif Gg de G [resp. Gy de G*°] est rationnel sur F. O

Tg,p
.8
on peut noter GNg g [resp. GNE%] le sous-groupe algébrique de G°* C G rationnel sur F engendré par Gg

et Ny [resp. Gg et NpP].
De méme, on peut noter GN3% [resp. GN7’"] le sous-groupe algébrique de G*° rationnel sur I engendré
par G et Ny [resp. G et N,"|.

~ d
Si (r, B) est une paire p-admissible et (wy g, 1g) un relevement dans Qf%’p du point base w, g de

Enfin, on peut noter Pg g [resp. Pg%] le sous-groupe parabolique de G rationnel sur F' engendré par G
et Py = My - Ny [resp. Gﬁ et ng = My - ng].
On a:

Lemme VII.20. — Dans les conditions de la définition précédente, considérons une paire p-admissible (r, 3).

TE.p

(i) Si 0 est une partie de Ag, = Ag/T'r telle que (wr.3, 1) soit un point base de la variété torique Qg,,@ ,

on a les égalités dans G
GNgg=Gg- Ny, GNE% =Gg- N,

P/B’QZGQ‘P07 PS%ZG,@~POOP

et l’égalité dans G*°
GNgy =Gg - Ny, GN;‘?;)OP =Gy - Ny
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(ii) Lorsque 0 décrit l’ensemble des parties de Ag,. qui satisfont Uhypothése de (1), les sous-groupes algébriques
rationnels sur F'
GNg,a s GN;% Cc G,

ngg, ngg cG

et
GNE‘fG , GN;?;,OP c G*°

ne dépendent pas du choizx de 6.

On peut les noter simplement
GNg, G’NgID

Ps, PP

et GNg, GN5.
0

En toute place € |F| ot le groupe réductif connexe G, I'homomorphisme de transfert p : G x Tp —
GL,.(C) et l'extension finie galoisienne F de F' sont non ramifiés, le plongement de tores

T¢ — T¢

se prolonge en un morphisme équivariant de variétés toriques

Ag, = H Al H Al = Ag,, .

aEAGFZAG/FE/F aEAGFwZAG/O'm

De méme, pour toute paire p-admissible (r, ), on a un morphisme équivariant

Le morphisme produit
T, T,
0,5 x Mgy — 05" x Ay,

~ d ~ d
envoie la variété torique Qfg’p dans Qf‘%’p .
~ d
En particulier, si 6 est une partie de Ag, = Ag/T'g/r telle que (w3, 1p) soit un point base de Qf”,‘“@’p,
la partie correspondante ¢, de Ag, = Ag/0, définit un point base de Qfg

Pour tout polynéme symétrique p, € C[AY]®& = C[T9]®&, on dispose alors de la fonction

Kﬁﬁg 1 G(Fy) x G(Fy) x GL.(F,) — C

définie dans les théoremes VII.14 et VII.15 du précédent paragraphe.
Lemme VIIL.21. — Dans la situation de la définition et du lemme qui précédent, soit x une place de F

ou le groupe réductif connexe G, I’homomorphisme de transfert p : GxIp— GL,(C) et lextension finie
galoisienne E de F' sont non ramifiés.

Alors, pour toute paire p-admissible (r, ), la fonction

K&l . Q(F,) x G(F,) X GL,(F,) — C

z,D,0
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est invariante a gauche par l'image du sous-groupe
G (Fy) x G5(Fy)

de G*(F,) x G*(F). O

~ d
Si 0 est une partie de Ag, = Ag/I'g,F telle que (wr g, 1) soit un point base de Q:%’p, on sait aussi d’apres

le théoréme VII.14(ii) que la fonction Kf;fm’%’“a = Kf’p‘;’%” est invariante & gauche par Ny(F,) x NP (F,) et
par My(F,) plongé diagonalement.

Cette fonction est donc invariante a gauche par I'image du sous-groupe
GNF (F;) x GN;C’OP(FJC)
de G*¢(F,) x G®¢(Fy) ainsi que par le sous-groupe
Pﬁ(F-t) N ng(Fx) = Gﬁ(Fac) - Mo (Fy)

plongé diagonalement dans G(F,) x G(F,) puisque ce sous-groupe est engendré par My(F,) et 'image de
G (Fy).
ﬁ xT

Supposons maintenant que le groupe réductif connexe quasi-déployé G sur F' est non ramifié en toute
place z € |F|, de méme que ’homomorphisme de transfert p et 'extension finie E de F.

Sip = (pz)ze|r| est une famille de polynomes symétriques p, € C[AY]®& presque tous égaux & 1, et (r, )
est une paire p-admissible, on peut définir une fonction

KSPY G(A) x G(A) x GL,(A) — C

en formant le produit

G.pp _ G,p, e
Kpﬁ - H Ka:,pwﬁ :

z€|F|

D’apres le lemme ci-dessus, cette fonction K g bp ¥ est invariante a gauche par I'image du sous-groupe G;,C (A)x
G5 (A) de G*°(A) x G*(A).

Proposons la conjecture suivante :

Conjecture VII1.22. — Considérons un groupe réductif connexe G sur F qui est
o quasi-déployé sur F,
e non ramifié en toute place x € |F|,

ainsi qu’un homomorphisme de transfert partout non ramifié
p:Gx T - GL,.(C).

On fait ’hypothese que cet homomorphisme de transfert p est “minimal” au sens de la définition VII.1.
Alors, pour toute famille p = (pz)ze|r| de polynomes symétriques p, € C[AY]®& presque tous égauz a1,
il existe une (unique) fonction
K$* 1 G(A) x G(A) x GL.(A) - C
telle que :

o (C’est un “noyau du transfert non ramifié par p” au sens de la définition 11.18 du paragraphe 11.6; en
particulier, elle est invariante & gauche par G(F) x G(F) x GL,(F).
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e Son coefficient de Fourier régulier
(91,92» I) = W('r) ’p(glngmg ) / du - w(T)(u) : KpG’p(gl,927u.g/)
(F)\Nr(A)

est €gal a la somme
G,p, —
> K5 (97 v 90,9)
YEG(F)

ol
(9:9) = K050 (9,9") = T K% (9,9")

z€|F|
est la fonction introduite dans la discussion qui précéde l’'énoncé du lemme IV.6 du paragraphe IV.3.

e Pour toute partition non triviale r de l’entier r, le coefficient de Fourier de type r
(gl,gz,g’)HWgKf’p(gl,gmg’)Z/ du -y (u) - KS* (g1, g2, ug')
(F)\Nr(4)

est égal a la somme, sur toutes les familles B = (Bs)ser de parties non vides Bs C {S}5 telles que la paire
(r,B) soit p-admissible, des expressions

1 Gopo) /
FRer (G50 = GolF)) . _, 2 2 R o n200.9)-

Y1€Ps(F)\G(F) ~y2€Coker(GN P (F)—G(F))
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