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Cours a I'Institut Tata sur les chtoucas de
Drinfeld et la correspondance de Langlands

Laurent Lafforgue

Introduction

Ce texte est constitué des notes de douze heures de cours données a 'Institut
Tata (en anglais) au mois de février 2001, dans le cadre d’une année spéciale
sur le programme de Langlands géométrique.

L’auteur n’a pas voulu arranger ses notes si bien que le texte est informel
et cherche plutot & “raconter” les grandes lignes de la démonstration de
la correspondance de Langlands sur les corps de fonctions, en insistant sur
quelques points principaux. L’auteur espere que cela facilitera ’acces aux
articles en forme mais difficiles [Lafforgue, 1998 et 2002].

Le premier chapitre contient 1’énoncé de la correspondance de Langlands,
la définition des chtoucas de Drinfeld et de leurs structures de niveau et
les propriétés de leurs champs modulaires, le procédé de troncature par le
polygone canonique de Harder-Narasimhan, les formules de comptage des
points fixes (tirées de [Lafforgue, 1997]), 'annonce des compactifications et
le principe de base de distinction entre cohomologie essentielle et cohomologie
négligeable.

Le chapitre II donne la structure des compactifications sans structures de
niveau, le théoréme de stabilité globale par les correspondances de Hecke qui
permet de mettre des structures de niveau, le procédé de séparation de la
cohomologie essentielle et de la cohomologie négligeable par des arguments
de fonctions L de paires (tant automorphes que galoisiennes), la définition
de I'action de l'algébre de Hecke sur la cohomologie essentielle, le calcul de
cette représentation par ses traces obtenues par un “théoréme de points fixes”
sur un ouvert qui n’est pas stabilisé globalement par les correspondances de
Hecke mais seulement “localement au voisinage des points fixes”.



Le chapitre III construit les compactifications sans niveau en utilisant
les “homomorphismes complets”. Plus précisément, il introduit un “fourre-
tout” qui est un champ non séparé qui contiendra comme ouverts toutes
les compactifications associées aux différents polygones de troncature, et il
présente le dévissage des strates de bord.

Le chapitre IV définit par des troncatures les compactifications ouvertes
dans le fourre-tout, il analyse les troncatures induites sur les strates de bord
et il énonce le théoreme de lissité et le théoreme principal de propreté. Il
énonce le théoreme de lissité du morphisme de restriction a un niveau et
en déduit la construction et les principales propriétés des compactifications
totales ou partielles avec structures de niveau.

Le chapitre V entame la vérification du critere valuatif de propreté. 1l
se focalise d’abord sur la fibre générique du chtouca qu’il s’agit de faire
dégénérer, avec sa structure de p-espace, et introduit la notion de ¢-réseau
itéré dans ce -espace. Il explique qu’il existe toujours une infinité de (-
réseaux itérés, que chacun induit une dégénérescence du chtouca et qu’il
s’agit de montrer qu’un et un seul a les propriétés dictées par le polygone
de troncature choisi. Il introduit le procédé de “transformation élémentaire”
pour passer d'un ¢-réseau itéré a un autre. Il définit la notion générale de
“dégénérateur”, suit les familles de dégénérateurs dans les transformations
élémentaires des -réseaux itérés et en déduit le “théoreme de stabilité globale
par les correspondances de Hecke”.

Le chapitre VI (qui n’a pas été donné oralement faute de temps) construit
par une suite de transformations élémentaires un @-réseau itéré qui vérifie
toutes les propriétés requises. Il est beaucoup plus précis que les précédents et
redonne d’une fagon un peu différente la démonstration de I’article [Lafforgue,
1998]. 1I corrige aussi une (petite) erreur dans la derniére page de cette
démonstration qui a été signalée & 'auteur par Yakov Varshavsky (voir les
remarques a la fin du texte).

L’auteur est tres heureux de remercier les auditeurs de son cours pour leur
écoute attentive et toutes leurs questions, il remercie beaucoup les mathémati-
ciens et les responsables de I'Institut Tata pour leur invitation, il remercie
aussi beaucoup Yakov Varshavsky pour sa relecture et sa vigilance et une fois
encore il remercie Madame Cheikhchoukh de I'THES qui a assuré la frappe
de ce texte avec la rapidité et le soin qu’elle y met toujours.



I. Principe de la démonstration

On consideére toujours :

X = courbe projective, lisse (géométriquement connexe)/F,
F = F(X) = corps des fonctions rationnelles sur X

| X| = {points fermés de X} | X| 22— F, DO,

A= F,D0,=11 O,

z€|X| z€|X]
deg: A% —» 7 AX0 = Ker[aX <5 7]
GL,(A)° = Ker[GL, (4) 3% a% 2% 7]
On choisit a € A*, deg(a) # 0.
FX\A%0 FX\AX /a” compacts

GL,(F)\ GL,(A)°, GL,(F)\ GL.(A)/a* de volume fini mais non compact,
sir > 2.

{n}, = {représentations automorphes cuspidales de GL,(A) dont le carac-
tere central x, est d’ordre fini}

{n}, 27
|X| > z non ramifiée — z;(m,), ..., 2 (7;) valeurs propres de Hecke.

{0}, = {représentations f-adiques irréductibles de dimension r de Gp,
dont le déterminant est d’ordre fini}

{o}, 20
|X| o « non ramifiée — 24(0,),..., 2.(0;) valeurs propres de Frob,.

Théoréme. — (i), Pour toute m € {m},, il existe une unique o = o, € {0},
non ramifiée la ou w est non ramifiée, avec

{z1(my), ...y 2 (M)} = {21(00)s - - -, 2 (02) }
(ii), Pour toute o € {o},, il eriste une unique m € {m}, telle que o = 0.
Réductions :

e 7 =1 : théorie du corps de classes

e Unicité dans (i) : th. de densité de Chebotarev



e Unicité dans (ii) : th. de “multiplicité 1 fort” de Piatetski-Shapiro

Démonstration par récurrence sur r.
On suppose que r > 2 et (i), (ii)» sont connues pour 7’ < r.
Alors (ii), est aussi connue. Cela utilise :

— les “théoreémes réciproques” de Piatetski-Shapiro (arguments de fonc-
tions L de paires),

— les assertions (i) avec 1’ < r,

les équations fonctionnelles de Grothendieck,
— la formule du produit de Laumon.
Il reste a construire
T Op, {r}, = {o},.
Les m € {n}, sont aussi des modules irréductibles sur I’algebre de Hecke
H" = C*(GL,(A)) + convolution

(dg mesure de Haar normalisée par dg(K) = 1)

K = Ky = GL,(0,) LGL (On)

= Spec Oy <—> X : niveau.

ﬁm fermé

Pour tout niveau /N, on note
Ky = Ker[K - GL,(Oy)].
H" est la réunion filtrante des sous-algebres unitaires
v = C.(Kny\ GL,.(A)/Ky) + convolution .

On note
(N ={me{n}, | 7" #0 et x.(a)=1}.

(C’est un ensemble fini.



Si e {n}Y, 7K~ est un module irréductible sur HY, et il caractérise 7.
11 suffit de construire

T Or, {m}N — {o},.
Pour cela, nous allons considérer les champs
Cht'y

de chtoucas de Drinfeld de rang r avec structures de niveau N. Ils sont munis
de

— un morphisme lisse de dimension 2r — 2

(00,0) : Chty = (X — N) x (X = N),

— une action des groupes

FX\A* et GL.(Oy)

se prolongeant en une action par correspondances de I'algebre de Hecke
HYy -

Conséquence : Si F? = F(X x X) = corps des fonctions sur X x X, les
espaces de cohomologie /-adique a supports compacts

H}(Chty)

au-dessus du point générique de X x X sont munis d’une action de H'y et

de GFQ.
Notre objectif : Si ¢',q¢" : X x X = X sont les 2 projections, isoler dans

H"*(Chtly /a®)
un morceau de la forme

P Te¢* 0,05 (1-7).
me{m}N

Définition de Cht" et des Chtly :
Ils sont solutions de problemes de modules.

Définition (Drinfeld). — (i) Pour tout schéma S/¥,, un chtouca & de rang
T sur S consiste en :



o un fibré £ de rang r sur X x S,
e une modification de £ c’est-a-dire un diagramme
gl g

ou &' E" = fibrés de rang r sur X x S, j,t = plongements tels que
Coker j et Coker t sont supportés par les graphes de 2 morphismes

00,0: 5 =X
et sont inversibles sur Og,

e un isomorphisme

"€ = (Idx x Frobg)*& = £"

(ii) Si 00,0 : S — X évitent N, une structure de niveau N sur € est un
isomorphisme

v:En :g®0xxs Onxs :€®0X Oy — OFVXS

rendant commutatif le diagramme :

gN = 51’\/ VRN g]’\’/ — TEN

,
NxS
Cht" = champ des chtoucas de rang r
= champ algébrique au sens de Deligne-Mumford
(0,0) = Cht" — X x X lisse de dimension 2r — 2
ChtY = champ des chtoucas de rang r avec structure de niveau N

= champ algébrique au sens de Deligne-Mumford.
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Cht’y — Cht” X xxx (X — N) X (X — N) est représentable fini étale galoisien
de groupe GL,(Oy).

Action de F*\A* :
FX\A* /O =2 {fibrés inversibles £ sur X}
FX\A* /(O NKy) = {fibrés inversibles £ sur X avec structures de niveau N}
d’ott I'action sur £ = (€ < &'+ £" <= 7&) par
(L,E)—~ LRE.

Action de Hj sur Cht" :
Il suffit de préciser la correspondance associée a une double classe K -¢g- K,

avec g = (gz)oe x| € GL,(4).
Soit 7" C | X| un sous-ensemble fini tel que :

z ¢ T =g, € GL(0O,).

Soit £ un chtouca sur F, dont le zéro et le pdle sont dans U = X — T
Pour z € T, £ ®p, O, définit un réseau fixé par Frob dans £ ®¢, F, et
il existe un isomorphisme respectant Frob

8 ®OX FCE %J (}?$ ®]Fq Fq)?‘

tel que £ ®o, O, provienne d’un réseau de Fy.
Soit F un autre chtouca tel que £ ®o, F, et F ®o, F, s’'identifient. Les
2 réseaux

5 ®(9X Ow et f@ox O;c

définissent un élément de
GL(02)\ GL: (F3)/ GL, (Os)
qui ne dépend pas de I'isomorphisme
E®ox Fo =F ®oy Iy = (F, ®r, Fy)" .
Un point (€, F) de la correspondance K - ¢ - K consiste en
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e deux chtoucas &, F dont les zéros et poles sont dans X — T,

e une identification entre leurs restrictions & X — 7 = U (induisant des
identifications £ ®o, Fy = F Qo Fy, V),

tels que pour tout x € T', la paire de réseaux

définisse I'élément g, € GL,(O,)\ GL,.(F,)/ GL.(O,).

Remarque trés importante : Si € et F sont 2 chtoucas qui se correspon-
dent au sens de Hecke, ils s’identifient sur un ouvert non vide de X.

On remarque
Cht" = J] Cht™
dEZ
ot chaque Cht™? n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. Pour cette
raison, on forme
Cht" /o=  J[  Cht".
1< d <r|deg(a)|
Il a un nombre fini de composantes connexes et il est localement de type fini,
mais
il n’est pas de type fini
~ les H}(Cht'y /a”) sont de dimension infinie,
~ pour z € [(X —N) x (X —N)|, deg(z) | s et f € H}, le nombre de points
fixes
Lef,(f x Frob®, Chtly /a”)

est infini.

Troncatures par le polygone canonique de Harder-Narasimhan

Si £ = (£ = & «+ 7&) est un chtouca sur F,, un sous-objet F de £
consiste en deux sous-fibrés F — £, F' — £’ de méme rang tel que F — F’
et TF — F'.

On peut poser

rg F =1g F =g F'

et deg F = deg F.



0] r
On appelle polygone une application p : [0,7] — R tel que
® p(0) =p(r) =0

e p est affine sur chaque intervalle [’ — 1,7/], 0 < ' < r.

Le polygone canonique de Harder-Narasimhan p de £ est le plus petit
polygone tel que pour tout sous-objet F de £

deg F — g deg € < p(rg F).

Il est convexe.

Proposition. — Pour p un polygone convexe de troncature,

P AP <
Cht"*?<F  C  Cht"? Chtyy™ =
Cht"P<? /¢ C Cht" /a* Cht =" /a”
sont des ouverts de type fini.
Théoréme. — Pour z € |(X — N) x (X — N)| s’envoyant sur oo #0, s € N

avec deg(x) | s et f € HYy, on a la formule de comptage des points fizes

R R
] Z Lef(Frob’j( xIdX)(:c)(f x Frob ,Chtzx’rpsp /a”)
“k=1

= glrVs 3y Tr (f) (21(7ro0 ) ™/ 980°) 4ot 2 (oo )~/ de8())

me{m}y
(2 (ﬂ_o)s/deg(O) R ZT(Wo)S/deg(O))

+ autres termes ou apparaissent les valeurs propres de Hecke des repr. aut.
cusp. des GL,, x ---x GL,,,

T4t =r (k>2).



Ingrédients :
- formule des traces d’Arthur-Selberg,
- description adélique des chtoucas (Drinfeld),

- lemme fondamental (fonctions sphériques de Drinfeld).

Remarque trés importante : Le terme principal ne dépend pas de p.
Il correspond exactement a la représentation cherchée

Prod o, ¢ 5:(1-71).

Nouveau probléme qui se pose : Les ouverts Cht?{? sp /a* ne sont pas
stables par les correspondances de Hecke f € H,.

La formule des points fixes n’a pas de sens cohomologique (sauf pour la
correspondance unité ).

. . . . p< p<
Idée : Construire des compactifications Chty’=?/a” des Chty’=" /a” de
facon a étendre les correspondances f par normalisation et retrouver une
action sur la cohomologie.

— Quand N = 0, on construira Cht"P<?/q” propre et lisse sur X x X.
Quand N # 0, ce sera plus compliqué ...

Nouveau probleme : Les correspondances de Hecke prolongées par norma-
lisation agissent individuellement sur la cohomologie mais elles ne définissent
pas une action de HYy.

10



En résumé :

chtoucas troncature compactification
Chtyy /a” « Cht}?<? /d” < ChtRP=?/a”
' ' '
e lisse de dim 2r — 2 sur e de type fini e propre et lisse sur
(X-N)x(X—-N) XxX(@N=0)
e action de HY, e comptage des e correspondances
points fixes agissant sur la
cohomologie
mais mais mais
e pas de type fini e plus de correspondances e pas d’action de Hy
de Hecke e pas de comptage

des points fixes

Idée : Isoler dans la cohomologie /-adique de ces 3 objets un morceau qui
sera le méme pour les 3 et le calculer.

Définition. — Une représentation l-adique irréductible de Gg2 sera dite
r-négligeable si elle est facteur direct d’une représentation de la forme

q/* 0_1 ®qli* 0_2 (ql’qll . X % X :; X)

avec 01,09 deur représentations irréductibles de G de dimensions < r. FElle
sera dite essentielle sinon.

On montrera : Les 3 objets ont la méme cohomologie essentielle. Elle est

P 79" 0, 0¢"6:(1-7).
ne{n}y
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II. Les grandes lignes de la démonstration

Compactifications dont le bord est r-négligeable

e Le cas sans niveau : N = ()

Pour tout polygone de troncature p : [0,7] — R, (assez convexe), il existe
une compactification

ChtTaz_) Sp/aZ o H Cht’radaﬁ Sp
1<d<r|deg(a)l

de Cht"P=? /q7 telle que :
o Cht"4P=P gt propre et lisse sur X x X,

e il est méme lisse sur :

X x X x AYgt

!

bord = diviseur a croisements normaux
e ses strates de bord sont indexées par les partitions
r=(r=r+--+7r) ~ notées ChtZ’d"T’Sp
et sont essentiellement de la forme
Cht 4P <P1 Xy Xx Cht %P <Pk :

elles sont munies de morphismes sur :

X x Xkt x X
T T T
pole “dégénérateurs” 7610

Proposition. — Sous les hypothéses de récurrence, la cohomologie (L-adique
a supports compacts) des strates de bord

est r-négligeable.
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Démonstration. — On calcule la cohomologie en 2 temps :

Cht™ M PSPLx ... x x Cht™e %P <Pk
l cohomologie sur X x X*71 x X

(o1 ®q¢o1)® - (qi_y 0k R qp 0r,) (avec dim oy,0; <71, Vi)
l cohomologie sur X x X

(01 ® 0;,) ® A (avec A = caractére de Z = Gal(F,))

e Le cas avec niveau N # 0 :

Cht}"\’fgp /a” est un revétement fini étale galoisien (de groupe GL,(Oy))
de Cht"P=F /g% x x,x (X — N) x (X — N). Soit

Chti?<"/a®= [  Chtj""~"/a*

1<d<r|deg(a)|

la normalisation de Cht"?=<? /a% x x x (X — N) x (X — N) dans Cht}?=? /a?.
Elle est propre sur (X — N) x (X — N) mais elle n’est pas lisse. Soit

ChtiP=" /o= [  Chty™?=?
1< d<r|deg(a)

I’ouvert défini par la condition que non seulement le pole co et le zéro 0 mais
aussi les dégénérateurs évitent N.

Théoréme de stabilité. — Les correspondances de Hecke f € H'y stabilisent
e
Vouvert ChtP<? /q®.
e}
Proposition. — (i) Cht}?<? /a® est lisse sur X x X et méme sur

X x X x Al/gt

!

bord = DCN
strates indexées par les partitions r = (r=ry + -+ ry)

(ii) La cohomologie de ses strates de bord est r-négligeable (sous les hypothéses
de récurrence).
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Corollaire. — Chaque f € H’ agit sur la cohomologie de Cht}? Cht 7= /a®.

On note :
Tix Ny x (x_ny 1e groupe fondamental de (X — N) x (X — N),
Wix Ny x (X N) = T{x_n) x (x—n) X3 Z son groupe de Weil.
Lemme. — [l existe une combinaison linéaire formelle HY, ¢, a coefficients
dans Q de représentations irréductibles de Wix_nyx (x—n) telle que :
(i) Toutes les composantes de la différence
% 1 a k * P<p ) Z
HY cosp — o kZI(FrobX x Idx)* H(Chty’=? /a”)
sont r-négligeables (ou H}(-) =X (—1)"HY(-)** est la cohomologie “alternée”
au-dessus du point générique deVX x X).

(ii) Pour tout x € |X X X| au-dessus de oo # 0 € | X — N| et pour tout
multiple s = deg(oo)s’ = deg(0)u’ de deg(x)

TrH;‘V, - (FI'Obx_ deg(aﬂ)) — q(Tfl)S Z (Zl (ﬂ_oo)fg’ +toz, (77'00)73’)

TEe {w}{y
Xm(a)=1
’ ’

(z1(m0)" + -+ 2.(m0)" )
Ingrédients :
e formule de comptage des points fixes,

e correspondance 7w’ +— o, déja connue en rangs < 7.

Proposition. — Aucune des composantes irréductibles de HY ..., n'est -

négligeable. Toutes apparaissent avec des multiplicités positives et sont pures
de poids 0 (< conjecture de Ramanujan-Petersson).

Démonstration. —

e Dans I’énoncé du lemme, on peut remplacer
H*(ChtiP<? /a*) par IH:(Chti?<"/a”)
(ce qui rend possible des arguments de pureté).
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e Soit H = Hy .4, (7 — 1). Les composantes de H sont pures de poids dans
| — 2,2[ (estimée de Jacquet et Shalika) et symétriques.

Soit ¢"* o' ® ¢"* 0" une représentation de W x_n)x (x—n) r-négligeable et
pure de poids 0. On a o' = o, 0" = o avec ' € {w}., 7" € {m}m,
r'or' <.

e Pour 7 € {w}Y, la fonction L(m x #’,Z) n’a pas de pole dans une zone
|Z| < g~ (avec € > 0 assez petit) et la série

Ly _y(mx 7', Z)
LX—N(ﬂ- X ﬁ-la Z)

= Y deg(o0) 3 (1(Too) A 4 20 (m00) 7F)

00 € (X—N) E>1
(T o (L)) et

= Yzt > deg(o0)
s>1 > € [X-N|
m:s €N
7

(21(7o0) ™% + -+ + zr(ﬂ'w)_s,)
(21 (mh)” + -+ 2w (7))

converge absolument dans |Z| < ¢~ T¢.
Ly y(7x#", 2)
Lx_n(Ex7",2)"

e Donc la série “produit” (terme a terme)
ozt > deg(oo) deg(0)

n>1 00,0 € | X—N|
- S~ =5 en, £
deg(o0) * deg(0)

(21(To0) ™ -+ o 20 (Mo0) ™) (21.(m0)" + - -+ + 20 (o))
(21(mhe) + -+ 2 (mhe)*) (21 () -+ - 2 ()

e De méme pour

=u' EN

est absolument convergente pour |Z| < ¢~2 1%,

e Comme o' = o, et 0" = o1, la série

Lix_mxx—wn(H ® (6’ ®6"), Z)
Lix—nyxx-n)(H ® (' ®

converge absolument pour |Z| < ¢g72 72,

= Donc le morceau de poids maximal (> 0) de H n’a aucune composante
r-négligeable.

15



= 9'il était de poids > 0, ce serait de poids 1, il proviendrait de H? !
(Cht"P=P /%) et ferait appraitre des coefficients —1.

= H est pure de poids 0 et n’a pas de composante r-négligeable.

Conclusion de ce qui préceéde : La partie essentielle (= non r-négligeable)
de la cohomologie est concentrée en degré moitié 2r — 2.
Elle est la méme dans tous les

HZ2(ChtyP=? /a®), THZ"*(Cht)? =P /a®)
)
et aussi H>~2(Cht P =P /a?).
Action de H’; (et de Frob,,, Frobg) : Soit

HZ"*(Chtly /a®) = lim HZ"*(Cht i =7 /a”) .
p

Il est muni d’actions de :
- 'algebre de Hecke H'y,
- Wix-nyx(x—n)s

- des 2 “endomorphismes de Frobenius partiels” Frob,,, Frob, au-dessus
de Frobx x Idx et Idx x Frobx (avec Frob,, o Froby = Frobg o Frob,, =
Frob).

e Cela se résume en une action de
Hiy X (Wix-nyxx-n) X Z).
Lemme. — [] existe une filtration finie
0=Hy¢ H G- ¢ H, =H*” ?(Chtly /a*)
respectée par Hy X (W(X,N)X(X,N) x 7.) telle que
- Vi, Hoi11/Ha; n'a que des composantes r-négligeables,

- Vi, Hoiro/Haiy1 n'a que des composantes essentielles.
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Démonstration. — On note H = H?"?(Chtly /a%).

e On pose Hy = 0.

e Pour H,; déja défini, on pose :

Hy; 1/ Hy; = somme des sous-représentations de dim finie de H/H qui sont
r-négligeables (< leurs sous-quotients irréductibles sont r-négligeables)
Hj;y 2/ Hy; 1 = somme des sous-représentations de dimension finie de H/Ha; 1
qui sont essentielles.

e Alors :
- les H; sont stabilisés par toutes les actions,
- SlZZletH/HZ#O, onaHigHH_l,

- comme @ Ha; 2/ Ho;iy 1 est de dimension bornée, on a H; = H sii > 0.
i

= D’ol1 une représentation semi-simple Hy, cusp de Hiy X (W(x—n)x(x—N) ¥ Z)
dont la semi-simplifiée comme représentation de W x_nx(x—n) est HY cusp-
Théoreme. — Soit f € H.

Pour tout point fermé x € | X x X| au-dessus de 0o # 0 € | X — N| et
pour tout multiple s = deg(oo) s' = deg(0) u' de deg(x), on a

TrHN, Cusp(f X Frob;deg(”)) = q(r—l)s Z Tr, (f)

re{m}y

! 7 ! !

(21(To0) ™% 4+ + 20 (To0) ™% ) (21(m0)™ 4+ - -+ 20 (m0)" ) .

Esquisse de démonstration. —

e L’action de f € Hly sur Hy, cusp €st la méme que sur la partie essentielle
de H>72(X) ol

X =Cht"P=F/g”* si N=0,

E————
X =Cht?<? /a* si N#0.
e On rappelle que le bord de X est un DCN dont les strates X, sont indexées

par les partitions r = (r; +--- + 7, = r) avec k = |r| > 2. On a la formule
générale de points fixes :
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Proposition. — Il eziste des correspondances cohomologiques cl(f), dans les
strates de bord X, telles que pour tout x et tout s assez grand

Lef,(f x Frob®, Cht}?<? /a%) = 3" (=1)" Trpy(x)(f x Frobg )

v

+ (D) ST (2 1) Tege ) (€l(f), x Frobg @)

Ingrédients : C’est inspiré d’arguments de Pink.

- Formule d’adjonction.

— ———
- Dans X = Cht"P<?/a” ou Cht}?=? /a”, les correspondances de Hecke
f € Hy stabilisent I'ouvert des chtoucas

Xq) = Cht;‘\’?gp /aZ
“au voisinage de leurs points fires”.

- Dans le cas ol X n’est pas propre (N # (), théoréme de Fujiwara sur la
conjecture de Deligne (pour annuler les termes & I'infini dans la formule
des points fixes).

Fin de la démonstration du théoréme. -
e On combine la formule de comptage et la formule de points fixes de la
proposition pour obtenir

SO (=1)" Tra, ) (f x Frobj* ()

v

+ 3 (=) ST (1) Trpgea,) (cl(f), x Froby*/ de(@)

r

=" Y (e () et 2 (1)) (2 (m0) o 2 (o))
me{n}y

+ autres termes ou apparaissent les valeurs propres de Hecke des repr. aut.
cusp. des GL,, x--- x GL,,,

4t =7 (k>2).
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e On conclut en identifiant la “partie essentielle” des 2 cotés de la formule.

Ingrédients :
- les HY(X,) sont r-négligeables, } hypotheses de
- la correspondance ' — o est déja connue en rangs < ' / récurrence

- arguments de fonctions L de paires (automorphes et galoisiennes).

Corollaire. — Pour toute 1 € {w}Y, il existe une représentation £-adique

H de Wix_nyx(x-n~) % Z, pure de poids 0, telle que pour tout x — (00,0) et
tout multiple s = deg(oo) s’ = deg(0) v’ de deg(x)

Try, (Frob;S/deg(‘”)) =(zn (Woo)*sl 4+ zT(woo)""")(zl (7r0)”’ +-- '+ZT(7T0)UI) }

Théoréme. — Pour m € {r}Y, il existe une représentation o de Wx _y, pure
de poids 0, et irréductible de dimension r, telle que

Hﬂgq'*0®q"*é (ql’qII:XXXjX)
comme représentations de Wi x_nyx(x-n), et que

o=0;.

II1. Compactifications sans niveau
X = courbe projective, lisse (géométriquement connexe)/F,,
r > 2 entier.

Ce dont on a besoin :
e On a défini des ouverts

Cht"*P<? C Cht"* C Cht"

de type fini et lisses sur X x X.

t”‘,d

e On veut construire des champs Cht"?P<? tels que
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- Cht"%P=? contient Cht"*” <P comme ouvert dense,

t’l‘,d

- le morphisme de structure Cht"*”<? — X x X se prolonge en un

morphisme propre et lisse

Cht™P<P 5 X x X ,

- le bord Cht"®*P<P _ Cht"*P<P egt, un diviseur & croisements normaux
relatif,

- la cohomologie ¢-adique sur X x X des strates du bord est “r-négligeable”,
- dans Cht"P<P/g? = I Cht™*P<?_ les correspondances de
1<d<r|deg(a)
Hecke stabilisent I'ouvert Cht"?<? /a” “au voisinage de leurs points
fixes”.

Rappel. — Un chtouca de rang r sur un schéma S/F, consiste en

(i) un fibré € sur X x S localement libre de rang r,
(ii) une modification & — E' <= E" de &,

(iii) un isomorphisme "€ = (Idx x Frobg)*& — £”".

Idée : Elargir le probléeme de modules en remplagant dans (iii) “isomor-
phisme” par “homomorphisme complet”.

Les homomorphismes complets :

Soient d’abord :
A = anneau de valuation discrete, 74 = uniformisante,
KA:Frac(A) KZA:A/(ﬂ'A).
Soit v € GL,.(K4) N (M, — {0})(A).
On veut comprendre comment u dégénere au-dessus de 4. D’apres la théorie
des diviseurs élémentaires, on peut écrire

1
7rff11
d1 +d2
’U:g’ Uy 0 g
0 .
di 4ot d
7TA1+ +dr—1
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avec dy,ds,...,d,_1 € Net g, ¢ € GL,(A).
Soit, r 'unique partition (r = r; + - - - + 1) telle que, pour 1 < s <r

ds=0&s¢€ T N rt
| |
{0,7"1,...,7‘1+"'+’f‘k_1} {7"1,7'1+7"2,...,’r‘}.
Pour tout s, 1 < s < r, ’homomorphisme

(1‘[ wgd“s—“) Av: A KT — A KT
t<s
est & coefficients dans A et sa réduction modulo 74

. s T s T
vs : A° Ky = A Ky

est non nulle. Si s € r~ Ur™, v, est de rang 1 et se factorise en

S T Us s .7
A° KTy —=  ANKy

l J

det(k%/F?*) = det(FE,)

ol
F? = sous-espace de codim s de K,
E, = sous-espace de dim s de K.
De plus, quand s varie dans r~ Ur™
(F*) = filtration décroissante de "y,
(E;) = filtration croissante de K.

- sT= successeur : - :
Pour s € {£+ }, on note {5,: prédécesseur} de s. Sis €r, vs se factorise
en

s+1 .7 Vst1 s+1 .1
AT R —_— AT R

l ]

det(wy/F°) @ (F*/F")  —"=  det(E,) ® (Ey+/E,)
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d’ou un isomorphisme induit

v, F*/F*" = B |E,.

Remarque fondamentale : La théorie des diviseurs élémentaires et donc
toute la description qui précede sont valables dans n’importe quel anneau
local A a condition de supposer que pour tout s l'idéal engendré par les
mineurs d’ordre s de u est principal.

Définition. — Le schéma Q" des homomorphismes complets est le schéma
déduit de M, — {0} en éclatant successivement les fermés des matrices de
rangs <1, <2,...,<r—1.

Proposition. — (i) Q" contient GL, comme ouvert dense et il est muni de
deux actions a droite et a gauche de GL,.

(ii) Q" est lisse et son bord est un DCN.
Plus précisément, il est muni d’un morphisme lisse respecté par GL,

Q" — (A'/G,)" .

(ii) Les strates de bord S} de Q" sont indexées par les partitions r = (r1 +
-+ 1, =7). Elles ont une description modulaire.

D’aprés (i), on peut parler d’“homomorphisme complet”
F=E£

entre 2 fibrés F, & de rang r sur un schéma S.
Cela consiste en

- une famille de fibrés inversibles £;, 1 < s < r, munis de sections
globales ¢, sur S,

- des homomorphismes partout non nuls

vs:AS}"®®££®(‘S_t)—>A55, 1<s<r,

t<s

qui vérifient en particulier les relations

Ay, = (H £§St))-vs, 1<s<r.

t<s
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Un tel homomorphisme complet est de type r = (r =r; + ---+7¢) si on

l,=0siser Nrt,
{, est inversible sinon.

Il consiste en
- une famille de fibrés inversibles £,, s€ r- Nrt,

- une filtration décroissante (F*);c,-,+ de F par les sous-fibrés maxi-
maux de rangs r — s,

- une filtration croissante (&;)se,— ur+ de € par les sous-fibrés maximaux
de rangs s,

- des isomorphismes

FIF @ (® zt) g€,

t<s

Le champ des chtoucas itérés

Définition. — Un pré-chtouca itéré de rang r sur un schéma S/F, consiste
en

o un fibré £ de rang r sur X x S,

e une modification & — E' +> E" de € (avec E'/E et E'/E" supportés par
les graphes de 2 morphismes 00,0 : S — X et inversibles sur Og),

e des fibrés inversibles Li,...,L,_1 sur S munis de sections globales
ela s 7£r—17

e un homomorphisme complet
Tg = gll

dont les fibrés inversibles avec sections associés sur X x S sont les
(L1, 0)8@ D (Lo, by_y)®@ D),

23



Soit, C" = champ (algébrique) des pré-chtoucas itérés. Il est muni de
C" = (X x X) x (A'/G,,)" .

Soient C! ses strates (images réciproques des points de (A'/G,,)"1). Soit
(£ & E" <= TE; (Ls,€s)1<s<r) un pré-chtouca itéré de type r.

L’homomorphisme complet "€ = £” induit deux filtrations par des sous-
fibrés maximaux :

e (&!) = filtration croissante de £”,
o (&,) = filtration décroissante de 7E.

On consideére les conditions suivantes :

(i) Notant £, = €' sis < ret & = &', tous les quotients ' /E! sont localement
libres sur Oxys.

(ii) Si s € rt, &, — £'/E est surjectif, si bien que son noyau & < & est
localement libre sur Ox s (on pose aussi & = 0).

(iii) Pour tout s € r* Nr~, on a

E,NTE =0 dans 7€&
et
Es+ "E+=TE.

Elles définissent un ouvert Chtz de C; . Leur réunion est un ouvert Cht" de
C" : c’est le champ des chtoucas itérés.

e Un chtouca itéré dans Cht; consiste en

un fibré £ sur X x S et une modification £ — &' <+~ &”,

des filtrations (&;), (£Y), (£!), (€s) comme ci-dessus,

des fibrés inversibles (Ls)se,— n,+ sur la base S,

des isomorphismes

g, JE ® (@ L?q> Ny (@ ct> .

t<s 1< s
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Lemme. — Pour tout s € v~ Nrt, le quotient
TE/(Es® TEs)
est supporté par le graphe d’un morphisme
zs: 8 =X ( “dégénérateur” en rang s)

et inversible sur Og.

Démonstration. — 11 _sufﬁt de le montrer quand S est un point géométrique.
On sait déja que "E/(E; @ "E;) est de torsion. De plus, on a

deg "E/E, = D deg&y-/Er = deg&l/EL

t<s t<s
- (Z degSt/Et)+1 —deg&,+1=deg "E, +1.
t<s

En r; = 0% le premier élément de la partition r, posons
/blzzgn — £,

Al =& =€ &g

Le composé
A, o TE s TEJE, s E = AL

s'integre dans un diagramme

A, = A
/!
KAH
qui est un chtouca de rang r1, de pole co et de zéro z,,.
Pour s € r*, s > 1, posons
-As = 58/58— = 8;/5;,
A =E,-N"E =Ker[€,- ® "E - "E].
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Les deux composés

A s TE  TETE = TA,

et
AR LI —E-Q L+ E-/E; Q) LY
t<s t<s t<s
L EE @R Ly A ® R Ly
t<s t<s

s'inteégrent dans un diagramme

As® Q L,
t<s
e
Ao ® LI = (40 @ L)
t<s t<s

qui définit un chtouca “a gauche” de rang s — s~, de pole x,- et de zéro z;
(avec z, = 0).

Proposition. — Le morphisme ainsi défini
Cht; — Cht™ xx "™ Cht xx --- xx " Cht

est fini, surjectif et radiciel.

IV. Troncatures et structures de niveau sur les com-
pactifications

On a défini

Cht" = H Cht™? = champ des “chtoucas itérés” sur X ;
dEZ

c’est un champ algébrique localement de type fini (mais non séparé) et muni
d’un morphisme

Cht" = X x X x (A'/G,,)" .
Les images réciproques des points de (A! /G,,)" ! (indexés par les partitions
r=(r=r1+---+1;)) sont les strates localement, fermées Cht;. La strate

ouverte est
Cht} = Cht"
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et les autres sont munies d’'un morphisme fini, surjectif et radiciel
Cht; — Cht™ xx " Cht xx - -+ xx " Cht .

On cllerche a définir une troncature sur Cht’.
Soit £ = (£ =& = &",(Ls,4s)1<s<r, "€ = E") un point d’une strate

Cht, et (&), (£5), (£)), (€5) les filtrations induites de £, &', £", 7€.

Définition. — (i) On appelle “bon” sous-objet d’un tel point E tout couple
(F,F") de sous-fibrés mazimauz de £ et E' tels que

o F— FetrgF =1gF
e il existe s € rt vérifiant
Es- CFCE, E-GF CF
e e plongement o
Es[Es 2 EJIE] — E/E,-
envoie "TFNE,|TFNEs dans FINEF NE!_.
(ii) Un tel “bon” sous-objet sera dit

o detypel sis=r1=0" ousi" F+E&, ="E&,

o detype Il sis>r =0% et "F+&,- ¢ €.

Considérons un polygone convexe de troncature p : [0, 7] — Ry

0 r
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Lemme. — (i) Les deux conditions suivantes :

(@ Pour tout ser Urt, ona
p(s) =1 <deg& — 2 deg& < p(s).
e Pour tout “bon” sous-objet (F,F') de E, ona
deg F — % deg& < p(rg F)
si (F,F') est de type 1, et

deg F — 2 deg £ < p(rg F) — 1

| si (F,F') est de type II.

définissent un ouvert Chtz’ﬁ <P de Cht;.
(ii) Il existe un unique ouvert Cht"P<? de Cht” dont la trace dans chaque
Cht; est ChtZ”_’ <P,
Remarque : On a en particulier Cht™? <? N Cht" = Cht™P <?.
Donnons une autre description des troncatures sur les strates.

Pour tout entier 7/, on a un morphisme représentable, fini, surjectif et
radiciel

" Cht — Cht"”
g — £ g < 7€
¢ > a
7'5 'rgl

et donc, on a un morphisme fini, surjectif, radiciel

Cht, — Cht"™ xx"™ Cht xx -+ xx " Cht
—  Cht"* Xx Cht™ X X,Frob " * * X X,Frob Cht"*

au-dessus de Idx x Froby.

Revenons au polygone de troncature p : [0,7] — Ry et fixons un degré
dez.
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Pour 0 < s < 7, soit d(s) I'unique entier tel que
s
d(s) — —d €]p(s) = 1,p(s)].

On pose
dy = d(ﬁ) = d(Tl) - d(O)

p1(0) =pi(r1) =0
p(s) =d(s) — ;—ld(rl), 1<s<rg,
et, pour 2 <1 <k,
di=d(ri+---+mr)—diri+---+ri_1) — 1
pi(0) = pi(r;) =0

pi(s) = dlri+---+ri1+s)—dri+---+7rig)—1
- ;[d(rl'f'""i‘ri)_d(7"1+"'+7‘i_1)—1],1§3§7"Z-,

Lemme. — L’ouvert Cht;’d’pgp C Chtz’d est l'image réciproque par le mor-
phisme fini, surjectif radiciel

Cht; — Cht™ X x Cht" XX,Frob X oeee XX,Frob Cht"*

de l"ouvert
Chtn,dl,ﬁﬁpl e X Chtrk,dk,ﬁﬁpk )

Remarque : Cela implique que la cohomologie de Cht;’d’5 SP est “r-négligeable” .
On dit que le polygone p : [0,7] — R, est “assez convexe” si tous les sauts
de pentes

[p(s) —p(s —1)] = [p(s) — p(s + 1)] = Ip(s)

sont assez grands.

Proposition. — Si p est assez convexe (en fonction du genre de X), le
morphisme
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Cht"™P<P — X x X x (A'/G,,)" ™"
est lisse.
Théoréme. — Si p est assez convexe, (Op(s) > 2, Vs), le morphisme

Cht"®P<P 4 X x X

est de type fini et propre (en particulier séparé).

Théoréme. — Dans

Chtr’ﬁsp/az o H Cht™®P<P ’

1<d<r|deg(a)|
les correspondances de Hecke f € Hj stabilisent ['ouvert des chtoucas
Cht™P<P /q*

“au voisinage de leurs points fizes”.
Passons maintenant aux

Structures de niveau
Soit donc N < X un niveau, c’est-a-dire un sous-schéma fermé fini.

Le morphisme de restriction de X a N

Les foncteurs
E(=fibré sur X x §) — € ®oy, s Onxs =& ®o, Oy =En

définissent un morphisme

- ®ox On

Res : Cht" XxXxX (X—N)X(X—N) CT’N

ol C™N = champ classifiant les

e & fibré de rang r sur N x S,
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e Lq,...,L,_1 fibrés inversibles sur S avec sections /¢1,..., £, _1,

e homomorphisme complet
=€

dont I'image dans (A'/G,,) "' (N x S) est

(L1, )29 (Lo, b g)®@D)
Il consiste en des homomorphismes partout non nuls

T(ASS@ ®£§’(S‘”)&> NERR LI 1<s<r,

t<s t<s

qui vérifient en particulier

ANy = (H 4‘1‘”(5‘“)-%.

t<s

La condition
7€ = & isomorphisme (&< £y, ..., £, inversibles)
définit un ouvert dense de CV
Cy" = e/GL,(Oy) = champ classifiant de GL,(Oy)
qui admet pour revétement fini étale galoisien
Cng = ® = SpecF, .
Cht" est 'image réciproque de C(Z’N par Res et

Cht}n\, = [Chtr XXXX(X — N) X (X — N)] XC(;,N C}‘V,@ .

Théoreme. — (i) Si p est assez convexe en fonction du genre de X et de N,
(q,Res) : (X —N)x (X —N)xxxx Cht"?<?/¢* — (X —N)x (X —N)xC""

est lisse.
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(i) Si L est un faisceau L-adique sur C™N supporté par le bord C™N — Cg’N,
les faisceauz de cohomologie

R q,(Res)* L

sont lisses sur (X — N) x (X — N) et r-négligeables.

Corollaire. — SiC} = champ représentable sur C™ qui prolonge le revétement
Chvp de CpY,

Chti?=<P = [(X = N) x (X — N) X xxx Cht"P=P] xcrn Chy

est lisse sur (X — N) x (X — N) x C% ; il contient Cht'?<? comme ouvert ;

la cohomologie de ChtiP<? — ChtP<? est r-négligeable.

S’il existe C}, tel que
e C%, projectif sur C™V )
o Cl; lisse, oui si N réduit

? si N a des multiplicités
e Cy — Cyy=DCN

alors WA’?SP vérifie :
o W]\’?Sp/az propre sur (X — N) x (X — N),
e lisse sur (X — N) x (X — N),
e bord = DCN relatif et strates r-négligeables.

Soit C% — C™V le champ classifiant les familles
(5;[:1, ces Loyl g TE = 5)
comme plus haut + homomorphisme complet

&= Ofys
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d’image (£1,41), ..., (Lr_1,4,_1) dans (Al /G, )* 1(IV x S), représenté par des
homomorphismes partout non nuls

NERQ LYV I A0y, 1<s<T,
t<s

vérifiant en particulier

Av, = (H egs—t)),vs

t<s

et la condition supplémentaire

Ty = Vs O Uy .

Ch s’envoie dans I'ouvert C"™" de C™* ol les u, sont partout non 7-nilpotents.

Lemme. — C¥, est un revétement fini, plat, ramifié de C'"™N qui prolonge le
revétement étale Cy 4 de Cg’N.
11 est lisse sur (Al /Gy, ) 1.

Lemme. — L ouvert Cht” de Cht” image réciproque de C'™N est aussi défini
par la condition que pole, zéro et dégénérateurs évitent N.

Théoréme de stabilité. — Soient £, F deux points de Cht"P=<? ¢ valeurs
dans un trait.

On suppose que leurs générisations g,, et .7?,, sont deux chtoucas images
lun de autre par une correspondance de Hecke (éventuellement composée
avec des puissances de Frobe,, Froby). B

Alors, si x € {pole, zéro, dégénérateurs de la spécialisation &}, il existe
x' € {pdle, zéro, dégénérateurs de la spécialisation .7?3} et n,n' €N tels que

Frob™(z) = Frob™ (') .

Corollaire. — Le champ

7_, e ———
ChtRF =P fa® = [(X = N) x (X = N) xx.x Cht™<7 /%] x o C

—_—
= ChtT,pSP X, N CX/"
vérifie :
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o Cht\P<? /% = ouvert dense,

o lisse sur (X — N) x (X — N),

e bord = DCON relatif,

e cohomologie du bord (et de ses strates) r-négligeable,
e i/ est stabilisé par les correspondances de Hecke,

o Vouvert Cht?=? /a” est stabilisé “localement au voisinage des points
fizes”.

V. Critere valuatif de propreté. Stabilisation globale et
locale

On fixe toujours :
X courbe projective, lisse, géométriquement connexe /F,

r = rang, d = degré, p : [0,7] — R, polygone convexe de troncature.

On cherche a prouver que
Chtradal_)gp (D Chtradyﬁ Sp)

vérifie le critere valuatif de propreté.

Soit donc :
A = anneau de valuation discrete,
K4 = Frac(A),
ka4 = corps résiduel,
74 = uniformisante.

On considere la surface réguliere X @ A :
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XOK,y XOKy

XOA | _| i oc A
Kay KAXSp X

SpecA ] —e———o—

On a noté Ax I'anneau local dans X du point générique de sa fibre spéciale

X ® k4. C’est un anneau de valuation discrete. Son corps résiduel k4, est
le corps des fonctions de X ® k4 et son corps des fractions est le corps des

fonctions de X ou de sa fibre générique X ® K 4.
On se donne un point

£ € Cht™P=P(K,);
on cherche a montrer qu’il a un prolongement unique dans
Cht™*P=<P(A) .
On écrit
5~:(5<—>5'<—75"<i 7€)

comme diagramme de fibrés sur X ® K4.
Soit
V = fibre générique de &,&’, £"
= espace de dim 7 sur K4, muni de

V=V (V = “p-espace”) .

Lemme. — La catégorie des fibrés sur X QA (surface réguliére) est équivalente
a la catégorie des fibrés sur la courbe générique X @ K4 munis d’un réseau
de leur fibre générique.

Tout Ax-réseau M dans V induit

EM) — E'(M) <« E"(M) fibrés sur X ® A
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ou les quotients sont automatiquement supportés par les graphes de
00,0 :SpecA = X.
Par restriction, on a
EM ey &M (5 ™ fihrés sur X @ Ka
dont la fibre générique est
VM = M/ma M .
C’est un chtouca sur A si et seulement si
M = “p-réseau”
au sens que
% i> 1% induit ™M = M.

Fait : Il y a unicité (Cht" est séparé) mais pas nécessairement existence du
(p-réseau.

De plus, méme s’il y a un ¢-réseau, son chtouca induit peut étre en dehors
de Cht™*P=P,

Définition. — Un “p-réseau itéré” M relativement a des entiersdy, ... ,d,—1 >
0 est un Ax-réseau M de V tel que, si on pose

—(¢-1)
us = ( H Wit(s_t)) ANu, 1<s<r,

1<t<s

alors chaque u, induit un morphisme bien défini
ug: AN°M — AN M
dont la restriction U, a A*(M/mqa M) = A* VM vérifie

a, #0 et "A°VM =Ker(u,) ® "Im(a,).
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Autrement dit, un “p-réseau itéré” M est un p-réseau tel que ’homomor-
phisme complet "M = M induit par u ne présente par de 7-nilpotence, méme
en réduction mod. 4.

Proposition. — Quitte a remplacer A par une extension finie totalement
ramifiée, le p-espace V admet des p-réseaux itérés.

Lemme (Drinfeld). — Quitte a remplacer A par une extension finie totale-
ment ramifiée, le p-espace V' admet des réseaur M qui vérifient

e u envoie "M dans M,

o T : VM VM plest pas nilpotent.

Démonstration. — Soit ¢ : V — V le morphisme 7-linéaire associé a
w:V-—=V.

Soit z : V — {0} — R une valuation quelconque.

Alors ("))
. i HE0)
Ty 10— Ty(v) = Jim 7

est aussi une valuation et elle vérifie

2a(0(v) = q- 3, (v), Vo #£0.

On vérifie que z, est nécessairement & valeurs dans un % 7.

Quitte a remplacer A par une extension finie totalement ramifiée, on peut
supposer que z, prend la valeur 0.

Alors {v € V, z,(v) > 0} = M répond a la question.

Corollaire du lemme. - Si V désigne la complétion de V, il admet un
sous-espace V' # 0 qui posséde un p-réseau.

Démonstration. — Pour M comme dans le lemme et M sa complétion,
prendre
( N gon(m)@gx@ =
n >0
Démonstration de la proposition. — Chercher un réseau M dans V
revient a chercher un réseau M dans V.

D’aprés le corollaire, il existe une filtration croissante (Vi) de V' par des
sous-espaces V; de dimensions s € r* telle que chaque V;/V,- admette un
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p-réseau M\s. Soit Mé un réseau de I73 dont 'image dans 178/ ‘75— est ]\A/_fs.

Alors
M= ( 11 7rff{>M;
sert “tert
t<s
répond & la question si les dy, t € r~ N, sont assez grands. O

Soit M un p-réseau itéré de V.
Son type est 'unique partition r telle que

d,>1escrnNrt, 1<s<r.
L’homomorphisme complet
VM vM o (ouVM = M/ma M)
consiste en
e une filtration croissante (VM) de VM avec
igVM =5, ser nrt,
e une filtration décroissante (Viw) de "VM avec
TyM _ TVSM & Vi\/f,
e des isomorphismes

VIV VM sert

Définition. — Un sous-espace W de VM est dit “bon” si
o il existe s € 't tel que VM ¢ W C VM,

o lisomorphisme Vo [V 5 VM VM induit

VinTw = wivM .
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Transformation “élémentaire” des ¢-réseaux itérés : Soit M un ¢-
réseau itéré relativement a dq,...,d._1 et notons r son type.
Soit W un “bon” sous-espace de VM de rang w. Alors

M' =Ker[M - M/ma M =VM o VM /W]

est un @-réseau itéré relativement ¢ di,...,d,_; ou d, = ds si s # w et
d,, =dy,+ 1. Le type r' de M' est donné par

Pt =rtu{w}.

Théoreme. — Tout p-réseau itéré M de V peut-étre transformé par une
suite finie de transformations élémentaires dans un sens ou dans l’autre en
un p-réseau itéré M' qui induit un point de Cht"*P<P (A).

Ce M' est unique.

Revenons au diagramme de fibrés sur X ® x4
EM — &M > g"™  (de fibre générique VM)

induit par un @-réseau itéré M.
On a des filtrations induites par des fibrés maximaux

(E), (€M), (€M) et (€))
plus des isomorphismes bien définis génériquement

(EXJENY ~o (E1M jgmy

Lemme. — Pour tout s € v~ U rt, on a un diagramme de morphismes
partout bien définis :

det(EM)

|

det(TEM) —  det("EM/EM) s det(E™) <  det(EM)
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De plus, EM/EM est plongé dans £&M/EM qui est de dimension 1 et
supporté par co(EM) = co(k4).

Corollaire. — Pour tout s, il existe un unique point x(EM) sur X tel que

det (7€) = det(£})(co(EM) — x(£]7)).

C’est le “dégénérateur” en rang s.

Si W est un “bon” sous-espace de VM, on note £ le sous-fibré maximal
de &M qu’il engendre.

Lemme. — Pour tout bon sous-espace W ¢ VM de rang w et si M' désigne
le transformé élémentaire de M par W, on a deux suites exactes canoniques :

0 EW 5 7eM _y TgM g
ToM ToM =M’

0—="¢&, =" —=€&, =0

De plus, on a un plongement canonique
EM oy gM
et le quotient EM/EM' est de dimension 0 ou 1 sur k 4.
Démonstration. —
M' C M induit EM — £M

et
a4 M C M induit EM — M

On a méme E(M') = Ker [E(M) — E(M)/EM]. On remarque que, bien siir,
deg EM = deg EM', et qu’on a d’apres le lemme

degEM —degEM =0oul, Vsertu{w}=r".

Proposition. — (i) Si W est un “bon” sous-espace de M, on a un isomor-
phisme canonique

det("EM) = det(EM) (0o (EM) — z(EM))

w
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pour un unique point £(EM) avec
o(&)) = 2(&7) ou @) si VW VY.
(i) Pour tout s € r* U{w}, on a
c(EM) = x(EM) si degEM = degEM

2(EM') = Frob(z(EM)) si deg€M = deg&M +1.

Esquisse de preuve de (ii). — Notons co = co(EM) = co(EM), =z, =
(EM), 2. =z(EM). SidegEM = degEM + 1, il existe un point y et un
isomorphisme canonique

det(£M) = det(€X)(y)
En comparant avec
T det(EM) 2 det(EM) (00 — z,)

Tdet(EM') 2 det(EM) (00 — 2)
on en déduit
y=xz5; et z.=r7(xs)
ou bien
y=7(y) et z.=ux,.

On peut exclure le second cas. O

On en déduit :

Théoréme de stabilité globale. — Soient £, F deuz points de Cht"? <P(K ,)
qui se correspondent au sens de Hecke et qui se prolongent en des points de
Cht"P=P(A).

Alors les ensembles constitués par les poles, zéros et dégénérateurs des
spécialisations de E et F ne différent que par des puissances de Frob.

Démonstration. — Les correspondances de Hecke n’agissent qu’en un nom-
bre fini de places donc £ et F ont méme fibre générique V.
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Leurs spécialisations sont de la forme EM, FM' avec M, M' = 2 p-réseaux
itérés dans V.

D’aprés la proposition (et le fait que M, M’ peuvent étre reliés par une
suite de transformations élémentaires), il suffit de montrer que les dégénéra-
teurs z; = z(EM) et 2’ = z(FM) [note : on a donc remplacé M’ par M!]
different par une puissance de Frob.

On a par définition

7 det(EM) = det(EM) (00 — z)

T det(FM) = det(FM) (oo — )

et aussi
det(fsM) o det(E;VI)(E m,x,)
d’ou
(o) — zs) + Z m,(7(z,) —x,) =0
et

z, € 7%(z4) .

VI. La démonstration du critere valuatif de propreté

On considére donc un point £ = (£ — & +— &" < 7€) de Cht"*P<P
a valeurs dans le corps des fractions K4 d’un anneau de valuation discrete
A. On doit montrer que (quitte & remplacer A par une extension finie) il se
prolonge en un unique point de Cht"*?<? j valeurs dans A.

Ce point correspondra nécessairement a un @-réseau itéré M dans la
fibre générique V' de € ou, ce qui est équivalent, son complété M dans V =
% ®KAX KAX .

Tout p-réseau itéré M de V induit une partition r,, = (r=ry+---+7rg)
et une filtration de V par des sous-g-espaces ‘A/S(M ) de rangs s € {0, 71,71 +
Toy .oy T =1 UTh

L’application

Wis WM = M AW /ma(M W)

42



induit une bijection de ’ensemble des sous-p-espaces W de V compatibles
avec la filtration (V,(M ))seﬁj_\JUﬁL (c’est-a-dire compris entre deux V(M)
consécutifs) sur 'ensemble des “bons sous-espaces” de VM = M/ry M.

On a noté E(M), £'(M), E"(M) les fibrés sur X ® A qui prolongent &,
&', " suivant un @-réseau itéré M et EM, '™ £"M Jeurs réductions modulo
m4. Celles-ci sont munies de filtrations croissantes (EM), (€M), (EXM) par

des sous-fibrés maximaux de rangs s € rj; U [L et 7€M est muni d’'une
. , . =M , .
filtration décroissante (£, ) par des sous-fibrés maximaux de rangs r — s tels

que "EM N Eﬁd =0, Vs. De plus, se donner un “bon sous-espace” de rang w
de VM équivaut & se donner un “bon sous-objet” EM «—— M > gM" e
rang w dans EM —— &M - g"M

Un @-réseau itéré M induit un point de Cht™*?<P (A) si et seulement si
il vérifie les conditions suivantes :
(1) Pour tout s € ry; Nri;, le faisceau de torsion TSM/(EiM ® TEM) est de
degré 1.

our tout s € rj;, 'homomorphisme £,- /, — M est, partou
2) Pour tout &, Th hisme €. JEV — "M /€M st partout
bien défini et inversible sur X ® k4, le faisceau de torsion £M/EM est de
degré 1 et on a &M = EM gi s < 7.

(3) Pour tout s € 7y, on a "EY 4 M = rgM,
(4) Pour tout s € vy, N7, on a degEM = d(s).
(5) Pour tout “bon sous-objet” £ de rang w, on a

deg EM < d(w) si. EM est de type I, et
deg EM < d(w) — 1 si. &M est de type IL

Lemme. — Pour tout p-réseau itéré M de V, on a

(i) Tous les faisceaux de torsion "EM /(TEM @ Ei\l) sont de degrés 0 ou 1.

i) Si sg € vy Nriy, la condition (1) est vérifiée par tous les s > sq si et
( ) M M p
seulement si la condition (2) l’est par tous les s > sg.

O

On passe d'un @-réseau itéré M a un autre par des transformations
élémentaires “3 la Langton” associées ici aux “bons sous-espaces” W de VM,
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Proposition. — Soit W un bon sous-espace de VM de rang wy (ou, ce qui
est équivalent, un bon sous-objet 5,% de EM ou un bon sous-g-espace W de

~

V) et
M =Ker[M — M/ma M =VM o VM /W]

le transformé (élémentaire) de M par W ou W. Alors

(i) On a des isomorphismes canoniques

EM’ o~ TEM/TEM

TOM ~ T M’ =M’
wo wo ? g’wo - g /g’w() -

(ii) On a des plongements canoniques

M M
Ewo  Euo >

EM/EM sy gMjEM"
dont les conoyaux sont de torsion et ont méme degré égal a 0 ou 1. Ce degré
est 1 si et seulement si w
wo

e e e, ¢ TEM.

Dans cette situation, la partition de r et la filtration de V associées & M’
sont données par

rip =i U{we} Ve (M)} = {Vi(M)} U {W}.

On dit que M est un transformé réciproque de M’'. Il est uniquement
7 . ’ I — +
déterminé par M’ et par le rang wy € v, N1y
On considere aussi les suites finies de ¢-réseaux itérés

M=MypM 2...2 Mj,=M

ou chacun est le transformé élémentaire du précédent par un méme sous-¢-
espace W de V de rang wg. On dit que M’ est le transformé strict de M par
W si

e = £l = = el 2l

et on dit que M est le modifié maximal de M’ par W (ou en le rang wy) si
My _ oMy _ .. _ oM,
gwoo o Swol - ‘S‘wol’c

et si I'une des deux conditions suivantes est satisfaite :
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e ou bien W ne figure pas dans la filtration canonique {V,(M)}, de V
associée a M,

e ou bien u
ToM e ToM
Swo @ Swo c M.

Enfin, on dit que M est le transformé réciproque strict de M’ par W (ou en
wy) s'il existe k', 0 < k' < k tel que

M()_ — Mk’—l M/_ — Mk
EMy = = Ly EMY = ... =Y

et que M, soit le modifié maximal de My, ; en le rang wy.

Voici les deux résultats fondamentaux qui assurent 1’existence de trans-
formés stricts, de modifiés maximaux ou de transformés réciproques stricts :

Proposition. — Soient M un @-réseau itéré de 'V et W un sous-p-espace de
rang woy de V' compatible avec la filtration {V,(M)} et tel que

deg EM > d(wy) .

Alors M admet un transformé strict par w.

Démonstration. — C’est la proposition 14 du paragraphe 2d de [Lafforgue,
1998]. O

Proposition. — Soit {Ww} une filtration du @-espace V.

Alors, pour tout p-réseau itéré M dont la filtration de V associée est
contenue dans {W,} et pour tout élément Wy, € {W,}, M admet un trans-
formé réciproque strict (et a fortiori un modifié maximal dont la filtration
associée comprend Wwo)/gu bien un modifié maximal dont la filtration as-
sociée ne comprend pas Wy, quitte a remplacer A par une extension finie
(éventuellement ramifiée) qui ne dépend que des pentes minimales pu~ et
mazimales p* de tous les sous-quotients EM JEM.

Démonstration. — Si Wwo figure dans la filtration de V associée & M ,
I'existence d’un transformé réciproque de M par W,,, est la proposition 15
du paragraphe 2d de [Lafforgue, 1998] corrigée par la remarque qui suit la
proposition II1.11 de [Lafforgue, 2002]. La preuve passe par la construction
de structures de niveau I = N (de degré assez grand en fonction de toutes
les p* et u~) sur les EM. On choisit le niveau I = N en dehors des pole, zéro
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et dégénérateurs et on remarque que si on a mis des structures de niveau N
pour un @-réseau itéré M de chaque type r dans notre famille, on en a pour
tous car on peut toujours passer de I'un a l'autre par des transformations
élémentaires par des Ww

La conclusion de la proposition résulte alors de ce qu’il n’existe pas de
suite infinie de p-réseaux itérés

M=My¢gM G...¢ MG ...

ol, pour tout indice k, My, est le transformé réciproque de M, par Wwo et
les plongements

E%k SN 5%k+1 ’ ng+1/g%k+1 3 ng/guft/ék
sont des isomorphismes. O

Armé des trois propositions précédentes, on peut combiner des suites
de transformations élémentaires des (p-réseaux itérés dans un sens ou dans
I’autre pour obtenir :

Proposition. — Soient M un @-réseau itéré dans V et {Ww} une filtration
de V' par des sous-p-espaces qui_est la réunion de la filtration canoniquement
associée a M et d’un élément W, tel que

deg £M > d(wy) .

On suppose que pour tout w > wo [resp. tout w # wo| dans la suite des
rangs de {Wy}, on a

Alors, quitte a remplacer A par une extension finie qui ne dépend que de
la filtration {Wy} et des pentes minimales p~ et mazimales ut des gradués

5%/5%, on peut construire par une suite de transformations élémentaires
a partir de M un p-réseau itéré M' tel que :

e La filtration de li/\associée a M' est contenue dans {Ww} et elle com-
prend [’élément W, .
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e Pour tout rang w > w [resp. w # wo] tel que W figure dans la
filtration de V associée ¢ M', on a l'égalité deg EM' = deg EM et des
1somorphismes canoniques

EMjgM =y gM' jemr g o M > g

w

MI ~ M MI —M' ~ M =M -
EL — &), TES/E, — TES/E, s stw <wyg,

avec donc o
E, +7EN cTEM

e Ona degé’%' = degé'% —1et
=M ToM ToM
Ewg T "€y & 7€ .
e On a des plongements canoniques
EM JEM o gMI/EM 4y > g
et
M’ M
Euwy  Eup
[resp. et EM'JEM 5 gM JEM' fqy < auy).
Démonstration. — Traitons d’abord la premiere assertion. .
Comme deg £, > d(wg), M admet un transformé strict M" par W,.

Si le conoyau du plongement canonique £V /€ % —y gM! /€ gf est 0, on
0] 0

pose M? = M*.
Si au contraire il est de dimension 1 sur x4, on note M? le transformé
réciproque de M?! par WwaL (il existe, quitte & avoir remplacé A par une ex-

. . , , , . =M1 1 1
tension finie comme dans I’énoncé, car nécessairement £,,+ + 7€ Mg TeM).
0

Puis on note w3 = wy et M3 le modifié maximal de M? en le rang ws,

wy = w3 et M* le modifié maximal de M? en le rang w, et ainsi de suite,
jusqu’a atteindre un rang wy tel que wi = r ou que W,, figure dans la
filtration de V associée & M*, et alors on s’arréte.

On remarque qu’il y a un isomorphisme canonique

eMjEM = M e
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Cest évident si le plongement £ /€M —— £M' /€M est un isomorphisme
0 0

puisqu’alors on a posé M? = M'. Dans le cas contraire, il suffit de prouver

que le plongement

’TM2TM2E_M1 M mM! TeM' ~ ToM jToM
£ /€w0+_€w5r<—>€w0/€woﬁ ‘sw;;— E /€w0+
est un isomorphisme. Or on a
M T oM!? M ToM?! ToM?!
5,“,3— ©® gw(‘]" - gwo + 5w(-)|- & £

a1 S V.5 D
dont la premiere inclusion est une égalité et on obtient Eﬁ){-)r = 51]1\]40 / Sf,\i N
Al
TE i‘)ﬂl, puisque le quotient TEM" / (Euﬂjgr ®7E %1) est de dimension 1 au plus.
0 0

A partir de 13, il est facile de voir que :
e Ou bien M' = M¥* satisfait toutes les conditions requises dans I’énoncé.

e Ou bien il les satisfait toutes sauf la troisiéme, on a 1’égalité deg S%' =
deg Eu]‘g et des isomorphismes canoniques

EM jeM =y gM/EM Yy > g,
gMT =, gl

Dans le premier cas, on a terminé. Dans le second cas on recommence
a partir de M’ ce qu'on a fait & partir de M (sans avoir a augmenter a
nouveau 'anneau A) et ainsi de suite. Comme A ne change pas, on aboutit
nécessairement au bout d’un nombre fini de pas.

Voyons maintenant la deuxiéme assertion.
On commence par appliquer & M le processus ci-dessus pour obtenir un
p-réseau itéré M qui vérifie les conclusions de la premidre assertion.

Si le conoyau du plongement canonique Eu]i/{l — ng_ est 0, on pose
0

M? = M. ’
Si au contraire il est de dimension 1 sur k4, on note M 2 le transformé
réciproque de M! par W (il existe et vérifie deg Ef_? = deg Su]i/f_l +1 =
0 0]

M p . =M1 1 1
deg EM car nécessairement £, - + TEM ¢ TEMY),
Wo Wo Wo
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Si deg £M° = deg EM' = degEM — 1, on note M? le modifié maximal de
M? en le rang wy et si au contraire deg. EM = degEM +1= deg EM . on note
M? le transformé strict de M 2 par Ww0 La filtration de V associée 3 M3
comprend 1’élément Ww0 (sans quoi M? se déduirait de M par une suite de
transformations élémentaires réciproques et on aurait deg 5% > deg 5% ).

Puis on note wy = wy, et M* le modifié maximal de M en le rang wy,
ws = wy et M° le modifié maximal de M 4 en le rang ws et ainsi de suite,
jusqu’a atteindre un rang wy tel que W, figure encore dans la filtration de
V associée & M}, ou que w;, =0, et alors on s’arréte.

Le g-réseau itéré M' = M* vérifie deg £} = deg 5%1 =degEM —1etil
est dans I'un des deux cas suivants :

e Ou bien le plus grand rang w < wy tel que W figure dans la filtration
de V associée & M’ vérifie deg &, M — deg EM et alors M’ satisfait toutes
les conditions requises dans I'énoncé.

e Ou bien ce plus grand rang w < wq vérifie deg EM' = deg EM — 1

Dans le premier cas on a terminé. Dans le second cas, on recommence a
partir de M’ ce qu’on a fait & partir de M! et ainsi de suite. Comme ’anneau
A ne change pas, on aboutit nécessairement au bout d'un nombre fini de pas.

O

Il faut remarquer que dans la construction de cette proposition, le sous-
ensemble des rangs w > wy [resp. et celui des rangs w < wo| de la filtration
{W,} tels que W,, figure encore dans la filtration de V associée & M’ est
constitué de tous ceux plus grands [resp. plus petits] qu'un certain rang.

Il en est de méme des deux sous-ensembles (contenant les précédents) des
rangs w > wo [resp. et des rangs w < wg] de {W,} tels que degEM' =
deg EM. En tous les autres rangs w (qui donc constituent un intervalle con-
tenant wp), on a deg EM' = deg EM — 1.

La proposition ci-dessus est complétée par :

Corollaire. — Dans la situation de la proposition, supposons de plus que
pour tout rang w > wy de {W,}, on ait

EM LM — TgM
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Alors pour tout rang w > wq tel que W figure encore dans la filtration
de V associée a M', on a toujours

EN poTEM = e
et on a gagné la propriété supplémentaire

=M’ ToM ToM
£l 4 TEM = TEM

Démonstration. — Pour tout rang w > wy tel que W, figure dans la
filtration associée & M’, on a des isomorphismes canoniques
MjoM ~. oM oM’ =M~ M
EVE, —ETE, &y, — &,
donc on a seulement besoin de montrer que
M’ TeM' _ rtoM
Ewo T+ 5w;; =TEN .

Il suffit de le faire dans le cadre de la premiere assertion de la proposition
et pour cela on renvoie a la fin de la démonstration de la proposition 12 du
paragraphe 2c de [Lafforgue, 1998]. a

On est maintenant paré pour donner la démonstration de la partie d’exis-
tence du critére valuatif de propreté pour le champ Cht™ %P <P
On rappelle que le polygone de troncature

p:[0,7] = RT
est convexe et méme qu’il vérifie par hypothese
(') —p(r' = V)] = [p(r' +1) =p(r)] > 2, Vi 0<s <r.

Pour tout ¢-réseau itéré M dans la fibre générique V de &, la réduction
EM de £(M) modulo 74 est munie de sa filtration canonique (Eé‘]’[)weﬁl Urt,-
A toute filtration (€M), cw- uw+ de EM qui est constituée de bons sous-objets
et raffine la précédente, on peut associer son polygone [0,7] — R c’est-a-dire
la ligne brisée qui joint les points

w
w— degEM — —d, wew Uwt.
r
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Parmi tous les polygones ainsi formés, il y en a un qui est plus grand que tous
les autres. On le note p™ et on peut I'appeler le polygone canonique de M.
Il n’est pas nécessairement convexe mais sa restriction a chaque intervalle
[r' '], v € ryy, est convexe et il vérifie
w
M (w) = degEM — —d, Vwer,Url,.
r

On peut mesurer son défaut de convexité par le nombre

pt= > max{0,[pY (" +1) =" (") - [B¥ (" + 1) = ¥ ()]}
o< <r" <r
qui prend ses valeurs dans ﬁN et qui vaut 0 si et seulement si le polygone
pM est convexe.

Au début de ce paragraphe, on a dressé la liste des propriétés (1)—(5) que
doit vérifier un p-réseau itéré M pour définir un point de Cht"®P <P (A) qui
prolonge €.

Démonstration de 1’existence d’un tel réseau. — On commence par
choisir un @-réseau itéré M° dont le type 7,50 est minimal au sens que si M
est un @-réseau itéré pouvant étre joint & MO par une suite de transformations
élémentaires dans un sens ou dans I’autre, il est impossible que son type 1,
vérifie ri; ¢ rio.

Quitte & transformer M? en sens réciproque suffisamment de fois en tous
les rangs w € 1,07} ,0 (c’est possible indéfiniment puisque 7,70 est minimal),
on peut supposer que

0 —
deg EM" > d(w) + 1, Yw € rye Nrio-
Partant de M, on construit par récurrence une suite M°, M*, ... M* ...
de ¢-réseaux itérés en procédant de la maniere suivante :

Supposant M* déja construit, on considére son polygone canonique TJMk.

e Si pM* < p, on arréte la construction.

e Sinon, le maximum des p™" (r'y = p(r'), 0 < 7' < r, est un entier > 1.
Si wy, désigne le plus grand entier 7' ol il est atteint, il existe dans &M ¢
. . Mk
un unique bon sous-objet £, ° de rang wy tel que

degz‘,'é\)ilc - % d=p"" (wy).
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On applique alors & M* et au bon sous-objet £} * de £M" 1a construction (de
la deuxiéme assertion) de la proposition précédente et on définit un p-réseau
itéré M**+! qui vérifie en particulier

— le rang wy, figure dans le type de M**! et

k+1 k
degé'wj‘/IkJr =deg5ka -1,

— tout rang w # wy qui figure dans le type de M**! figure aussi dans
celui de M* avec

deg ngkﬁ = deg Sffk ,

— en tout rang w qui figure dans le type de M*, on a

degEM* — 1,
deg 6u]§4k+1 _ )
ou deg)"

— il y a des plongements canoniques dans un sens ou dans l'autre entre
les gradués de EM* et de EM*" et tous sont des isomorphismes sauf
un exactement (dont le conoyau est de dimension 1 sur x4) de chaque
coté de wy,.

On a pu supposer que M? vérifie la propriété (1) et d’apres la proposition
précédente il en est de méme de tous les M*. IIs vérifient aussi la propriété
(2) qui est équivalente a (1).

Il résulte de la construction et des propriétés habituelles des polygones
canoniques de Harder-Narasimhan que tous les M* vérifient :

e Pour tout rang w qui est dans le type de M*, on a

deg EM* = pM"* (w) + %d > d(w) .

e On a toujours
Mk+1 Mk
Iz <p

. k+1 k , .
et si uM " = ™", on a nécessairement

M <Mt et M £ M
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Cela impose que la suite des M* s’arréte en un certain indice ky. Le
p-réseau itéré M* = M' répond alors & la question posée :

On sait déja qu’il vérifie les propriétés (1) et (2).

De plus, son polygone canonique 7™ satisfait 'inégalité

M <p

si bien que M’ vérifie la propriété (4), que pM' est un polygone convexe et
que pour tout bon sous-objet 53,4’ de EM' on a

deg M < d(w).

Il reste seulement & montrer que si £Y " est un bon sous-objet de type II,
on a meme
deg M < d(w) -1

et que M’ vérifie la propriété (3).
Considérons ’ensemble des indices k& < kg tels que

max {p""(r') = p(r')} =1.

0<r' <r

Ils forment un intervalle [k1, ko[ et tous les polygones PM* . ki < k < kg, sont
automatiquement convexes.
On a
deg(EM™) = d(w) + 1, Vwe€r ., Nrl

LMk Lk
si bien que le rang wy, est supérieur ou égal a tous les rangs du type r, 4, N
z;[kl de M*1 et la suite des rangs wy, k1 < k < ko, est strictement décroissante.
D’apres le corollaire précédent, chaque M**! k; < k < kg, vérifie la pro-
priété (3) en tous les rangs w > wy de 741 N7}y et finalement M’ vérifie
la propriété (3) en intégralité.
Enfin, soit £ un bon sous-objet de £M’ tel que

deg EM' = d(w)
et soit Ww le sous-espace associé de V. Comme

I_ijgp_'_la lekSkOa
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Ww est compatible avec les filtrations de V associées & tous les M ok <k <
ko.

Si w < wy,_1, le bon sous-objet EM' est nécessairement de type I. Sinon,
il existe un entier ko, k1 < ko < kg, tel que

Wg, < W < Wey—1 si ki< kg,
ou
Wi, <w<r si kg =k,

et on doit avoir
d(w) = deg EM' < deg M7 < --. < degEM” < d(w)

si bien que ces inégalités sont des égalités.

Ce n’est possible que si le bon sous-objet Eu]‘jﬂ est de type 1. En effet, le
plus grand rang < w qui figure dans le type r;, de M’ est égal & 0 (auquel
cas 55‘]/[' est de type I) ou de la forme wy, avec k1 < ky < k3 < ko. Dans
ce dernier cas, TEM™ [ TEM™ o Ei\i’s / ?u]\i’ N 7EM" admettent deux filtrations
dont les gradués sont isomorphes et 1'égalité des degrés

deg Szﬁlks = degEM'

impose
Lo, + TEM = TEM
ce qui signifie que E,ﬁ/"' est de type I. O

Remarques :

e On voit qu’ici chaque M**+! est construit a partir de M* en choisissant le
rang wy, qui réalise le maximum de 7' — pMr(r') — p(r') et qui est le plus
grand pour cette propriété.

C’est différent de la procédure indiquée dans I’article [Lafforgue, 1998] (fin
de la preuve de 'existence du prolongement page 1034) oli 'on prenait un
bon sous-objet EM* de EM" vérifiant deg EM" > d(w) et de rang w maximal
pour cette propriété. Comme Yakov Varshavsky I’a indiqué a ’auteur, cette
procédure n’aboutit pas en général (dés le rang r = 3). Il faut choisir le rang
wy, & chaque pas comme on vient de le faire.
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e La démonstration du lemme V.20(iii) de I’article [Lafforgue, 2002] revenait
a la procédure concrete de construction du ¢-réseau itéré M’ qui définit le
prolongement dans Cht™*?<? (A) 4 partir d'un p-réseau (non itéré) M auquel
correspond un prolongement dans Cht™?(A). Comme on vient de corriger
ladite procédure, il faut aussi dire quelque chose & propos de ce lemme :

On note {W,,} la filtration de V associée & M’ et {EM'}, {EM} les fil-
trations correspondantes de EM' et £M. 11 s’agit de prouver que pour tout
w

deg EM' < degEM .

Cela résulte simplement de ce que, d’apres la proposition 2 du paragraphe
2a de [Lafforgue, 1998], on peut passer de M & M’ par une suite de transfor-
mations élémentaires (toutes dans le sens direct) par les sous-espaces W, si
bien que pour tout w on a

deg €M < d— deg €Y < deg €M .

e Pour la preuve de I'unicité du prolongement (qui est beaucoup plus courte),
on renvoie aux deux dernieres pages de l'article [Lafforgue, 1998].
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