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On connait la transformation de Fourier sur R. Elle définit un automor-
phisme unitaire de I’espace des fonctions de carré intégrable R — C. De plus,
cet automorphisme et son inverse respectent le sous-espace des fonctions de

Schwartz, c’est-a-dire des fonctions de classe C* a décroissance rapide. Enfin,
une telle fonction de Schwartz f et sa transformée de Fourier f sont reliées par

la formule de Poisson R
Y fn) =" fn).

neZ nez

Etant donné un “corps global” F', c’est-a-dire une extension finie de Q ou du
corps Fq(X) des fonctions rationnelles sur un corps fini F,, la théorie de 'anneau
des adeles A = [[ F. de F a permis & Tate, en 1950 dans sa fameuse these, de

ze|F
transporter et d’e‘x;lloiter transformation de Fourier et formule de Poisson dans
un cadre arithmétique. Il choisit pour cela un caractere additif continu unitaire
non trivial v = [ ¢, : A= [I Fo = U(1) = {z € C* | |z| = 1} invariant
z€|F| z€|F|
par le sous-groupe discret F' de A.

En toute “place” x de F, c’est-a-dire pour toute complétion F, de F re-
lativement & une certaine norme, que celle-ci soit “archimédienne” (avec alors
F, 2R ou C) ou “ultramétrique” (si bien que F, est une extension finie d’'un
corps p-adique Q, ou d’un corps F,((X)) de séries de Laurent), le caractere 9,
définit un opérateur de transformation de Fourier f, — f/; Cet opérateur est
un automorphisme unitaire de ’espace des fonctions de carré intégrable sur F,.

De plus, cet opérateur et son inverse respectent un certain sous-espace de
fonctions de Schwartz qui, lorsque x est une place ultramétrique, est simplement
I’espace des fonctions localement constantes & support compact sur F;. Le sous-
espace des fonctions de Schwartz en les places ultramétriques est stable par
translations multiplicatives si bien qu’il admet une caractérisation spectrale. I1
s’avere que cette caractérisation peut s’exprimer en termes de certaines fractions
rationnelles

L (x. Z)
associées aux caracteres multiplicatifs y : F* — C*.

D’autre part, la transformation de Fourier est compatible avec les transla-
tions multiplicatives, et son action sur ’espace des fonctions de Schwartz admet
une caractérisation spectrale. Il s’avere que cette caractérisation peut s’exprimer
en termes de certains monomes

Ew(Xa Z) = Eaz(Xv'(/}za Z)

également associés aux caracteres multiplicatifs x : F,* — C*.

En les places archimédiennes, la décomposition spectrale des espaces de
fonctions de Schwartz et de leur automorphisme de transformation de Fourier
conduit & définir de maniere analogue des facteurs

Lz(Xas) et 51(X75) = gﬂﬂ(X?wﬂ??S)



associés aux caracteres multiplicatifs x : F — C* et qui sont cette fois des
fonctions analytiques de s € C.

Le produit des opérateurs de transformation de Fourier “locale” sur les F,
associés aux composantes 1, de ¥ définit un opérateur de transformation de
Fourier “globale” sur A = [ F, associé a 1. Il envoie chaque fonction produit

z€|F|
f= & fosur f = Q fro Cest un automorphisme unitaire de l'espace
TE|F| zE|F|
des fonctions de carré intégrable sur A. Il préserve le sous-espace des fonctions
de Schwartz globales, défini comme sous-espace engendré par les produits de
fonctions de Schwartz locales sur les complétions Fj,.

Tate a alors démontré que toute fonction de Schwartz globale f : A — C

satisfait la formule de Poisson

St =>"JFm).

Puis, en décomposant spectralement cette identité sous I'action du groupe mul-
tiplicatif A* | il en a déduit les propriétés globales des fonctions L

Cos— Ly, s) = H Ly(X2y03°) |- H Ly (Xas8)

z€|F| ultramétrique z€|F| archimédienne
associées aux caracteres multiplicatifs

X = H Xz : A — C*
z€|F|

qui sont “automorphes”, c’est-a-dire invariants par le sous-groupe discret F'*
de A*. Ces propriétés sont la convergence absolue pour Re (s) assez grande, le
prolongement analytique a C tout entier et 1’équation fonctionnelle

L(Xilv 1- 8) = L(X’S) '€(X75)

avec

e(x,s) = H €e(Xar @ °) | - H €x(X; )

z€|F| ultramétrique z€|F| archimédienne

Au début des années 1970, Godement et Jacquet ont généralisé la théorie de
Tate aux groupes linéaires GL, de rang arbitraire plongés dans les espaces de
matrices M,..

Ils ont défini une transformation de Fourier et un espace de fonctions de
Schwartz sur M,.(F,) pour toute place z. La décomposition spectrale de ces
espaces et de ces opérateurs leur a permis d’associer des facteurs locaux

Ly(m,e) et ex(m, o)



a toute représentation irréductible 7 du groupe GL,.(F,).

Puis, en faisant le produit sur toutes les places x de F, ils ont défini une
transformation de Fourier globale sur M,.(A), ainsi qu’un espace de fonctions de
Schwartz globales f : M, (A) — C satisfaisant la formule de Poisson

ootw= Y fw.

yEM,.(F) YEM,.(F)

La décomposition spectrale de cette identité sous ’action du groupe multipli-
catif GL,(A) a permis & Godement et Jacquet d’établir les propriétés globales
(convergence absolue dans un demi-plan, prolongement analytique et équation
fonctionnelle) des fonctions L globales

L(T‘—v.): H Lx('ﬂza.)

z€|F|

des représentations irréductibles 7 = @ 7w, de GL,.(A) = ][] GL,(F,) qui
z€|F| z€|F|
sont “automorphes”, c’est-a-dire admettent une réalisation dans l’espace des
fonctions périodiques
GL,.(F)\GL,.(A) — C.

Si G est un groupe réductif (déployé) sur F', on dispose plus généralement de

la notion de représentation irréductible “automorphe” de G(A) = [ G(Fu),
TE|F|
c’est-a-dire qui admet une réalisation dans ’espace des fonctions périodiques

GF)\G(A) — C.

Dans le cas général, on ne dispose sur G d’aucune structure linéaire qui permette
de reproduire les constructions et les démonstrations de Tate généralisées par
Godement et Jacquet.

499

Cependant, on dispose du “principe de fonctorialité
glands en 1967.

Selon Langlands, on doit pouvoir associer a toute représentation

conjecturé par Lan-

p: G — GL,(C)
du groupe réductif complexe G dual de G, une application
= ® T — 71 = ® ol
z€|F| TE|F|

de 'ensemble des représentations automorphes de G(A) vers Pensemble des
représentations automorphes de GL,.(A). Cette application doit étre essentielle-
ment compatible avec une famille d’applications entre ensembles de représenta-
tions irréductibles locales de G(F,) et GL,.(F})

Ty F T,



qui, lorsque les 7, sont “non ramifiées”, sont définies par une regle tres simple
associée a p.

Si ces applications m, — 7., existent, elles permettent donc d’associer aux
représentations irréductibles m,, des G(F}) des facteurs

Ly(p, 7z, ) = Lx(”év °) et Ex(p, T, @) = 5:6(77;a °).

A toute représentation automorphe 7 = @ 7, de G(A) est alors associée une
x
fonction L globale relative a p

L(paﬂ—v‘) = H Lx(pv’frza.)

z€|F|

qui possede les propriétés globales usuelles des fonctions L si le principe de
fonctorialité de Langlands est connu.

Bien siir, les arguments de Tate, Godement et Jacquet pourraient étre repro-
duits sur G(A), et conduire & une démonstration directe des propriétés globales
des fonctions L des représentations automorphes de G(A), si I'on disposait sur
les G(F;) et sur G(A) de transformations de Fourier naturellement définies a
partir de p, d’espaces de fonctions de Schwartz respectés par ces transformations
et d’une formule de Poisson convenable sur I'espace des fonctions de Schwartz
globales. Ce veeu a été exprimé pour la premiere fois dans la littérature dans un
article de Braverman et Kazhdan publié en 1’an 2000.

Le but du présent texte d’exposition est d’expliquer qu’il y a en fait équivalen-
ce entre le principe de fonctorialité de Langlands et le probleme d’associer a toute
représentation p : G — GL,(C) des opérateurs de transformation de Fourier lo-
caux, des espaces de fonctions de Schwartz locales et une formule de Poisson
globale.

Plus précisément, la connaissance de facteurs locaux L, (p, 7., ) permet
de construire en chaque place un espace de fonctions de Schwartz. Celle de
facteurs locaux e, (p, 7., ®) permet de définir un opérateur de transformation
de Fourier agissant sur cet espace. Enfin, les propriétés globales des fonctions

L(p,m,8) = [] Luz(p,7.,®) associées aux représentations automorphes m =
z€|F|
Q 7, de G(A) permettent de définir sur I'espace des fonctions de Schwartz
z€|F|
globales une certaine forme linéaire fixée par la transformation de Fourier.



1 Transformation de Fourier sur M, (R)
Munissons R d’un caractere additif continu unitaire non trivial
Yoo :R—=U(1) CC*,

par exemple
t— e27'r1't

Ce choix détermine celui de 'unique mesure invariante de R qui attribue le
volume 1 au quotient compact de R par son sous-groupe discret Ker ¢, et
donc de la mesure invariante produit de M,.(R) =R" .

On a:

Proposition —

La Yoo -transformation de Fourier

f= f: lm' — / dm - f(m) - Yoo (Tr(mm'))
M, (R)

définit un automorphisme de espace des fonctions de Schwartz (c’est-a-dire
C™ a décroissance rapide)

fiM.(R) > C.

Son automorphisme réciproque est la 1, = ! -transformation de Fourier.
O

Le groupe des éléments g € GL,(R) agit par translation a droite f +— f9 =
f(eg) et par translation & gauche f — 9f = f(ge) sur l'espace des fonctions
de Schwartz. Ces actions sont compatibles avec la transformation de Fourier au
sens suivant :

Lemme —
Pour toute fonction de Schwartz
f:M.(R)—C
et pour tout élément g € GL,.(R), on a

19 = |det(g)|"- 9 F,

1

of = |det(g)| " Fo



2 Transformation de Fourier sur M, (F),)

R est une complétion de Q. Or Q possede d’autres complétions : les corps
p-adiques Q.
On appelle “corps locaux” F, les éléments de la liste suivante :
e R et son unique extension finie C,
e les corps Q, et leurs extensions finies,

e les corps de séries de Laurent Fy_((X)) sur un corps fini F,_.

Tout corps local F, est muni d’une unique norme | e |, telle que tout élément
v € F agisse sur les mesures additives de F,, par |v,.

Si F, =R ou C, F, est dit “archimédien”.

Sinon, il est dit “ultramétrique” car sa norme | e |, satisfait I'inégalité
la + b|, < max{|a|s, |bl.}, Va,b€F,.
Dans ce cas, F, possede le sous-anneau ouvert compact
O, ={a€F,||a, <1}
dont le quotient par I'idéal maximal ouvert
my, ={a € F, |lal, <1}

est un corps fini [Fy_ .

Si F, est un corps local, une fonction de Schwartz M, (F,) — C est une
fonction

e (™ a décroissance rapide si F, est archimédien,

e localement constante a support compact si F),, est ultramétrique.

Choisissant un caractere additif continu unitaire non trivial
Ve Fp - U(1) C C*
puis une mesure invariante dm, de M,(F,), on a
Proposition —

(i) La v, -transformation de Fourier

définit un automorphisme de l’espace des fonctions de Schwartz.

(i) Il existe une unique mesure invariante dm, (dite autoduale) pour laquelle

Uautomorphisme réciproque est la 1, -transformation de Fourier.



(iii) Pour toute fonction de Schwartz f, : M, (Fy) — C et tout élément g, €
GL,(F,), on a

i~
2 = |det(ga)ly" - 9 fu

g/:c—\ e d t -r. /\g;l
fz |det(g.)]; " - fa" -

O

3 L’espace des représentations lisses admissibles
irréductibles de G(F)

Pour tout corps local Fj, il est naturel de chercher & décomposer I'espace
des fonctions de Schwartz sous la double action de GL,(Fy,).

Dans ce but, il faut d’abord introduire un ensemble de représentations irré-
ductibles de GL,.(F,) assez riche pour permettre une telle décomposition, et
montrer que cet ensemble a une structure naturelle.

Traitons le cas ou le corps local F), est ultramétrique.

Définition —
Soit G un groupe linéaire GL,. ou, plus généralement, un groupe réductif sur
un corps local ultramétrique F,.

Une représentation compleze m de G(F) est dite “lisse admissible” si
e pour tout sous-groupe ouvert compact K C G(Fy),
rx={ven|K -v=uv}

est de dimension finie sur C,
o 7 est la réunion filtrante de ses sous-espaces Tk .
O

Le groupe topologique localement compact G(F}) est unimodulaire et peut
étre muni d'une mesure bi-invariante dg,. Soient alors HS I’algebre de convolu-
tion des fonctions localement constantes a support compact

hy : G(Fy) = C
et, pour tout K C G(F), Hg x sa sous-algebre des fonctions a support compact
K\G(F,)/K — C.

Pour toute représentation lisse admissible 7 de G(F},), chaque 7 est une
représentation de dimension finie de 7—[2 g et ™ =lim7g peut étre vue comme

une représentation de HS = h_Igl’Hf K-



Notons {7}& I’ensemble des classes d’isomorphie de représentations lisses
admissibles irréductibles de G(F,) et, pour tout K C G(F,), {7} ; le sous-
ensemble des 7 telles que mx # 0.

Pour tout K C G(F,), les éléments h, € Hi i définissent des fonctions
{W}iK S>m— Trp(hy),
et on peut noter Ai x lalgebre de fonctions
{W}xc*: x —C
qu’elles engendrent. On a :

Théoréme —
Soit toujours un groupe réductif G sur un corps local ultramétrique F.
Alors :
(i) Pour tout K C G(Oy), l’algébre AJC,‘Y:K est un produit fini d’algébres de
type fini et intégres sur C. Autrement dit, Spec AﬁK est réunion disjointe
finie de variétés algébriques affines integres sur C.
(ii) Toute m € {m}$y définit un caractére AS . — C de AS o qui le ca-
ractérise, si bien que {ﬂ’}gK se plonge dans le spectre mazrimal de AgK.
C’est un ouvert de Zariski.
(ili) La réunion filtrante {w}§ = lim{7}$ - s'écrit comme une réunion dis-
jointe de variétés algébriques integres sur C, de telle facon que chaque
{W}SK est une réunion finie de composantes connexes.

Remarque :

Dans le cas d’un corps local archimédien F,, = R ou C, on a un théoreme
analogue : cette fois, I’ensemble des représentations irréductibles a une structure

naturelle de variété analytique complexe.
O

Pour tout K C G(F}), soit Im {w}gK C {w}iK le sous-ensemble des repré-
sentations unitaires. On a :

Théoréme —
Soit toujours un groupe réductif G sur un corps local ultramétrique F,. Alors,
pour tout K C G(F;), on a :
(i) Le sous-ensemble Im {w}gK des représentations unitaires est une sous-
variété algébrique réelle de la variété algébrique complexe {W}iK.
(ii) 1l existe sur Im {W}ﬁK une unique mesure dm, appelée mesure de Plan-
cherel, telle que, pour tout h, € HE’K, on ait

h:,:(1)=/I o T,



Disons qu’une fonction
{ﬂ}f x—=C

est “polynomiale” si elle est élément de I'algebre Ag x engendrée par les fonc-
tions traces
T Tre(he), he € HS k.

En remplagant les fonctions h, par leurs translatées hg ou %h,, on déduit du
théoreme ci-dessus :

Corollaire —

Pour tout K C G(F,) et si dr désigne la mesure de Plancherel sur Im {m}$ .,
on a :

(i) Toute fonction h, € HgK s’écrit sous la forme

@)= [ drhealo) g€ G,

ot :
e pour tout g € G(Fy),
= hz,ﬂ'(g)
est une fonction polynomiale sur {ﬂ}gK,

e pour toute w € {w}gK, la fonction sur G(Fy)

g hxﬂr(g)

est élément de l'espace m), Ry engendré par les “coefficients matri-
ciels” vV Rov 1 g — (vV,g-v) = (g7 - vV, v) associés a un vecteur
v € Tk et une forme linéaire vV : m — C invariante par K.

(ii) Cette décomposition spectrale de toute fonction h, € Hf)K est unique, et
on a

hyx(9) = Trp(hY) = Trx(%hy), V7, VgeG(Fy).
O

4 Décomposition spectrale de la transformation
de Fourier linéaire

Revenons aux groupes linéaires GL,. sur un corps local ultramétrique F,.

Comme les fonctions de Schwartz (c’est-a-dire localement constantes & sup-
port compact) M,.(F,) — C sont déterminées par leurs restrictions & GL,.(F,),
et que leur espace est stable par translation a gauche ou a droite, on s’attend a
pouvoir caractériser cet espace en termes spectraux. Effectivement, on a :

10



Théoréme —

Pour tout K C GL.(F,), il est possible d’associer a toute représentation
e {W}Slk = {7} ¢ une fraction rationnelle

L,(7,Z)
telle que :
inverse L, (m,Z)™" est un polynéme en w € {m e qui vau
(1) L% Ly(m,Z)71 est lyno {m}h i et Z qui t1
pour Z = 0.
(2) Ona

L,(m®|det(e)|*, Z) = Ly(m,q;° - Z), V7w, VseC.

(3) Une fonction
fo : K\GL,.(F,)/K —» C

se prolonge en une fonction de Schwartz sur M, (F,) si et seulement si
ses restrictions aux fibres de I’homomorphisme

| det(o)|, : GL,.(F,) — qf

sont a support compact, et qu’elle se décompose spectralement sous la
forme

felg) =1t B [ i fuslo) L (7o)

Im {W}:K

ou
e pour tout g € GL,.(Fy)
T fam(9)
est une fonction polynomiale sur {T}} r,

e pour toute m € {m}}, 1, la fonction sur GL.(F;)

g fac,Tr(g>

est élément de 'espace 7y, K 7k,

o 7V = lim7), désigne la représentation contragrédiente de toute m €
{m}s-
O

Comme la transformation de Fourier est compatible avec les translations a
gauche et a droite, on obtient :

11



Corollaire —

Le caractére non trivial 1, : Fy — U(1) C C* étant choisi, il est possible
d’associer a toute représentation ™ € {’N};’K un monome (c’est-a-dire un po-
lynéme inversible) en 7 et Z+1

ex(m, s, Z) = ex(m @ | det(0)|®, ¢S - Z), VseC,
tel que, pour toute fonction de Schwartz sur M, (F,)
fo: K\GL,.(F,)/K — C

décomposée spectralement sous la forme du théoréme

£lo) =1det(@ e [ dmfunlo) L (0 ) o Vo,

Im {'n’}:K

sa P -transformée de Fourier f, soit donnée par la décomposition spectrale

o) =@ [ e fenly ) Lo (mar ) e (ma ) Yo

Im {71'};1}(

Remarque :

On utilise le fait que si ¢ : GL,.(F,) — C est élément de l'espace 7y, X 7x
des coefficients matriciels de 7, alors g — @,(g7!) est élément de l’espace

i W), des coefficients matriciels de 7).
O

Le calcul des facteurs L, et €, des représentations = € {r}" de GL,(F,) se
rameéne & celui des facteurs correspondants des caracteres y € {r}L de F* dans
au moins deux cas extrémes :

e le cas des représentations non ramifiées, c’est-a-dire des 7 € {7} 4 =
{m}h kot K = GL..(Oy),

e le cas des représentations de la forme
T-w=7Q (wodet(s))

oum € {m}" ;- pour un certain K C GL,(F,) et w : F — C* est un
caractere assez ramifié en fonction de K.

Les représentations non ramifiées sont connues grace au théoreme suivant :

12



Théoréme (Satake) —
Si K = GL,.(Oy), Ualgebre de convolution “non ramifiée”

r0 = Mo it = Ce(GL(02)\GLy(Fy)/GL,(0x))

est commutative et canoniquement isomorphe a

(HI)S" = Co(To(Fa) /T0(05))S" = C[T;]%"

ot T, = G}, désigne le tore diagonal de GL, et T, = (C*)" son tore complexe
dual.

Remarque :

Comme H , est commutative, elle s’identifie aussi a lalgebre A7 , =

GL,
Am,GLT(Oz)'
O

Il résulte de ce théoreme que se donner une représentation non ramifiée
7 € {7} 4 équivaut a se donner une famille de r caracteres non ramifiés
;

X;,...,X;:F;/O; — C*

bien définie a ’ordre pres.
On a:

Théoréme —

(i) (Godement, Jacquet) Pour toute représentation non ramifiée m € {7} ,,
on a

Lo(m,2) = [] L+(x.2)

1<i<lr
et _
Er(ﬁywmz): H 5m(XZr7wzvz)'

1<i<r

(ii) (Jacquet, Shalika) Si m € {m}] ; pour un certain K C GL.(F;) et w :

FYX — C* est un caractére assez ramifié en fonction de K, on a

Ly(m w,Z)=1
et
€x(T W, V0, Z) = €0(Xm * W, V2, Z) - €0 (W, Y, Z)T71
ot X+ F} — C* désigne le caractére central de .
O

En dehors de ces cas, les facteurs L, et surtout €, des représentations m €
{7} sont beaucoup plus complexes et ne peuvent en général étre ramenés au
cas du rang r = 1.

13



5 Transformations de Fourier sur G(F})

La décomposition spectrale sur GL,.(F,) de la 9, -transformation de Fourier
sur M, (F,) ameéne a poser la définition suivante :

Définition —
Soit F, un corps local ultramétrique.

Soit G un groupe réductif sur F, muni d’un caractére non trivial
detg : G — Gy, .
Soit p la donnée d’un caractére
det, : G = Gy,
et d’une maniére d’associer a toute ™ € {m}$ une fraction rationnelle en Z
Lo(p,m, Z) = Lo(p, 7 @ |detg ()3, 42 - Z), Vs,
et un monoéme en Z*+!
ex(pym, Z) = ex(p,m @ |detg ()5, 45 - Z), Vs,

tels que :

e linverse Ly(p,m, Z)~' est un polynéme en Z et 7 sur chaque {W}iK qui
vaut 1 pour Z =0,

e le monome e, (p,m,Z) est un polyndme inversible en Z et w sur chaque
{W}g,K-
Alors :
(i) On appelle p-fonctions sur G(Fy) les fonctions

fz: K\G(F,)/K — C
dont les restrictions aux fibres de I’homomorphisme
|detg (o), : G(Fy) — ¢&

sont a support compact, et qui se décomposent spectralement sous la
forme

£ulg) ety (o)t [ dr funlo) L (o0
Im{r}§

ot
e pour tout g € G(F,),
T f:c,ﬂ(g)

est une fonction polynomiale sur {r}< .,

14



o pour toute m € {w}C ., la fonction sur G(F,
z, K

g+ fon(9)

est élément de Uespace ), K 7,

o m¥ =limm), désigne la représentation contragrédiente de chaque T €
{m}s.

(ii) On appelle p-transformation de Fourier lopérateur qui associe d toute
p-fonction f, décomposée spectralement comme ci-dessus la fonction

Flg) = ldet,(g)]s b /

Im {ﬂ}gK

1 _1
dﬂ-'fwﬂ'f(g_l)'L (paﬂ-7q$ 2>'€$ (paﬂ-vqm 2) .

Remarque :

Il résulte de la définition que ’espace des p-fonctions f, est invariant par
translation & gauche ou & droite par les éléments g € G(F;) et que

fi = ldet, (g)|; "+ 2 T,

9f, = |det,(g);1- 2
[l

Si G = T est un tore déployé (c’est-a-dire isomorphe & une puissance de G,,)
sur F,,, on note T le tore complexe “dual” de T défini en échangeant les réseaux
de caracteres et de cocaracteres

Xp=X{, X¥=Xr.

Voici une maniere naturelle de définir sur un tel G = 7" une donnée p comme
ci-dessus :

Proposition —
Soit G =T un tore déployé sur F, muni d’un caractére

detG = detT T — Gm .

Soit

~

pr = (o1 p7) : T = (C*) =T,
une collection de caractéres de T telle que :

e pr est injectif, si bien que ’homomorphisme dual
pr=(pr’s - 0y) T =Gy, =T

est surjectif,
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e pour 1 < ¢ < r, le composé du caractére piT . T — CX et du cocaractére
detr : C* = T dual de dett est lidentité de C*.

Posons
det,, = detr

et, pour tout caractére x € {r}L de T(F,),

Lo(prox: Z2) = ] La(xor¥,2),
1<i<r

Ez(pTaX7Z): H Ez(XOPiTvﬂ/JmZ)-
1<i<lr
Alors :

(i) Les pr-fonctions sur T(F,) sont exactement les fonctions déduites des
fonctions localement constantes a support compact

F; —»C
par intégration le long des fibres de [’homomorphisme surjectif
pr: (F)" = T(Fy).

(ii) La pr-transformation de Fourier sur T(Fy) est induite par la 1, -transfor-
mation de Fourier sur F. via py.
O

Si G est un groupe réductif déployé sur F,, il possede un tore maximal T'
déployé sur F, muni d’une action du groupe de Weyl Wg. Si de plus pr =
(pks. .y pr) : T — (CX)" est une famille de caracteres de T' comme ci-dessus,
stable par ’'action de Wy, les facteurs

Lac(pTa X Z) et gﬁc(pT’ X Z)

des caractéres x € {7}L sont invariants par I'action induite de W¢ sur {r}L.

Oron a:

Théoréme —
Soit G un groupe réductif déployé sur F,, de tore mazximal T.
Alors :

(i) G a une structure Oy-rationnelle naturelle, et G(O,) est un sous-groupe
ouvert compact de G(Fy).

(ii) Si K = G(O,), Valgébre de convolution “non ramifiée”
Hg,(b = Hg,K = CC(G(Ow)\G(Fw)/G(Ox))
est commutative et canoniquement isomorphe a

(HL)We = Co(T(F,)/T(0,))e = C[T]"e .

16



Il résulte de ce théoreme que se donner une représentation non ramifiée
me{m}l, = {W}SG(O' ) équivaut a se donner un caractére

2n i T(F,)/T(0y) — C*

bien défini modulo I'action de We.

Si donc la famille pr = (pk, ..., p%) de caracteres pir, 1 < i < r, de T est
stable par ’action de W, on peut poser

Lz(p,ﬂ',Z) = L:L’(pTazﬂ'ﬂZ)
81(/),71',2) = 5x(pTvz7ra Z)

pour toute représentation non ramifiée 7 € {m}% .

Sous la méme hypothese, le caractere
ﬁG = H piT : T\ — C*
1<i<r
est fixé par action de Wy, et il lui correspond un cocaractere central

/LG:Gm—>G.

Pour toute m € {7}$, F.X agit sur 7 via e par un caractere x, : FX — C*
que 'on peut appeler le caractere central de .

Pour tout K C G(F,), toute m € {m}{ ;- et tout caractére w : F* — C*,
notons
T w=7Q (wodetg(e)).

Si w est assez ramifié en fonction de K, il est naturel de poser

L.(pym-w,Z) = 1,
é?x(PﬂT'MZ) = 5x(XwUJa1/)a:aZ)'Eac(wawa:az)ril'

Restent, bien stir, bien d’autres représentations 7w € {w}f pour lesquelles on
ne saurait définir naturellement des facteurs

Lo(p,m,Z) et e.(p,m, Z)
a partir d’une donnée
pr = (pps-- s p7) : T = (C*)

stable par Wg comme ci-dessus.
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6 Formule de Poisson sur M, (R) puis M,.(A)

Revenons au corps R muni du caractere
VYoo : R Dt 2™

et aux opérateurs de 1,.-transformation de Fourier
ff= lm’ > / dm - f(m) - Yoo (Tr(mm'))
M, (R)

des espaces de fonctions de Schwartz f : M, (R) — C.

Le groupe additif localement compact R contient Z comme sous-groupe dis-
cret. Le quotient R/Z est compact et de volume 1 pour la mesure autoduale.
Les caracteres de R triviaux sur Z sont exactement les

Rt tYo(n-t), neZ,
d’ou 'on déduit la formule de Poisson :

Théoréme —

Pour toute fonction de Schwartz
f:M,(R)—C,

on a

o rm= Y Jo.

YEM,, (Z) YEM, (Z)

O

Nous allons rappeler la généralisation arithmétique de cette formule démontrée
par Tate dans le cadre de la théorie des adeles.

Considérons pour cela un “corps global” F', c’est-a-dire
e (Q ou une extension finie de QQ, appelée “corps de nombres”,
e F,(X) ou une extension finie de F,(X), appelée “corps de fonctions”.
Notons |F'| ensemble des corps locaux (Fy, |e|,) qui s’obtiennent en complé-
tant F' par une norme |e|,. Cet ensemble est toujours dénombrable ; ses éléments
x s’appellent les places. Si F' est un corps de fonctions, toutes ses places sont

ultramétriques. Si F' est un corps de nombres, il a un nombre fini de places
archimédiennes — telles que F,, 2 R ou C — et les autres sont ultramétriques.

L’anneau topologique des “adeles” de F' est défini comme le sous-anneau

Apc ] E

z€|F|
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constitué des familles (a, € F;),e|p| telles que
a; € Oy, soit |ag|, <1,

en “presque toute” place x € |F| (ce qui signifie “toute place sauf un ensemble
fini”).

Le sous-groupe diagonal F' < [] F, est contenu dans A, ce qui signifie que
z€|F|

pour tout v € F*, on a
|v]z = 1 en presque toute place x € |F|.

On a:
Proposition —
(i) (“Formule du produit”) Pour touty € F'*, on a

TE|F|

(ii) F est un sous-groupe discret du groupe topologique localement compact

A.
(iii) Le quotient A/F est compact.

Choisissons une fois pour toutes un caractére additif continu non trivial
=[] ta:A—C"
z€|F|

qui est trivial sur le sous-groupe discret cocompact F'. Ce caractere est nécessaire-
ment unitaire, ainsi que ses composantes

Vg Fy — C* .

En toute place z € |F|, munissons F, et M,(Fy) de la mesure additive
“autoduale” pour laquelle 'automorphisme réciproque de la ,-transformation
de Fourier des fonctions de Schwartz

fors fo= [m’ — /M . )dm « fe(m) - Y (Tr(mm’))

est la ¢, = 1, !-transformation de Fourier.

Munissons A et M,.(A) de la mesure produit, et appelons fonctions de Schwartz
sur M,.(A) les combinaisons linéaires de produits

f:®fr

z€|F|
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de fonctions de Schwartz f, : M,.(F,) — C égales & la fonction caractéristique
Ty, (0,) en presque toute place ultramétrique x.

La y-transformation de Fourier globale
froF={m o [ dme fm) o (Te(mm)
M. (A)

envoie chaque @ f, sur & fo.
z€|F| z€|F|

On montre que les caracteres
A/F - C*

sont exactement les
Ada—1(y-a), YEF,
et que le volume du quotient compact A/F est 1.

On en déduit la formule de Poisson adélique de Tate :

Théoréme —

Pour toute fonction de Schwartz
f:M.(A) - C,

on a

Yootwm= Y fw.

YEM,(F) YEM,(F)
O

7 Nouvelle expression de la formule de Poisson
sur GL,(A)

De la méme fagon que nous avons ramené les transformations de Fourier
des M,.(F,) aux GL,.(F,) et, a partir de 14, proposé une forme treés générale de
transformation de Fourier sur les groupes réductifs locaux G(F ), nous voudrions
ramener les formules de Poisson des M,.(A) aux GL,(A) afin de proposer une
forme plus générale de formule de Poisson sur les groupes réductifs adéliques
G(A).

Toute la difficulté réside dans la contribution des matrices non-inversibles
v € M, (F) — GL,(F) & la fonctionnelle de Poisson f— > f(7v).

YEM,(F)
Voici une maniere simple de faire disparaitre les termes de bord associés a

ces matrices dans le cas d’une fonction de Schwartz f = @ f, trés ramifiée en
TE|F|
au moins une place :
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Proposition —

Soit f = Q@ fo: M.(A) = C une fonction de Schwartz telle que, en au
z€|F|
moins une place ultramétrique xo, le facteur fq, est le produit

fro = fa/:(] * Wz © det(.)

d’une fonction f, —invariante par un certain sous-groupe ouvert compact K C
GL,.(Fy,) et d’un caractére wy, : F — C* treés ramifié en fonction de K.

Alors le support de fr, est une partie compacte de GL,.(Fy,), de méme que
celui de fs,, et on a

o= > .

~EGL,(F) ~EGL,.(F)

Dans le cas général d’une fonction de Schwartz arbitraire
f:M.(A)—-C,
on a besoin de la définition suivante :
Définition —

Soit xg une place ultramétrique de F'.

Soit fry : My (Fy,) = C une fonction de Schwartz qui est non-ramifiée, c’est-
a-dire invariante & gauche et a droite par GL,(Oy,), et dont la décomposition
spectrale a la forme

1

frlg) = 1detl)f - [ faal0) Ly (700t o Vo

Im {71'};'1@
Alors, pour tous N, N' € N, on note
NN M,(Fy,) = C

Zo

la fonction de Schwartz définie par Uexpression spectrale

NN(g) = |det(g)ln / dn

Im {7‘(‘}2,@
1 1 ’ 1
: fwom’(g) “ Ly, (an(hcoz) 'Ig) (7T>on2) : I;i\g (T‘-vaqx(f)
ou Lﬁ\g (m,Z) désigne le polynéme en Z et w produit de

Ly (7, 2)71
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et du monome de degré N en Z qui apparait dans le développement en série

formelle en Z de linverse
Ly, (7, 7).

Remarque :

—_—
. / ) . NN
On remarque que chaque fonction f-"" et sa transformée de Fourier fz,

sont & support compact dans GL,.(Fy,).

D’autre part, on a dans 'anneau des séries formelles en Z 'égalité
S IN(mz)=1
NeN
d’ot1 'on déduit
S N9 = fay(9), Vg € GLu(Fyy).
N,N’eN

O

Cette définition permet de formuler le théoreme suivant qui ramene ’expres-
sion de la formule de Poisson de M, (A) a GL,(A) :

Théoreme —
Soit f = @ fo: GL.(A) — C une fonction de l’espace de Schwartz de
z€|F|
M.(A).

Soit xg € |F| une place ultramétrique en laquelle le facteur fy, de f est non
ramifié.
Alors :

(i) La série formelle

ZN+N’ X N N’ fm ('7)
N%’:GN 'yGC;(F) x@o

est une fraction rationnelle en Z.

(ii) Sa “valeur régularisée” en Z =1 (définie en soustrayant l'unique expres-

sion de la forme > a;-(Z—1)"% qui fait disparaitre [’éventuel péle en
1<i<k
Z =1), notée S(f), ne dépend pas du choix de la place .

(iii) On a

S>oorm= > |+ Y Fo]-sm.

’YEMT‘(F) 'YEGLT(F) 'YGGLT(F)
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Remarque :
La démonstration de ce théoreme utilise :
— le théoreme de décomposition spectrale de Langlands,

— les propriétés globales des fonctions L démontrées par Godement et Jac-
quet.

O

8 Forme cherchée de formules de Poisson sur

G(A)

Considérons maintenant un groupe réductif G sur un corps global F', muni
d’un caractere non trivial
detg : G — G,, .
Soit p la donnée de :
e un caractere det, : G — Gy,

e en toute place ultramétrique x € |F|, une maniére d’associer & toute
7 € {n}¥ une fraction rationnelle en Z

Lo(p, 7, Z) = Lo(p, 7 @ |deta(o)]5, a5 - Z), Vs,
et un mondme en Z+!

ex(p,m Z) = ex(p,m @ |deta(0)[3, 4z - Z), Vs,
vérifiant les propriétés du paragraphe 5,

e en toute place archimédienne x € |F|, des facteurs spectraux analogues.

Comme on a vu, p permet de définir en toute place ultramétrique x de F
I’espace des p-fonctions

folo) = ldety (o)) - /

Im {w}ik

dr - fon(®)- Lo (p¥ i)

puis la p-transformation de Fourier de ces fonctions

fo > Fulo) = Idet (o)) / ar fon(®) ) e (p 70 2 ) 2o (poma?)
Im {ﬂ}ny

Et de méme en les places archimédiennes de F'.

En presque toute place ultramétrique = de F, le groupe réductif G est “non
ramifié”, donc admet une structure O,-rationnelle, et le groupe G(F;) contient
le sous-groupe ouvert compact G(O,.). En une telle place, on appelle “p-fonction
standard” 1'unique p-fonction non-ramifiée

fa: G(Oa‘)\G(Fx)/G(Ox) —-C
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dont les raies spectrales fo ., 7 € {7}, = {W}SG(OI) vérifient

for(l)=1, Vm.
On appelle p-fonction globale
f:GA)—=C

les combinaisons linéaires de produits

Q) f.:GA) > C
z€|F|
de p-fonctions locales
fo : G(Fy) = C

presque toutes égales aux p-fonctions standard.
Par analogie avec le cas de GL,., posons :

Définition —

Soit xg une place ultramétrique de F en laquelle le groupe réductif G est non
ramifié.

Soit fz, : G(Fy,) — C une p-fonction non ramifiée, c’est-a-dire invariante
a gauche et & droite par G(O,), et dont la décomposition spectrale a la forme

Jao(®) = |detp(°)|;ﬂé / dm - fwom(') “ L, (p, anq;ﬁ) ’

Im {77}?’@
Alors, pour tous N,N' € N, on note
NN G(F,,) = €

xo :

la p-fonction définie par l’expression spectrale
’ _1
NV = Wet)tc [ dn
Im {ﬂ}f’m

_1 1 ’ _1
’ fa:o,ﬂ'(.) * Ly, (p, 77\/,%:02) : I:i\(/; <pa77aqx02) 'Iajz\([) (/L 77'\/7%602)

v TN
ou IfE()

(p,m,Z) désigne le polynome en Z et w produit de
Lg, (pa T, Z)71

et du monome de degré N en Z qui apparait dans le développement en série
formelle en Z de l'inverse
LTO (pa T, Z) :
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Remarque :

N,N’

Comme dans le cas linéaire, on remarque que chaque fonction f,;

p-transformée de Fourier £V sont & support compact dans G(Fy,).

D’autre part, on a dans ’anneau des séries formelles en Z 'égalité
Y N 2) =1
NEN
d’ou 'on déduit

ST NNg) = faolg), Vg€ G(Fyy).
N,N’eN

et sa

O

Le cas de GL, et de la transformation de Fourier linéaire sur M, (A) amene
a envisager la forme générale suivante pour d’éventuelles autres formules de

Poisson :

Définition —

Soit G un groupe réductif sur un corps global F, muni d’un caractére non

trivial detg : G — Gy, .

Soit p une donnée globale comme ci-dessus.

(i) On dira que p satisfait la formule de Poisson restreinte si, pour toute

p-fonction

f=@Q fo:GA)=C

z€|F|

dont le facteur fr, en au moins une place ultramétrique xo est le produit

fao © fry -wodetg(e)

d’une fonction f, —invariante par un certain sous-groupe ouvert compact
P : . X X 5 s ;
K C G(Fy,) et d'un caractére wy, = F)5 — C* trés ramifié en fonction

de K, on a

o fwm= Y JO).

YEG(F) YEG(F)

(ii) On dira que p satisfait la formule de Poisson générale si, pour
p-fonction

z€|F|

toute

et pour toute place ultramétrique xg € |F| en laquelle G et f,, sont non-

ramifiés, la série formelle

POREAEERED DI FF sl O B NC)

N,N’eN YEG(F) TH#To
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est une fraction rationnelle en Z et que sa “valeur régularisée” en Z =1,
notée S(f), ne dépend pas du choix de xq et vérifie

Les propriétés connues des facteurs L, et €, linéaires ameénent a supposer :

Conjecture —

Soit toujours G un groupe réductif sur F', muni d’un caractere non trivial
detg : G = G,y,.

Si p est une donnée globale qui satisfait la formule de Poisson (générale ou
seulement restreinte), elle est uniquement déterminée par la connaissance des
facteurs

Ly(p,m, 2Z) et ex(p,m, 2)

des représentations non ramifiées m € {7‘(}50 en presque toute place ultramétrique

x de F ot G est non ramifié.
O

9 Le cas des tores déployés

On se place toujours sur un corps global F'.
On considere le cas ot G = T est un tore déployé sur F', muni d’un caractere
non trivial
dety : T — Gm .
On rappelle que T désigne le tore complexe dual de T'.

Comme au paragraphe 5, on considere une famille de caracteres de T
pr = (pry. - pp) : T = (C*) =T,

telle que :

e pr est injectif, si bien que 'homomorphisme dual
pr=(pr' - p7) T, =G, =T

et surjectif,
e pour 1 <i<r,le composé du caractere piT T — C* et du cocaractere
detr : C* — T dual de detr est 'identité de C*.
On pose
det,, = detr.

Comme on a vu, pr permet de définir en toute place ultramétrique = de F
des facteurs

Lo(prx, Z2) = [] La(xop?.2),

1<i<r
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exlpr X, Z) = ] exlxopy ta, 2)

1<i<r
des caracteres y € {7} et donc un espace des pp-fonctions sur T(F,) ainsi
qu’'un opérateur de pp-transformation de Fourier de ces fonctions.
Et de méme en les places archimédiennes de F'.

D’olt une notion de pr-fonctions sur T'(A) et un opérateur de pp-transformation
de Fourier de ces fonctions globales.

On a:

Théoréme —

Dans les conditions ci-dessus, la donnée pr satisfait la formule de Poisson
(restreinte ou générale) au sens du paragraphe précédent.

Principe de démonstration :

C’est déja connu si T' = Gy, est muni de la ¢-transformation de Fourier
linéaire de A et donc, plus généralement, si

est un isomorphisme.

Dans le cas général, la ppr-formule de Poisson sur T'(A) se déduit de la formule
de Poisson standard sur (A*)" par intégration le long des fibres de I’'homomor-
phisme surjectif

pr+ (M) /(F*)" — T(A)/T(F).

10 Le cas des groupes réductifs déployés

On considere maintenant un groupe réductif G déployé sur un corps global
F. 1l posséde un tore maximal T' défini et déployé sur F.

En toute place ultramétrique = de F', le groupe réductif déployé G est non
ramifié sur F,, donc muni d’une structure O,-rationnelle naturelle et d’un sous-
groupe ouvert compact G(Oy) de G(Fy).

On suppose G muni d’un caractere non trivial
detg : G — G,,

dont la restriction a 1" est notée det.

Enfin, on consideére une famille de caracteres

~

pr = (o1 pp) : T = (C*) =T,

qui vérifie les mémes propriétés qu’au paragraphe précédent.
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Supposons de plus que cette famille de caracteres pl, 1 < i < r, est stable
par P’action naturelle du groupe de Weyl W¢ de G sur le tore T et son dual T

Comme on a vu au paragraphe 5, il en résulte que, en toute place ul-
tramétrique x de F, les facteurs

Lx(pT7X7Z) et Ex(pT7X7Z)
des caracteres x € {m}L sont invariants par I'action de Wg.
Or, en toute telle place x, les représentations non ramifiées de G(F;)
G

me{m}y
sont paramétrées par des caracteres non ramifiés

Zr € {77}5,(2)
bien définis modulo I'action de W, et on peut poser

La:(p7 ™, Z) = Lm(PT7 Zry Z) )

€$(pa7rvz) = 8w(pT72:7'ra Z) .

La conjecture de transfert automorphe de Langlands des groupes réductifs
déployés sur F' vers les groupes linéaires est équivalente a I’énoncé suivant :

Conjecture —

Dans la situation ci-dessus, la famille des facteurs
Ly(p,m, 2) et ex(p,m, 2)

des représentations mon ramifiées w € {W}gw en les places ultramétriques = de
F peut étre complétée (de fagon nécessairement unique) en une donnée globale
p qui satisfasse la formule de Poisson (restreinte ou générale) si et seulement si
la famille de caracteres stable par Wq

~

pr = (pps .o pp) T = (C) =T,
provient d’une représentation algébrique
G — GL,(C)
du groupe réductif complexe G dual de G.

Remarque :

On rappelle que le groupe réductif G sur C dual de G est déduit de G par
une construction purement combinatoire : On demande que sa donnée radi-
cielle (X@,A@,Xé,Aé) s'identifie & la duale (X%, Ak, X, Ag) de la donnée
radicielle (X¢, Ag, X%, Af) de G.

Il admet pour tore maximal le dual T du tore maximal T de G.
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